T1 : Breve definicion sobre conjuntos
&),( : Demostracion del derecho y la inversa de una igualdad (doble contenido).

&Otras anotaciones: P(A){parte de A} CA {contenido en A} # {absurdo} & {conjunto vacio } "
{interseccién} U {union (o)}

Recuerdath. AUB=A"BA'B=AUB

&Producto vectorial : A x (B—C) igualamos el primer término (A) a x y le segundo (B-C) a y algo asi:
(x,y) EA X (B-C)

xXEA

y E (B-C)

T2 : Aplicaciones

Dados dos ctos. A, B una correspondencia es asociar elmentos de A con elementos de B .
&Aplicacién : Correspondencia de A en B tal que a cada elem de A le correponde uno Unico de B.
Aplicacion : .

| ) Esta bien definidapc xEA ¢ f(X) EB ¢

II') Aplicacién x = x' I f (x) = f (X) .

&Imagen : A los elementos de A tale que f(a)=b con a EA , decimos que es la imagen de a y a la antimager
deb.

&Clasificacion de las aplicaciones :

« Si f: A?B aplicacion cumple que todo elem de B con antimagen ésta es Unica decimos que es Inyectiva
Inyectiva ! f(x) = f(x") Ix = X'

+ Si todo elemnto de B tiene antimagen decimos que la aplicacién es sobre .

Sobre!pcy EB x E A /f(X)=y

 Serd biyectiva si es a la vez inyectiva y sobre

Biyectiva ! Es Inyectiva y sobre

Gréficamente :

» Trazamos lineas verticales si cruzan siempre a la gréfica en un Unico punto (Aplicacion)
* Lineas horizontales Toca una vez a la gra’fica por linea (biyectiva) si cualq linea horiz la toca (sobre)



&Dominio u original de f: Todos los elementos de Aque tienen imagen en B .
Dom(f)=Or(f)=[a E A/ bEB : f (a) = b]

Imf=[yEB/ xEA:f(X)=y]

f:A!'Byg:A!Bdos aplicaciones , llamamos composic. De f con g
al!f(a)b!g)

a la aplicacién h : A! B denotada por h = gof = g(f(a))

a ! h(a)=g(f(a))

&Propiedades :

* (fog)oh = fo(goh)

I (f-1)=~f-1

1) (fog) -1 = g-lof-1

Notas : Si existe una aplicacion f : AlB biyectiva, f-1: BlAtb biyectiva tal que verifique :
f-lof = IdA fof -1 =1dB

T3 : Relaciones binarias de equivalencia

Sea A un conjunto cualquiera R C AxA decimos que R es una RBE si verifica :

* Reflexiva! pc a E A aRa
» Simétrica ! aRb bRa

c) Transitiva! aRb ! aRc
bRc

&Clases de equivalencia : Dado A cto y R RBE llamamos clase de equiv. A CA al cto formado por todos los
elemntos de A relacionados con a .

Cl(a) = C(a) =a ={ x E A/xRa}

&Conjunto cociente: (de A sobre R)conj de todas las clases de equiv de los elem de A

A/IR={al/aEA}

Notas:

La union de las clases de equivalencia tiene que recubrir todo el conjunto R(recta),R?(plano), R3(espacio) .

m° = multiplos de m



&Descomposicién candnica de una aplicacion :Sea f: A?B una aplicacion definimos en A la relacién binaria

(a,b (A aRb ( f(a)=f(b)

Comprobamos que efectivamente f es una RBE hallamos sus clases y su conjunto cociente y ordenamos d
esta forma :

A p! AIRffl Imfi! B
X Ix (X)) ! f(X)
T4 : Grupos

Leyes de composicién : Sea A un cto. Decimos que * es una ley de compos interna con # : AXA ! Asi# es
unaaplicacion

(ab)!#@b):a#b

Nota definimos # como operador y traducimos su presencia a operado con...

&Si A ,B conjuntos ! es una ley de comp.. externasi": AxB!A

(a,b)!"(a,b):ab

si " es aplicacion.

&Grupo sea G un conjunto y * una ley de comp. interna decimos que (G,*) es un grupo si verifica :

e Asociativa: pc x,y, ZE G (x #Y) # z = x #(y#2).

e Elementoneutro: eEG.pcXxEGe#x=x#e=x.

» El.simétricooinverso: pc XEG x-1EGx#x-1l=x-1#x=¢e.

« Conmutativa : (Si se verif. g.conmutativo) pc X, YE G X#y =y # Xx.

de G : Sea (G,*) grupo decimos qH c G, H" O es subgrupo si: pc X,y EH x*y -1y |lo de mostramos por t
"G, es decir, si (H,* )es grupo .H"G es subg propiosiH"G"H"{e}"H" G .A H=G y H={e} se les llama
subg impropios.

Nota Sea (G,*) grupo , o(G) = n° elementos de G.

De Lagarange : Sea (G,*) grupo finito, H'G ! orden(H)/orden(G) {o(H)/o(G)} Este tma facilita busq de
subgrupos aquellos cuyo orden sea cociente de orden (H) y div = enetero.

de un elemento : Dado (G,*) grupo orden de un elem. x E G al menor n° de veces g operamos para obtener
neutro de G, es decir,

O(X) =n!n E N es el menor q verifique

Nota : xn = e ; nx =e (notaciones mas usadas en multip y aditivos respect).



: Sea (G,*) grupo decimos G engendrado por X si ...

G ={e, x, X2 ....x n=1} multiplicativo.

G ={e, x, 2X.....(n—-1)x} aditivo.

T4(b) : Homomorfismos

Homomorfismos : Sean (G,*) y (G',#) grupos f(G,*)!(G',#) es homomorfidmo de grupos si verifica :
| f.aplicacion.

Il pc x,y E G f(x*y) =f(x) # f(y).

&Nucleo e imagen : Sea f: G ! G' homom. De grupos llamamos nucleo Ker(f) al cto.
Ker(f) = Nu(f) = {x E G/ f(x) = e'}(siendo e'neutro de G’
E imagendef: G! G'al conjunto :

ImMH={yEG/ XEG:f(X)=y}

n de los Homomorfismos :

« f (inyectiva) : Monomorfismo.

« f (sobre) : Epimorfismo.

« f (biyectiva) : Isomorfismo

* G =G': Endomorfismo

* G = G'y f biyectiva : Automorfidmo

de los Homom. :

- fle)=¢'

o £ (x-1) = [f(x)]-1.

« F (x2) =1(x)2

Descomposicion candnica de un Homomorfismo.

Dado f: (G,*)! (G',#) Homom. de grupos .
pcx,yEGxRfy!x*y-1E Kerf! f(x) = f(y) Rf es R.B.E
G/Rf=G/R Kerf

Para la descomposic. canénica

G!G/Kerf!Imf! G

X Ix (X)) ! f(X)

epimorf. isomorf. monomorf.



T5 : Cardinalidad.
: N° de elementos de un cto. finito. Al cardinal de los ctos. finitos se les llama n° transfinitos.
de equipotencia : X, Y ctos. X~Y | f: X 1Y aplicacion biyectiva
(~ es una RBE y X equipotente Y).
I.Reflexiva pc x cto X~X pues ldx : x ! x aplic. biyectiva
x 1d(x) = x
II. Simétrica X~Y ! f: X 1Y faplicacion biyectiva! f-1:Y! X!
Y~X
[ll. Transitiva :
X~Y f: X1Y Aplicacion biyectiva
Y~X g:Y! X Aplicacion biyectiva
gof : X ! Z aplicacion biyectiva ! X~Z
X ={YI X~Y} ! {Y/ Card (x1) = Card (Y)}
!
{Y/ f. XY aplic biyectiva}

numerables : Sea X ctoes numerable si X finito 0 X~N (se puede ordenar como sucesion de n° finitos entre
Si)

X numerable ! X fto o f: X! N aplicac biyectiva
X numerable ! Xftoo X={an/nE N} conai=njpci"]j

Algunos ejemplos de ctos numerables serian (N, Z y Q ) de no numerables (Intervalos abiertos y cerrados
R).

Combinatoria

de n elemetos : m (elementos de entre los g escoger); n(elementos a escoger g compondran cto.) IMPORT
EL ORDEN

a) Con repeticion VRm n =mn
b) Sin repeticion Vm n = n! / (m-n)!

: Variaciones conm =n



» Con repeticibn PRm = nm
* Sin repeticién Pm = n!

Combinaciones : Similares a las variac pero NOIMPORTA ORDEN . Ejm formar un equipo con un n° de
personas.

Comb.=Vmn/Pn=(mn)=m!/nl(m-n)!

T6 : Matrices y determinantes .

A=(all..... aln aij ! elemento de la fila i columna |

« Diagonal : Todos sus elementos son cero exepto los de la diagonal
 Triangular: Elementos por arriba o por debajo de la diagonal cero.
e Cuadrada : m = n Dimens de matriz (mxn filas por columnas)
» Traspuesta : Cambio de filas por columnas At
con matrices :
« Sumay resta de matrices A £ B = (aij £ bij)
* Producto por escalar K.A = (K.aij)
* Producto de matrices (s6lo si n°® columnas deA = n° filas de B)
(ab (gh (ag+bi ah+bj
cd.ij)=cg+di ch+dj
e f) eg+fi eh+fi)
Tres métodos :
» Método de Zarrus (para matrices cuadradas )
labc
d e f = aei + bfg + cdh - [ceg + fha + bdi]
ghil/
— Metodo desarrollo por filas o por columnas

/abc

def=-d/bc+e/ac-flab



ghi/hilgil/ghl

» Método haciendo cero (Gauss) Mediante operaciones permitidas en el determinante convertirlo en €
determinnate de una matriz triangular.

adjunta : Adj(A) se halla sustituyendo cada elemnto de A por su adjunto

ortogonal Aquella cuya inversaes igual a su traspuesta.

permutables A.B = B.A

simétrica del tipo (ad e

dbf

efc)

traspuesta : Una matriz tA es traspuesta de otra A si es el resultado de sustituir sus filas por sus columnas
&Inversa de una matriz :

A-1=1/det(A) . tAdj (A)

de una matriz : Numero de columnas o filas linealmente independientes.

Se elige una columna y se va haciendo el determinnante g forma esta columna con otras de tal modo q
hagamos el det de una mat cuadrada si detA " 0 rg(A) = n (n° filas) y cada vez g detA = 0 hacemos n-1

Det (A) = 0! Rg(A) < n°filas

Det (A) "0 ! Rg (A) = n°filas

&Solucién de ecuaciones : Hemos de saber g la matriz de coeficientes es la formada por los coeficientes de
lasincégnitas (A) y la matriz ampliada es aquella g incluye los términos independientes (Ab), n (n°
incognitas), y n—r (n° variables de las q depende la solucién)

Método de Crammmer : Para cada una de las incégnitas creamos una matriz sustituyendo su columna de
coeficientes (la g le corresp a esa incégnita) por la de términos independientes, hallamos su determinante y
dividimos por el de la matriz de coeficientes (A).

Rouche-Frobenius :

* Rg(A) = Rg (Ab) {Sitema compatible admite solucion}

e r = n S.C.Determinado (Una unica solucién) CRAMMER
e r < n S.C.Indeterminado (Infinitas soluciones) CRAMMER

* Rg (A) " Rg (Ab) S.Incompatible (No tiene solucién)

Método de Gauss : Se trata deconseguir mediante trasformaciones permitidas en la matriz , una matriz
triangular y resolver.



T7 . Espacios vectoriales y aplicaciones lineales
decuerpo:SeaKy+:KxK!KlcienKy :KxK!K

(,)!" + (,)! lc.i. decimos que es un cuerpo si verifica :
(K,+)grupo abeliano (asoc, inverso, neutro y conmutat

e Distributiva( + ) = + (+)= +

* (K,+)grupo abeliano (asoc, inverso, neutro y conmutat

* (K-{0}, .) g abeliano

* No tiene divisor en cero

vectoral : Sea V cto y K cuerpo definidos en l.c.i+: VxV IV yuna
uv)!u+v

l.c.e " K: KxV !V decimos que (V, +, K) es un e.v sobre K (V(K)) si verifica :
(,u!'!u

e (Uu+v)=u+v

*()u= (.u)

e(+)u=u+u

*lu=u

* (V,+) Grupo abeliano.

pc vy EKypcuyvEV.Alos elementos de V se los llama vectores y alos de K escalares siendo K un
cuerpode escalares .

lineal de vectores : Sean {v1,v2,....vn} C V llamamos comb.lineal de estos a toda exprsién del tipo
vl+v2+...nvncon , ,..nEK

vectorial : Sea V(K) e.v., WCV, W"0 decimos que W es subesp. Vectorialde V!pc , EKypcu,vVEW
u+ vEWwW

Dado el sist. de vectores {v1,v2,....vn}de V llamamos subes.vectorial de V engendrado por {v1, v2....vn}al
subesp.vectorial

<vl,.vn>={uEV/u= vl + ..+ nvncon ..nEK}
linealmente independientes : Sean {v1,....vn} C V. Son libres si
vl+....+nvn=0vimplica ...n=0

generadores : Sean {v1,...vn}vectores CV son generadores si
pcv EYV ¢Existe ...n? /v = vl+..+nvn

<vi,....vn>

de V: Si{vl,..., vn} es libre y generador es base de V y n° de vectores es la dimensién de V. (Si e.v se redu



a Ov su dimensioén es 0)

&Suma: Sea V(K) e.vy Uy W subesp. De V llamamos subesp suma al formado por:
U+W={u+wEV/UEUywE W}

Se trata de suma directa si verifica:

cU+W=V
cU"W = {w)

* V(K) e.v W subesp de V // Dim W " Dim V

* Dim (U+W) = Dim U + Dim W = Dim (U"W)

* Dim (U*W) = Dim U + Dim W

e Dim (U+W) = DimU + DimW - dimU"W

Nota : {v1, ...vn} C V libre  Rg {v1, ... vn}= ny si Rg{vl, ...vn}< n !Ligado
Base candnica es la base mas simple de encontrar en un espacio vectorial

lineales : Sean U(k) y V(K) e.v de K f: UV aplic lineal si .

« a) Es aplicacion
*b)F(u+tv)= fluy+ f(vypc, EKypcu,vEU

Nucleo de f Kerf = {u E U/ 0}

Imagen de f Imf ={vEV/ uE U : f(u)=v}
Proposiciones :

 Kerf subgrupo de U

* Imf subgrupo de V

e F homomorfismo ! Kerf = {Ov}

* F epimorfismo ! Imf =V
e Dim U = dim Kerf + dim Imf

pcuEU ..nEK

é U= vit... +pvp+ p+lup+l...+ p+qup+q ?
pcuEU!f(u)=Imf!f(u) = p+lup+l + ... p+qup+q
f(u) = p+1 f(up+1) +...... p+q .flup+q) =

=f( p+l.up+l +... + p+qg.up+q)

&Expresion matricial de una aplicacion lineal



Seaf: U!'ValinealdmU=nydimV =pysean ={ul,..,un}basedeuy ={vi,...vp}base deV.
F(ul) EV f(ul) =all vl + a2lv2 .... + aplvp

F (U2)EV f(u2) = al2v2 + a22v2 .... + ap2vp

f(un) EV f(u3)= alnvl + a2nv2 .... + apnvn
Seax EU!'x=x1ul + ... xnun ! f(x) = f(x1lul+...xnvn) = x1f(ul)+...xnf(un) =

x1(allvl + a2lv2+...alnxn)+ ...+ xn(alnvl+...apnvp) = vl (allx1l+...alnxn) + vp (aplx1l+...apnxn) = (y1,
y2, .....yp)

Notas:

Toda aplicacion lineal tiene asociada una matriz y toda matriz tiene asociada una aplicacion lineal.
por filas : F(X)t = Mt Xt

f: U IV aplicac lineal ! dimenf = rg M con M matriz asociada a M.

T8 : Diagonalizacion de Matrices

Sea A E Mn(K), se trata de halalr valoresde EKydevEMn(k)v"0tqgcumplan AV = V
AV =YV

AV-V=0

(A- )V=0S.Cll

Si es S.C.l {puesto g V " Osoluc trivial} y ademas sist homog det (A - 1) =0 {pg rg(A-1) < n}
&Polin caracteristico de A : Polinomio de grado n en dado por P() = det (A- )

Autovalores de la matriz A : Raices de P() {Hacen cero el polinomio}

y a los vectores V E Mnx1(K) tq AV = V se les denomina autovectores de A asociados al autovalor o de
A.

propio de o Cto formado por todos autovectores de A asociados a 0 sabiendo q estos esp propios son
subesp de Kn

Llamamos matriz de paso p a la matriz formadapor los autovectores de A.
&Th 1:Si A E Mn(K) y tiene ,.... n E K autovalores distintos A Diagonalizable

:Sea AEMNn(K)y ,.... n E K autovalores de A con ml,... mp p E N(sus respectivas multiplicidades)y
ml+...+mp = n es diagonalizable ! dim Ei=mipci=1,...p.
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