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Tema 1: PROBABILIDADE.
INTRODUCCION.

Fendmenos deterministas: son agqueles nos cales, cofiecidas as condicidons nas que ocorren, cofiécese o
resultado que se vai obter.

Fendmenos non deterministas (aleatorios, estocasticos, probabilisticos): son aqueles nos cales, ainda
cofiecendo as condicions nas que se producen, non podemos determinar exactamente o resultado. Como r
podese cofiecer a lei probabilistica coa que ocorreran eses resultados.

Os resultados obtidos 6 estudiar fenbmenos non deterministas van estar afectados en maior ou menor med



por un comportamento aleatorio.

Polo tanto, se queremos analiza—-lo comportamento dun fenémeno deste tipo, sera necesario distinguir, der
do posible, o efecto provocado pola aleatoriedade.

Ademais, se ben non podemos determina—-los resultados dos experimentos aleatorios, si podemos buscar
regularidades nos seus resultados, regularidades que se fan mais evidentes cantas mais veces se repite a
experiencia. Cofiecer estas regularidades daranos mais informacién sobre o fenémeno estudiado.

Estatistica: Conxunto de técnicas destinadas a obter informacién a partir de datos procedente de fenémenc
estocasticos.

Proporciona os medios para analizar grandes conxuntos de datos. e sintetizar informacién a partir de esa
andlise.

Etapas do traballo estatistico
1.- Recollida de datos (Teoria de mostras)

2.— Organizacion e presentacion dos datos, e calculo de pardmetros que nos resuman as slas caracteristic
(Estatistica Descriptiva)

3.— Elaboracién de regras que nos permitiran decidir que conclusions estatisticas podemos sacar a partir d
nosos datos. (Inferencia Estatistica)

Ademais destas etapas poderiamos considerar como etapa previa a definicién dos obxectivos, e como rem
interpretacidn das conclusiéns estatisticas, se ben estas partes xa saen fora do campo da Estatistica.

Dado que a Estatistica traballa con datos procedentes de fendbmenos aleatorios, vai ser necesario cofiecer
comportamento da aleatoriedade, para desenvolver os métodos que se aplican nas distintas partes do trab:
estatistico. Para cofiecer este comportamento estudiase o Calculo de Probabilidades.

Conceptos.

Poboacién: Conxunto de elementos sobre o que se vai realiza—lo estudio.

Mostra: Subconxunto finito de elementos da poboacion.

Individua: Cada un dos elementos da poboacién.

Caracteres: Son os rasgos ou cualidades da poboacion que nos interesa estudiar.

Se os caracteres son cualitativos denominanse atributos, se son cuantitativos denominanse variables.

Os resultados que pode tomar unha variable denominanse valores. Os que pode tomar un atributo
denominanse_ modalidades.

As variables poden ser de dous tipos:
— Discretas: Cando sé poden tomar un nimero finito ou numerable de valores.

— Continuas: Cando poden tomar un niimero non numerable de valores.



Na practica a distincion entre variables continuas e discretas vai depender do nimero de datos que tefiamc
usandose como discretas se tefien poucos valores e como continuas se tefien moitos.

De cara a elaborar un modelo teérico que describa o comportamento dos fenémenos aleatorios, considéras
gue cada vez que ocorre un deses fendbmenos, prodlcese unha experiencia aleatoria (ou experimento
aleatorio).

Estas experiencias aleatorias caracterizanse por que se cofiecen a priori os distintos resultados posibles, s
saber cal deles vai ocorrer nunha realizacién determinada desa experiencia.

Def.: Espacio mostral. ()

Conxunto de tédolos posibles resultados dun experimento aleatorio.

Def.: Suceso (ou evento).

E un subconxunto do espacio mostral.

(ou sexa: € unha coleccion de resultados dun experimento aleatorio)

Def.: Suceso elemental.

E cada un dos posibles resultados dun experimento aleatorio.

Def.: Suceso seguro.

E o espacio mostral .

(e suceso por que é subconxunto de si mesmo, ademais calquera resultado que obtefiamos vai pertencer a
Def.: Suceso imposible.

E o conxunto baleiro ().

(e suceso por que é subconxunto de , ademais sexa cal sexa o resultado obtido NON vai pertencer a él.)

Def.: Suceso complementario.

O suceso complementario dun suces®'S (
) € aquel que contén tédolos sucesos elementais que non estan contidos en S:

Ses™1S
={x" Ix"}

Operaciéns con sucesos.
Unidn de sucesos: A, B" !A"B={x"/ x"A ou x"B/}
Interseccion de sucesos: A, B" IA"B={x"/ x"A e X"B/}

Def.: Sucesos disxuntos (ou incompatibles).



Son aqueles que non tefien ningln suceso elemental comun, ou sexa:
A, B", son sucesos disxuntos :! A"B="

Dado que cofiecemos tédolos resultados posibles do experimento aleatorio, pero non cal deles acontecera
seguinte realizacion, interesaranos ter un modelo da ocorrencia que seguiran eses resultados, para o que
deberemos medir dalgun xeito a sta incertidume: a certeza ou incerteza que tefiamos de que ocorra algin
deles.

Esta medida da incerteza é o que habitualmente se cofiece como Probabilidade e o plantexamento de asig
cada suceso unha probabilidade foi enfocado de moitas formas distintas, das cales citaremos as mais
cofiecidas:

Probabilidade clasica:

Con este modelo de probabilidade, considerase que o experimento aleatorio se pode plantexar de xeito que
cada suceso elemental ten a mesma probabilidade (i.e.: non temos informacién que nos permita decidir que
UNS sUcesos ocorren mais ca outros).

De acordo con esta idea, a probabilidade que se asigna a un suceso A, vai ser:

~casos favorables  elementos de A
P(A)= =

casos posibles  elementos totales

Probabilidade frecuencialista.

Con este enfoque non necesitamos cofiecer a priori a probabilidade de ocorrencia dun suceso elemental, n
ten por que se—-la mesma para todos eles.

Def.: Frecuencia (ni)
NUmero de veces que ocorre un suceso.
Def.: Frecuencia relativa (fi)

Proporcion de veces que ocorreu un suceso respecto 6 nimero de veces que se realizou un experimento:

_n
f=x

Cando podemaos repetir un experimento aleatorio un nimero grande de veces, obsérvase como a frecuenci
relativa de un suceso A tende a oscilar cada vez menos, situandose en torno a un certo valor (lei de
estabilidade das frecuencias), ese valor, segundo o criterio frecuencial, € o que se considera como
probabilidade de A:

. .
PA=lim [ ,=limy
N N

Sen embargo, non sempre podemos permitirnos repetir un experimento aleatorio, para estimar unha
probabilidade.



Probabilidade Subxectiva.

Segundo este enfoque esta a probabilidade dun suceso ven determinada polo grado de creencia que un
individuo ten sobre a ocorrencia dese suceso.

Este grado de creencia ven dado pola opiniéon que ten cada individuo en cada momento do tempo, a cal po
estar influida a sua vez pola informacién que posla sobre o experimento aleatorio.

Axiomatica.

Os anteriores conceptos de probabilidade son xeitos de asignar valores & probabilidade dos sucesos que p
ocorrer nun experimento aleatorio.

Para desenvolver un modelo matematico que nos permita analiza—lo comportamento dos resultados dos
experimentos aleatorios, partese dunha serie de axiomas que nos din as propiedades que unha funcién del
verificar para que sexa considerada funcién de probabilidade.

Axioméatica do Calculo de Probabilidades

Def.: Sexa un espacio mostral, e sexa A unha coleccion de sucesos contidos en , cumprindo as seguintes
condicions:

1: "A
2:Se S"AS
"A

3: Se temos unha coleccion numerable S1, S2, ..., Sn, ... de sucesos pertencentes ﬁ enton
i

i=1

A.
Cumprindo estas condicidns A dise que é unha —éalxebra, e o par (, A) dise que € un espacio medible.
Th: Se A é unha_=alxebra, !I"" A

Th: Se A é unha_-élxebrd,s |}
Al

=1

Axiomatica de Kolmogorov

Sexa (, A) un espacio medible

Axioma 1: Se S"A, existe un numero P(S) " 0, denominado probabilidade de S.
Axioma 2: P() = 1.

Axioma 3:



Dada unha coleccion de suce{sg;;l_} _

=]

A, t.q. SI"Sj=""1i,j "N (disxuntos dous a dous), verifl'case})leUS, - pls)
i=l ) i=l L

Atripla (, A, P) dise que é un espacio de probabilidade.

Th.: P(")=0.

Th.: Dada unha coleccion finita de suce%gs{_} i

A, t.q. Si"Sj="1"i,j"n (disxuntos dous a dous), verifl’case}pje(jg ! Pls.)

i=l i=l
Th. Dados dous sucesos calquera S1, S2 " A verificase que:
P(S1" S2) = P(S1) + P(S2)- P(S1 " S2)
Th.: Dados dous sucesos S1, S2 " A, t.q. S1" S2 verificase:
P(S1) " P(S2).
Th.: Dado un suceso calquera S " A, P(S) " 1.

Th.: Dado un suceso calquera S " A, verificase qu P(
) =1-P(S).

PROBABILIDADE CONDICIONADA

Cando dispofiemos dunha informacién previa sobre un experimento aleatorio, a certidume que temos sobre
ocorrencia dos distintos resultados pode variar, dado que a nova informacién pode condicionala.

Para reflexar esta circunstancia definese unha nova probabilidade que vai estar restrinxida polo cambio na
informacién que posuimos:

Def.:
Probabilidade condicionada: Sexa (, A, P) un espacio de probabilidade Dados dous sucesos, S1, SO " A,

definese probabilidade do suceso S1, condicionada & ocorrencia do suceso SO, como:

P ‘V = HS'I—S”}
So P( S”)

Derivado de esta definicion podemos obter unha expresion para o calculo da probabilidade da interseccion:

Pl‘.‘ .‘u‘:P"‘l) PS/ =P|'L‘ PS/
(S, Sol=PlS,) S Sy S,

Esta formula, aplicada a n sucesos, da lugar 6 seguinte resultado:



Th. (Regra do producto): Sexa (, A, P) un espacio de probabilidade. Dada unha coleccidn finita de sucesos
{Si},i'zl ’ Si

Ai=1..n

verificase:

P s =P(sjlp5/ ps/ P
L ' S (S, S

Def.: Sexa un espacio mostral. Unha coleccion finita de suq%c})“ézp& Qi=1..n

serd unha particiéon de se verifica:

1:Bi"Bj=""i,ij=1,..,n
2: "

U =9

i=1

3:P(Bi>0,"i=1,..,n

Th.: (Probabilidade total) Sexa (, A, P) un espacio de probabilidade, A {'A},’?,,B; Qi=1,...n

unha particién de . Verificase:
P(A)= HBM>§Q
i=l l

Th.: (Bayes) Sexa (, A, P) un espacio de probabilidade, A "{%’f},é-.vBi Qi=1..,n

unha particién de . Verificase:

Plp|p A
PB/ _ ‘B'{' /BJ
A

P(B,)P 7
=1 I ) Bi
INDEPENDENCIA DE SUCESOS
Def.:

Sexa (, A, P) un espacio de probabilidade. Dous sucesos, A, B " A, dise que son independentes se verifical
gue P(A"B)=P(A)-P(B).

Th. Sexa (, A, P) un espacio de probabilidade. Dous sucesos, A, B " A, independentes verifican:

Plag)= pla)

Def.:



Sexa (, A, P) un espacio de probabilidade. Dada unha coleccién finita de spgg}é'gs S,

i=1?
Ai=1..n
, dise que son sucesos mutuamente independentes se e sO se temos que para k= 2, 3, ..., n se verifica:
P(Si1"Si2" ... "Sik)=P(Sil1)-P(Si2) ... P(Sik). Sendo ij =1, ..., n.

BOLETIN DE EXERCICIOS
1.- Estadistica Problemas Resueltos. Peralta y otros, ejer 9, pag 155.

Se consideran los siguientes sucesos para un mismo estudiante A = aprobar matematicas, y B = aprobar
estadistica. Si P (A) =5/20y P (B) = 8/20 y la probabilidad de aprobar las dos es 3/20 . Calcular:

« La probabilidad de aprobar matematicas o estadistica.
* La probabilidad de aprobar matematicas y no estadistica.
* La probabilidad de que, no habiendo aprobado estadistica, apruebe matematicas.

2.- Estadistica I: Probabilidad y Distribuciones. Casas Sanchez, ejemplo 2.5, pag 75.

El duefio de una tienda de ropa para hombres ha observado el comportamiento de sus clientes durante un
periodo de tiempo. Como consecuencia de ese periodo de observacion afirma que la probabilidad de que u
cliente que entra a la tienda compre una camisa es 0.4, pero de los que compran una camisa el 50% comp
también una corbata, y solamente un 10% compran la corbata cuando no han comprado la camisa. Obtene
probabilidades de que los clientes compren lo siguiente:

* Una camisa y una corbata.

» Una corbata.

* Una camisa o una corbata.

* Una corbata pero no una camisa.

3.— Si A, By C son sucesos independientes; demostrar que también los son:

vy

cAy
.yB
., B
y C.
4.—- ¢ Pueden estos sucesos ser independientes, suponiendo que son posibles?. Razona la respuesta.

5.- (Adaptado de http://Itodi.est.ips.pt/probest/, mais exactamente de:
http://ltodi.est.ips.pt/probest/seb/prob/prob.pdf )

Cofiécense as seguintes probabilidades de que un matrimonio vexa un programa de television: pbb de que
vexa o home € 0.4; pbb de que o vexa a muller é 0.3; pbb de que o vexa o home se o ve a muller € 0.7.

« Calculade a probabilidade de que o programa sexa visto pola parella.

» Pensas que & muller lle gusta o programa ou veo soamente por que o esta vendo o home.
» Calculade a probabilidade de que sexa visto por algun dos dous.

* O feito de que o home vexa o programa ¢ € independente de que o vexa a muller?

* Calculade a probabilidade de que o home vexa o programa e a muller non.



6.— Manuel practico de estadistica aplicado a las ciencias sociales. Mullor y Fajardo, R 3.4, pag 97.

Se debe examinar un gran grupo de personas respecto a dos sintomas comunes de cierta enfermedad. Se
considera que el 20% de las personas presentan sélo el sintoma A, el 30% tiene sélo el sintoma B, el 10%
tiene ambos sintomas y el resto no tiene sintoma alguno. Para una persona elegida al azar de este grupo,

encontrar la probabilidad de que:

* La persona presente al menos un sintoma.
» La persona no presente ningun sintoma.
 La persona presente ambos sintomas si sabemos que presenta el sintoma B.

7.— www.ciberconta.unizar.es/leccion/probabil/

Un mayorista tiene 200 clientes clasificados en la siguiente tabla segln si realizan pedidos regularmente o
forma esporadica y segun si efectian el pago al contado o a través de créditos:

Forma de pago

Tipo de pedido |Al contado Crédito
Regular 10 15
Esporadico 20 155

En el marco de una campafa publicitaria, el mayorista decide sortear un viaje entre sus clientes eligiendo u
de ellos al azar.

« ¢, Cual es la probabilidad de que el cliente afortunado con el viaje realice pedidos de forma regular o bien
utilice créditos para efectuar sus pagos?

« Calcule la probabilidad de que el cliente afortunado con el viaje realice pedidos regularmente si sabemos
gue el elegido efectlia sus pagos mediante créditos.

« Calcule la probabilidad de que el cliente afortunado con el viaje realice los pagos mediante crédito si
sabemos que realiza pedidos regularmente.

¢, Son independientes los sucesos comprar a crédito y comprar regularmente?

8.— www.ciberconta.unizar.es/leccion/probabil/

Una empresa de trabajo temporal ha realizado un amplio estudio sobre los tipos de empleo solicitados por |
estudiantes de Bachiller, Formacién Profesional y Universitarios. El informe clasifica estos solicitantes de
empleo como cualificados o no para los trabajos que solicitan, y de los datos que contiene se desprende gL
s6lo el 25% estaban cualificados para el trabajo que solicitaban, de los cuales, un 20% eran estudiantes
universitarios, un 30% estudiaban Formacién Profesional y un 50% Bachillerato. La situacién entre los no
cualificados es diferente: un 40% de ellos eran estudiantes universitarios, otro 40% estudiaban Formacion
Profesional y sélo un 20% se encontraban en Bachillerato.

¢, Qué porcentaje de estos estudiantes se encontraban en Bachillerato y estaban cualificados para los em
gue se solicitaban?

« ¢, Cual es la probabilidad de que uno de estos estudiantes gque solicitaba empleo estudiara F.P.?

 Entre los estudiantes universitarios que solicitaron empleo, ¢,qué porcentaje no estaba cualificado para lo
puestos de trabajo que solicitaban?

9.- Ejercicios del Calculo de probabilidades. Fernandez Abascal, ej 2.22.

La constructora Cementasa trata de determinar si deberia presentar una oferta para la construcciéon de una
nueva autovia. Su principal competidora, la constructora Arenal, se ha presentado a un 70% de las
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contrataciones en el pasado. Si Arenal no presenta una oferta, la probabilidad de que su rival obtenga la ob
es 0.5; si presenta oferta, la probabilidad de que Cementasa reciba el contrato es 0.25:

* ¢ Cual es la probabilidad de que la constructora Cementasa gane el contrato?
« Si la constructora Cementasa gana el contrato, ¢,cudl es la probabilidad de que la constructora Arenal no
haya presentado oferta?

10.- Se pregunto a los suscriptores de un periddico local si leian la seccion de economia y, también, si hab
realizado operaciones en bolsa durante el Gltimo afio. Las proporciones obtenidas en la encuesta son las qt
figuran en el cuadro siguiente:

Lectura seccidn economia
Operac.bolsa

Regularmente |Ocasionalmente [Nunca
Si 0,18 0,10 0,04
No 0,16 0,31 0,21
Se pide:

« Probabilidad de que un suscriptor elegido al azar no lea nunca la seccién de economia;

 Probabilidad de que un suscriptor haya realizado operaciones en bolsa durante el Gltimo afo;

 Probabilidad de que un suscriptor que haya realizado operaciones en bolsa no lea la seccién de economi

 Probabilidad de que un suscriptor que lea la seccion de economia haya realizado operaciones en bolsa
durante el Gltimo afio.

11.- De un estudio realizado en un determinado campus universitario se sabe que el 35% de los estudiante
entran al menos una vez por semana en alguna de las cafeterias del campus. También se sabe que el 40%
los alumnos tiene una media de notable 0 mas, y que el 30% de los alumnos que entran en la cafeteria al
Mmenos una vez por semana tienen una media de notable o mas. Se pide:

 Probabilidad de que un estudiante elegido al azar entre al menos una vez por semana en la cafeteria del
campus y tenga al menos una media de notable;

 Probabilidad de que un estudiante con media de notable 0 mas entre al menos una vez por semana en u
cafeteria del campus;

 Probabilidad de que un estudiante elegido al azar entre al menos una vez por semana en la cafeteria del
campus o tenga al menos una media de notable;

 Probabilidad de que un estudiante que no tiene una media de notable 0 mas no entre al menos una vez f
semana en una de las cafeterias del campus;

 ¢,Son los sucesos entra al menos una vez por semana en una cafeteria del campus y tiene una media de
notable o mas independientes?;

 ¢,Son los sucesos entra al menos una vez por semana en una cafeteria del campus y tiene una media de
notable o mas disjuntos?.

12.- (Adaptado de http://Itodi.est.ips.pt/probest/, mais exactamente en:
http://Itodi.est.ips.pt/probest/seb/prob/prob.pdf )

A probabilidade de que haxa unha crise econémica nun pais, tendo en conta a evoluciéon do consumo no at
anterior é a seguinte:

Pbb de CRISE Anp
1

CONSUMO (ano 0)
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Sube 0
Estable 0.3
Baixa 0.5

Cofécese tamén que a probabilidade de que un ano calquera o consumo suba é 0.3, e de que baixe 0.2

» Se un ano existe crise econémica ¢cal é a probabilidade de que o0 ano anterior baixase o consumo?
 Probabilidade de que un ano calquera non haxa crise econémica
« ¢Influe a variacion no consumo no feito de que haxa ou non crise 0 ano seguinte?

13.- Se hai crise un ano, a probabilidade de que o seguinte tamén a haxa é 0.4. Se non hai crise un ano, a
probabilidade de que o seguinte tampouco a haxa é 0.8

 Probabilidade de que haxa crise tres anos seguidos

 Probabilidade de que, se este ano hai crise, esta dure polo menos dous anos mais.
 Probabilidade de que, se este ano hai crise, esta dure s6 dous anos mais.

« Probabilidade de que as crises non duren mais de dous anos.

14.— Sexan: : "N° de goles do equipo de casa"; e : "N° de goles do equipo visitante". Se as proporcions do:
resultados observados na taboa indicasen a probabilidade deses resultados:

QI |[WIN|FP|O |~
[«RINDSEIO B IR FNE o)
R [[OININ[A~[W]|F
O OOk, |JOTIN]|N
O | |O|IN|FP,IN|[W

« ¢ Cal é a probabilidade de que gafie o equipo visitante? ¢ e de empate?.

* No partido de ida dunha eliminatoria de copa Vermellos gafiou a Azuis por 1-0. ¢ Cal é a probabilidade di
que supere Vermellos a eliminatoria sen xogar a prorroga. (0s goles en campo contrario non valen dobre
neste exercicio)

» Se 0 equipo visitante mete un gol ¢, Cal € a probabilidade de que gafie o partido?.

Tema 2: VARIABLE ALEATORIA UNIDIMENSIONAL.

En ocasions, o espacio mostral asociado a un experimento aleatorio , non esta formado por valores
numéricos, o que dificultaria a modelizacion matematica do seu comportamento. Para solventar este
inconveniente, interesa asociar s sucesos con valores numericos, asociacion que se vai facer mediante ur
funcién denominada variable aleatoria. A relacion definida por esta variable non ten por que reflectir unha
relacion real, xa que se establece simplemente como un convenio.

Def.:

Sexa (, A, P) un espacio de probabilidade. Unha aplicacion :! R é unha variable aleatoria se € medible
respecto da —alxebra A. (unha funcién é medible se calquerasuceso S ={c/ (¢)"}"A,""R

—alxebra de Borel e probabilidade inducida.
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Coa axuda dunha variable aleatoria , 6 espacio probabilistico (, A, P) podémoslle asociar outro espacio
probabilistico (R, B, P ) co que se podera estudiar mellor o experimento aleatorio asociado.

Este espacio de probabilidade inducido pola variable aleatoria ten como espacio mostral a R. Definese B c«
a menor —alxebra que contén a tédolos intervalos da forma (-",x], X " R; B cofiécese como -alxebra de
Borel. A probabilidade P definese a partir de P, do xeito seguinte:

P (A=P[-1(A)],"A"B

Funcion de distribucion.

Unha vez asociada unha variable aleatoria a un experimento aleatorio, interésanos cofiecer como esta
repartida a probabilidade entre os posibles valores. Séese empregar para iso a seguinte funcion:

Def.: Sexa :!R, unha variable aleatoria. Definimo-la sta funcion de distribucién de probabilidade como
unha funcion F: R!' R, t.gF(X) =P ("x), "x"R

(A partir de agora, e para simplifica—la notacion, referirémonos simplemente como P & probabilidade inducic
P)

Para un experimento aleatorio calquera, unha vez identificada a sta funcion de distribucién, saberemos que
comportamento podemos esperar del.

Propiedades:

c0"FX)"1
o lim F(x)=F(- )=P§ - )=0
olim F(x)=F( )=PE )=1

* A funcion de distribucion é mond6tona non decrecente:

Supofiamos dous valores x1, x2 " R, t.q X1 < X2 , entdn verificase F(x1) " F(x2)
e P(x1< "x2)=F(x2) - F(x1)

VARIABLES ALEATORIAS DISCRETAS

Def.:

Dise que unha variable aleatoria ¢ discreta se existe un conxunto finito ou numerable de puntos nos que
esta distribuida toda a probabilidade da distribucién,{inef} ":]

Ply)

, con N"N ou N=", t.q."

i=l

=1.

Podemos describir a distribucién da probabilidade asociada a unha variable indicando que probabilidade
corresponde a cada punto: P( =xi) =pi; sendo o valor pi a cantidade de masa de probabilidade que
corresponde a cada xi.

Def.:
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Sexa unha variable aleatoria discreta, e D ={ xi"R/P( =xi) =pi >0}.

Denominase funcién de cuantia (ou de probabilidade) da v.a. , & seguinte funcion:

f: R R
p. sex=x D
X f(x)= "
0 no resto

Propiedades:

o flx)=1
i

* 1"f(x)"0, "X" R
Sexa unha variable aleatoria discreta , e a sua funcion de distribucion F(x)= P(" x). Verificase:

-FX=P("x) = PE=ux)
X X

— A grafica da funcion de distribucion vai ser escalonada, polo tanto non é unha funcién continua, tendo sal
en aqueles puntos onde a probabilidade da variable aleatoria sexa distinta de cero, sendo a cuantia do salt
valor da probabilidade nese punto.

VARIABLES ALEATORIAS CONTINUAS
Def.:

Unha_variable aleatoria continua sera aquela que pode tomar unha cantidade infinita non numerable de
valores.

Propiedades:
*P(=x)=0,"X"R

Esta propiedade indicanos que non existe masa de probabilidade en ningun punto, polo que non podemos
dispofier dunha funcion de cuantia para variables aleatorias continuas.

Por esta razon, para indicar a cantidade de probabilidade en variables aleatorias continuas emprégase a
seguinte funcion:

Def.:

Sexa unhav. a. continua , e a sta funcién de distribucion F(x)= P(" x). A funcion de densidade desa
variable aleatoria sera unha funcion f(x) verificando:

dF(x)

dx

f ()=

A funcién de densidade deriva de considera—la probabilidade en intervalos infinitesimales, do xeito seguinte

14



Nun intervalo (X, x+ x), a probabilidade sera P(x< "x+ X)= F(x+ x) — F(x).

Facendo x o mais pequeno posible ( x!0) e operando tense:

. P(x<§ x+Ax) . F(x+Ax)-F(x) dF(x) .
lim = lim = = f(x)
ac 0 Ax A 0 Ax dx
Propiedades.

« f(x)"0
* flu)du=1

s FX)=P("x)= " £ (u)du

+ P(a< "b)=F(b)-F(a)= " £(u)du

* P(a< <b)= P(a" <b)= 5(a< "b)= P(a" "b), xa que P(=a) = P(=b) =0
VARIABLES ALEATORIAS MIXTAS.

Son variables aleatorias que combinan partes discretas e partes continuas.

CAMBIO DE VARIABLE

Consideremos unha variable aleatoria , con funcién de densidade f(x), e a variable , relacionada con pola
transformacion monétona = h(). Cofiecida a distribucién de interésanos cofiece-la distribucion de :

Th: Sexa unha variable aleatoria con funcién de densidade f(x). Sexa = h() unha transformacién
monaotona en sentido estricto, existe a sua derivada e ademais € distinta de cero, excepto 6 sumo, nunha
cantidade finita de puntos. Ademais:

a = max f(x); b = max f(x)

Entdn é unha variable aleatoria con funcion de densidade g(y), que ven dada por:

|
h'(y a<y<b
£l ()| o) a<y

0 o resto

g(y)=

—-No caso de que h non sexa monétona, imos supofier que se pode dividir R en intervalos nos que a funcior
monaotona. A funcion de densidade de sera:

gly)= 'f[h-l(y}]mh‘l'_(wﬂ

INTERPRETACION GRAFICA DE F(x) E DE f(x).
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f(x)

P{b<s 2¢)

P(5<a)

F(x)

F(d)-Flc) = P(e=§ <d) {

F(b)-F(&) = P(8=b) |

/ F() = P(8% 2) {

a ) C

Relaciéons entre Probabilidade, f. de densidade e f. de distribucion.

continua: F()= " £ () du
P(=x) = F(x)-F(x-)= " f(u)du
=0. l
P(a<"b)= F(D)-F(@) = " £ () du

P(a" "b) = F(b)-F(a-)= F(b)-F(@) =" £ (1) du

discreta: P( =x)=P({x})=F(X)—F(x-).
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P("X) = F(x) =

P(=xi) .

P(a< "b)= F(b)-F(a) =

P( =xi) . o

P(@" "b) = F(b)-F(a-)= F(b)-F(a) =

P( =xi)" P(a< "b) o

BOLETIN DE EXERCICIOS

1.- Fernandez—Abascal, Ejercicios de Calculo de probabilidad, 3.13, pag 82.

Sea X la variable aleatoria que designa el nimero de coches vendidos cada semana en un establecimiento
sabe que X tiene la siguiente funcién de probabilidad:

» Hallese el valor de k.
» Determinese la funciéon de distribucion de X.
 Calculese: P(2<X"5), P("7), P(X"6 /X>3).

2.—Fundamentos de Estadistica. Aplicacion a las Ciencias Humanas Cuadras y otros Editorial PPU,
1991, pag. 149.

Se tira una moneda tres veces y sea X el numero de caras obtenido. Se pide hallar la funcién de cuantia de
la funcién de distribucién.

3.— "Problemas de Estadistica Ruiz—Maya, L. Editorial AC, 1989 pag. 69

Una variable aleatoria X esta definida en los siguientes intervalos: (0,1) (2,3) y (4,5), de tal forma que P (0 <
X"1)=0,25P(2<X"3)=0,50P (4 < X"5)=0,25, siguiendo en cada uno de los intervalos las siguientes
leyes:

Intervalo (0,1)fl (x) =ax

Intervalo (2,3)f2(X)=b

Intervalo (4,5) f3 (X) = c x2

Calculense las funciones de densidad y de distribucion, y las probabilidades de los sucesos siguientes
mediante la funcion de distribucion:

*«0,25<X"0,75

«05<X"22

e X"25

e 42<X"48

 Calcula el valor de A tal que P (0,7 < X" A) =0,65

4.—- Casas, Estadistica 1: Probabilidad y Distribuciones, pag 145, €j,2.
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La duracion X en minutos de una llamada telefénica sigue la siguiente funcion de distribucion:
’ 0 si x<0
F(x)= '
l—e™ six 0

Se pide:

* La funcion de densidad de la variable aleatoria.
* La probabilidad de que una llamada dure més de 1 minuto y menos de 2.
* La probabilidad de que una llamada dure méas de 3 minutos, si duré6 menos de 5 minutos.

5.— Fernandez—-Abascal, Ejercicios de Calculo de probabilidad, 3.23, pag 84.

Sea X la variable aleatoria que mide el nimero de dias que un paciente esta inscrito en el primer lugar de u
lista de espera de la Seguridad Social para ser operado. La funcion de densidad de X es:

I e X
xX)=—e % x>0
f(x) 0

¢ Cudl es el numero minimo de dias que tendra que esperar para ser intervenido con una probabilidad de
0.95?

« Si el paciente lleva inscrito 10 dias en el primer lugar de la lista, ¢ cual sera la probabilidad de que espere
lo sumo, tres dias mas?

6.— Casas, Problemas de Estadistica, pag 148.

La superficie en hectareas de las fincas de los socios de una cooperativa vitivinicola se distribuye segun la
siguiente funcién de densidad:
10
f(x)=
385

SOU

(1+x) si l<x<M

« Calcula el nimero maximo de hectareas que poseen las fincas.

» Determina el porcentaje de fincas cuya superficie es superior a 5 hectareas.

* ¢, Cual es la superficie minima del 15% de las fincas mas grandes?

» Suponiendo que las fincas son cuadradas, obten la funcién de densidad del perimetro de la finca
(perimetro= 4 (area)l/2)

« ¢, Cual es el porcentaje de fincas cuyo perimetro es inferior a 800 metros?

7.— Fundamentos de Estadistica. Aplicacion a las Ciencias Humanas Cuadras y otros Editorial PPU,
1991, pag. 157

Sea X una variable absolutamente continua con funcion de densidad:
f(X)=k(1+x2)six"(0,3)

f(x)=0six"(0,3)

Se pide:

« Hallar la constante k y la funcion de distribucién de probabilidad.
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 Probabilidad de que X esté comprendida entre 1y 2.

* Probabilidad de que X sea menor que 1.

« Sabiendo que X es mayor que 1, probabilidad de que sea menor que 2.
 Probabilidad de que X sea menor que 2.

8.— Casas, Problemas de Estadistica, pag 132

El porcentaje real de zumo de naranja que poseen los refrescos con gas fabricados por una determinada
compafiia es una variable aleatoria con la siguiente funcién de densidad:

3/4 a x<715

f(‘): b -
= (8=x)" 75 x<85

 Obten el porcentaje minimo de zumo de naranja que poseen estos refrescos.

» Determina la probabilidad de que un bote de estos refrescos, elegido al azar, tenga al menos un 8% de z
de naranja.

» Determina el porcentaje de refrescos cuyo contenido en zumo de naranja oscila entre un 7 y un 8%.

9.- Casas, Estadistica 1: Probabilidad y Distribuciones, pag 144, €j,1.

La demanda semanal de cierta materia prima por parte de una empresa es de tipo aleatorio y tiene por func
de densidad:

kix=1)° l<x<3
f(x)= 0

resto de valores

se pide:

» Determinar el valor de la contante k para que sea una funcién de densidad.

* La funcién de distribucion.

* ¢ Qué stock debe disponer la empresa al principio de la semana para garantizar que se atienda la deman
semanal con una probabilidad de 0.95?

10.- Un aforrador decide facer un investimento altamente especulativo, do cal sabe que o rendemento que
produce ten unha funcién de densidade:

kix+4)(x-4) se x [—1,4]

f(x)=

(10-x é a porcentaxe que tivo como rendemento)

0 no resto

» ;Cal é o valor de k?

* Calcula a funcién de distribucion.

» Se so pagan impostos polo investimento os que obtefien beneficio, ¢, como sera a funcidén de distribucion
rendementos que pagan imposto?.

» Se a porcentaxe que deben pagar como imposto ven dado pola funcién: P=(x2/10). Cal é a funcién de
densidade asociada & variable "porcentaxe que debe pagar en impostos".

¢ Cal é a probabilidade de que non pague impostos?.

11.- Martin Pliego y Ruiz Maya, Problemas de Probabilidad, pag 34.
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En un concurso televisivo se le ofrece al concursante una bolsa con cuatro cheques cuyos importes son 0,
100.000, 200.000 y 300.000 pesetas. La prueba consiste en que el concursante, con los 0jos cerrados,
introduce la mano en la bolsa, saca un cheque y se lo da al presentados del programa. A continuacion vuel
introducir la mano en la bolsa, y vuelve a sacar otro. Su premio sera la suma de los valores monetarios de |
dos cheques extraidos. Determinese la funcion de cuantia de la variable premio del concursante, la funcion
distribucién y la probabilidad de que el concursante ganemas de 200.000 pesetas.

12.— O dono dun pub decide organizar o seguinte xogo para atraer clientela: o cliente saca unha carta dunft
baralla, se sae un as non paga a consumicién que esta tomando, se sae ouros pode tomar outra consumici
gratis, se sae unha espada ten que tomar outra consumicién pero pagandoa.

Un cliente que toma unha consumicién de 500 pts xoga unha partida:

 Construe a funcién de cuantia do custo medio das consumiciéns que toma.

* Construe a funcién de distribucion da funcién de cuantia anterior.

« Cal é a probabilidade de que o que consuma lle saia gratis.

Se o cliente repiteu 2 veces mais 0 proceso anterior:

* Constrae a funcién de distribucion do numero de consumicions tomadas.

» Se o cliente sabe que se toma 5 consumicions ou mais vaise sentir indisposto. ¢ Cal é a probabilidade de

isto ocorra?

13.— Sexan: : "N° de goles do equipo de casa"; e : "N° de goles do equipo visitante". Se as proporcions do:
resultados observados na taboa indicasen a probabilidade deses resultados:

A [WIN]|FP|[O|—~
[«RIEDSRIG RIS FN o)
R [OININ[A~[W]|F
O[O Ok, |JOTIN|N
O |O(O|IN|FP,[N|W

* Construe a funcion de distribucion da variable .

» Construe a funcion de cuantia e a de distribucion da diferencia de goles a favor do local.

 Construe a funcion de cuantia e distribucion dos puntos conseguidos polo equipo de casa. ¢Cal é a
probabilidade de que puntle o equipo visitante?.

14.- Probabilidad y Estadistica Spiegel, M. Serie Schaum Editorial McGraw—-Hill 1990 pag. 57

La funcion de probabilidad de una variable aleatoria esta dada por:

X2/81-3<x<6

f (x) = O de otra forma

Hallar la funcion de densidad para la variable aleatoria Y = 1/3 (12 - X))

15.- Calcula, a partir da seguinte funcion de distribucion:
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0 x<0
F(x)= x 0 x 1

l<x

[

—

* P("0.2); P(-0.8<"0.2); P(-0.8""0.2); P("-0.2); P( "0.12); P(0.8<"0.9); P(0.8" "1.9).
* Funcién de densidade.

 Coa funcién de densidade: P("0.1); P(-0.3<"0.4); P("0.3); P( "); P(0.3<"0.4).
Tema 3: VARIABLE ALEATORIA BIDIMENSIONAL.

En moitas ocasions, 0 realiza—lo estudio dun experimento aleatorio imos estar interesados en distintas
particularidades relacionadas con el. Por exemplo, dentro do espacio mostral formado por tédalas empresa
portuguesas podemos estar interesados en facer estudios sobre o seu volume de emprego e o valor do seL
capital social.

Interesarianos asi estudiar dlas variables aleatorias, que poderian ser estudiadas por separado, ou, en ca:s

gue esteamos interesados nas suas posibles relacions, serd necesario construi—lo problema sobre unha va
aleatoria bidimensional.

A relacién entre dous fendmenos aleatorios pode oscilar desde a independencia, cando non existe ningunh
relacién, & dependencia funcional, cando a relacién é perfecta. Coa dependencia funcional (ou perfecta),
cofiece—lo comportamento dun dos fenbmenos permitenos cofiecer exactamente o comportamento do outr
Nas situaciéns intermedias, cofiece—lo comportamento dun dos fendmenos vainos orientar sobre o
comportamento do outro, en maior ou menor medida segundo estean mais ou menos relacionados. Esta
situacion cofiécese como dependencia estatistica.

Def.: Sexa (, ) unha variable aleatoria bidimensional.

Definimo—-la sua funcién de distribucién conxunta como unha funcién F: R2! R, t.q F(x,y) = P ("X; "y),
"(xy) " R2

Propiedades:

.« 0" F(xy) "1
olim F(x,y)=F(= ,y)=P& - m y=0

lim F(x,y)=F(x~ )=P& xnm - )=0

-lim Fx,y)=F( , )= PE m )=l

. Afuncién de distribucion é non decrecente:

x1, x2" R, t.g x1 <x2 IF(x1,y) " F(x2,y).

yl,y2" R, t.qyl<y2!F(x,yl) " F(x,y2).

e P(x1< "x2;yl< "y2) = F(x2,y2) - F(x2,y1) - F(x1,y2) + F(x1,y1)

Funcion de Distribucion Marxinal
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Def.:

Dada unha variable aleatoria bidimensional ( , ) definese a funcién de distribucién marxinal de como:
F1(x) = P( "x); e a funcién de distribucién marxinal de como F2(y) = P( "y).

Propiedade:

F1(x) = F(x,"); F2(y) = F("y)

Funcion de Distribucion Condicionada.
Def.:

Dada unha variable aleatoria bidimensional ( , ) definese a funcidn de distribucién de condicionada a
que "A" R como:

F( A): R R
v FCp=pP Y

(Para definiriase de xeito semellante)

Esta funcion de distribucién indicano—lo comportamento de unha das variables cando cofiecemo-lo
comportamento da outra.

VARIABLES ALEATORIAS BIDIMENSIONAIS DISCRETAS

Def.:

Sexa (, ) unha variable aleatoria bidimensional discreta, e sexa
D={(xi,yj)"R2/ P(=xi; =yj) =pij >0}.

Denominase funcién de cuantia conxunta da v.a. (, ), & seguinte funcion:
f: R’ R

. p; se(xy)=(x,y) D
(x,y) f(-ta )") = ' '
0  no resto

Propiedades:

- f(.\’."s_v',_] - l

L)

- f(x,y)"0, "(X,y)"'R2
- F(xy) =P("x"y) = PE=xm=y)

X Xy, y
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Funcion de Cuantia Marxinal
Def.:

Dada unha variable aleatoria bidimensional discreta (, ) definese a funcién de cuantia marxinal de
como: f1(x) = P( =x); e a funcion de cuantia marxinal de como f2(y)=P( =y).

Propiedades:
fli)= PE=xm= y))

v/
f2(y)=  PE=xm=y)

vi

F1(x)= PE=xm=y)= PE=x)
X X" X, X
F2(y)= PE=xm=y)= Pn=y)

vy " v, v
Funcién de Cuantia Condicionada.
Def.:

Dada unha variable aleatoria discreta bidimensional (, ) definese a funcién de cuantia de condicionada a
que "A" R como:

f(7): R

R
v fp=pP0TY

(Para definiriase de xeito semellante)

Propiedades.

R RV SN
- P(é =xisN = y)
FOp=PO=Y p=2 e

VARIABLES ALEATORIAS CONTINUAS
Propiedade:

* P(=x;=y) =0, " =(x,y)'"R2
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Def.:

Sexa (, ) unha variable aleatoria bidimensional continua, e sexa F(x,y)= P(" x; "y) a sUa funcion de
distribucion

A funcién de densidade conxunta desa variable aleatoria serd unha funcién f(x,y) verificando:

*F(x,y)
Xy

f(x,y)=
Propiedades:

flu,vydvdu=1
- f(x,y)"0, "(x,y)'R2

“Fxy) =P("x7y) = yf(u v)dv du

-p <"b;<"d :h(f
(a c<"d) f(u,v)lvdu

a o
Funcion de Densidade Marxinal

Def.: Dada unha variable aleatoria bidimensional continua (, ) definese a funcion de densidade marxinal
de como: fi(x)= F(x,y)

y
, € a funcién de densidade marxinal de como f2(y)1§(-\', y)

X
Propiedades:

f1(x) =

f(u,vydv
f2(y) =
) f(u,v)du
F1(x)=" ‘
) flu,vydvdu=f (u)du
F2(y)="

fluvydudv=f,(v)dv

Funcion de Densidade Condicionada.
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Def.:

Dada unha variable aleatoria continua bidimensional (, ) definese a funcién de densidade de
condicionada a que "A" R como:

y
A =—F(y/*)

(Para definiriase de xeito semellante)
Propiedades.

— En caso de que P("A)>0:

y

JSluvydu dv

FO/y=p® Y/ e
(/A) ( /S A) S (wydu

No caso de que A ={a}, con a"R, e dado que estamos traballando con variables continuas podemos
considera—lo seguinte:

- , - Ply< y+ Ay,a < a+ Ax)
P(¥N 'H;\%cﬁ wea) = y<n - 2 g
Pla<f a+Ax)

tomando limites obterase unha expresion para a funcién de densidade de condicionada a que =a:

- (a,y)
Fo=L
/ f,(a)

Para a funcion de distribucion de condicionada a que =a terase:

fla,v)dv

F(%):P(n %za)z_ f(a)

INDEPENDENCIA DE VARIABLES ALEATORIAS
Def.
Dada unha variable aleatoria bidimensional (, ).

e son independentes ! F(x,y) = F(x) - F(y) " (x,y)"R2

Propiedades:
‘F(-‘/)= Fy(y)
A 2\,
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f'(%) = F,(x)

» Caso discreto: P(=x; =y) = P(=x)-P(=y) " (x,y)"R2.
» Caso continuo: f(x,y) = f1(x)-f2(y) " (X,y)"R2.

BOLETIN DE EXERCICIOS

1.-Fundamentos de Estadistica. Aplicacion a las Ciencias Humanas Cuadras y otros Editorial PPU,
1991, pag. 179.

Sean X e Y v.a. independientes con las distribuciones siguientes:

Xi 12

P(xi) 0,604

Vi 51015

P (i) 0,20,50,3

Hallar la distribucion conjunta de X e Y.

2.- Fundamentos de Estadistica. Aplicacion a las Ciencias Humanas Cuadras y otros Editorial PPU,
1991, pag. 163

Supongamos las variables aleatorias discretas X e Y con funcién de probabilidad conjunta dada por la
siguiente tabla:

%

yl=4 Y2=5
X
x1=3 0,17 0,10
x2 = 10 0,13 0,30
X3 = 12 0,25 0,05

« Hallar las funciones de cuantia marginales.

« Hallar los valores de la funciéon de distribucién conjunta F(x2 , y1), F(x2,y2), F (x3,y2)
» Hallar P (10,5;5)y F (10,5;5).

 Funcidn de distribucion marginal de X: F1 ( x2).

 Funcidn de distribucion marginal de Y: F2 (y2).

3.— Fundamentos de Estadistica. Aplicacion a las Ciencias Humanas Cuadras y otros Editorial PPU,
1991, pag. 175.

Sean las v.a. discretas X e Y con funcién de probabilidad dada por la siguiente tabla:

Y

yl1=0,4 Y2=0,8
X
x1=2 0,15 0,05
X2=5 0,30 0,12
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x3 =8 0,35 0,03

Hallar:

« Las funciones de cuantia marginales.

« La funcién de cuantia condicionada de la componente X, si la componente Y toma el valor y1 = 0,4.
« La funcién de cuantia condicionada de la componente Y, si X = x2 = 5.

* ¢, Son las variables X e Y independientes?.

« La funcién de distribucién condicionada de X, siY =yl =0,4.

 La funcién de distribucion condicionada de Y, si X = x2 = 5.

4.- Dada la funcion :
Kxy0"x"10"y"1
f(x,y)=0resto de valoresde X, Y

Hallar:

cF(xy) f1(x);f2(y); F1(x); F2(y); f(xly); f(y/x).
¢, Son independientes?.

5.— Casas, Estadistica I: Probabilidad y Distribuciones, ejercicio 7, pag 151.

Larenta X, y el consumo Y, de los habitantes de una poblacion, tienen por funcién de densidad:
f1(x) = 2-2x, si 0<x<1

F(xly) = 1/x, si O<y<x

Calcula la funcién de densidad conjunta de la variable aleatoria (X,Y), y la probabilidad de que el consumo
sea inferior a la mitad de la renta.

6.— Duas variables e tefien a seguinte funcion de distribucién conxunta:

0 X,y<0

X y<0; 0 x 1

Fix,y)= y x<0, 0 y 1
Xy 0 x, y 1

1 1<X,y

» Calcula a stla funcién de densidade conxunta; a funcion de densidade marxinal de ; e a de distribucion d
, condicionada a =2.

* ¢/ Son variables independentes?.

* P(=0.22, >0.2), P("0.22, >0.2), P("0.22), P("0.22/ >0.2), P("0.22, "0.2).

7.— Ferndndez-Abascal, Ejercicios del Calculo de probabilidades, 4.35

La asociacién de libreros de una cuidad ha publicado recientemente un trabajo sobre el tipo de literatura
preferida por los lectores de edad comprendida entre los 25 y 40 afios. Entre otros aspectos, se analiza el
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namero de libros de autores hispanos, X, que compra un individuo de un total Y, de libros adquiridos a la
semana, mediante la siguiente funcién de densidad conjunta:

XY 0 1 2 I3
0 2/8 1218 10 |0
1 0 1/8 (1/8 |0
2 0 |0 1/8 |0
3

0O |0 |0 |[1/8

» Sabiendo que un individuo, ha adquirido 2 libros en una semana ¢ Cudl es la probabilidad de que ambos
sean de autores hispanos?

» Determinese el porcentaje de individuos que compran a la semana un libro de autor no hispano.

« Si el numero de libros que compra un individuo en una semana no depende de los que adquiere en cualc
otra ¢,Cual es la probabilidad de que el nimero de libros que un individuo adquiere al cabo de 2 semanas
sea superior a 3?

8.— Casas, Problemas de Estadistica, ejer 3.17, pag 162.

En una investigacion se pretende realizar una encuesta en los hogares de una determinada Comunidad
Auténoma. Parte de la informacién deseada sera recogida mediante cuestionarios enviados por correo y el
resto se solicitara telefonicamente. El Instituto de Estadistica de esta Comunidad supone que la distribucior
conjunta de la proporcion de hogares que responden a los cuestionarios recibidos por correo, X, y la de los
gue colaboran con las encuestas telefénicas, Y, tiene la siguiente funcién de densidad:

3x+ky

f(x,y)= 0 x 1, 0<y<lI

» Determina el valor de k para que sea una funcién de densidad.

« Calcula la probabilidad de que el porcentaje de hogares que responde por correo oscile entre el 35y el 6
y que el porcentaje de respuestas por teléfono sea al menos un 25%, pero no supere al de respuestas pc
correo.

» Obtén la probabilidad de que la proporcién de los hogares que responden a las encuestas telefénicas sex:
menos el doble de la de los que corresponden a las encuestas por correo.

 Calcula la probabilidad de que el porcentaje de hogares que responden a los cuestionarios recibidos por
correo sea superior al 50%.

« Calcula la probabilidad de que el porcentaje de hogares que colaboran con las encuestas telefénicas no
supere el 25%.

* ¢ Son independientes estas dos proporciones?

« Si telefénicamente el porcentaje de respuestas ha superado el 25% ¢,Cual es la probabilidad de que el
porcentaje de respuestas por correo no alcance el 35%?

» Obtén la probabilidad de que el porcentaje de respuestas por correo sea superior al 50% sabiendo que p
teléfono han respondido un 75% de los hogares.

9.- Ferndndez-Abascal, Ejercicios del Calculo de probabilidades, 4.31
El portero de una comunidad de vecinos recoge la basura depositada por la familia del Sr. Pérez a la puert:

su casa en cualquier instante entre las 17 y 19 horas. La variable aleatoria X, tiempo en minutos desde las
horas hasta la recogida, responde a la siguiente funcién de densidad:

f(x)=1/120 0<x<120
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Los Srs. Pérez son muy despistados y en lugar de depositar la basura a las 17 horas (asegurando asi que
portero se la lleve), lo hace a partir de dicha hora en cualquier momento, Y, igualmente distrubuido que X.
¢, Qué porcentaje de veces quedara la basura en la puerta de la vivienda?

10.- Fernandez—Abascal, Ejercicios del Calculo de probabilidades, 4.20

De cara a preparar la prxima temporada veraniega, el propietario de Poché y Vengo-Vengo, locales
habituales en las noches de una cierta ciudad costera, muestran especial interés por el consumo de bebida
alcohdlicas. Sean X e y las proporciones semanales de bebidas sin alcohol sobre el total de consumiciones
Poch6 y Vengo—Vengo, respectivamente. La funcidn de densidad conjunta de estas variables es:

f(x,y)=kx(x+y) 0O<x<l, O<y<I

* Determinise el valor de k.

» Obtengase el porcentaje de semanas en gue la proporcién de bebidas alcohdlicas en Pocho supera el 3C

« ¢, Cual es la probabilidad de que el porcentaje de bebidas alcohdlicas sea mayor en Pocho que en
Vengo-Vengo?

 Si en una semana el porcentaje de bebidas no alcoholicas supera el 50% en Pocho ¢cual es la probabilic
de que ocurra lo mismo en Vengo-Vengo?

11.- Fernandez—Abascal, Ejercicios del Calculo de Probabilidades, 4.29

La empresa OLIS, encargada de la fabricacién y el mantenimiento de ascensores, desea mejorar la calidad
sus productos y el servicio al cliente. A tal fin, se lleva a cabo un analisis de la situacién actual del que se
concluye que la distribucién conjunta de la variable aleatoria X, tiempo transcurrido, en dias, desde la
instalacion de un ascensor hasta la primera averia, e Y, tiempo en dias que tarda la empresa en acudir al L
del problema para solucionarlo, viene dada por:

x+3U0 y

] — ;
flx,y)=——e 3% x>0 y>0
300

« Calculese la funcién de densidad del tiempo de funcionamiento hasta la primera averia.

« El jefe de escalera de un vecindario esta indignado porque hace 3 dias que dio parte a la empresa de un
averia y todavia no han acudido a arreglarla. ¢ Cudl es la probabilidad de que se den este tipo de
situaciones?

¢, Son independientes X e Y?

« Calculese la probabilidad de que un ascensor haya funcionado con normalidad durante al menos 200 dia
una vez averiado, la empresa haya tardado medio dia en ir a arreglarlo.

12.— Un economista considera que as variables = "taxa de variaciébn no nimero de turistas" e ="taxa de
variacion do PIB, tefien a seguinte funcién de densidade conxunta:

k(Xy+8) sex [— 2.1()], v [— 1‘4]
flx,y)=

0O no resto
(en %)

» Cal é o valor de k.

» Constrie a sua funcién de distribucion.

» Constrlie a funcién de densidade marxinal de , e a sUa distribucién condicionada a =2.
» Construe a funcion de distribucién do turismo se o PIB varia un 4%.

» ¢ Cal é a probabilidade de que o turismo medre se o PIB non o fai?.
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* ¢, Son duas variables independentes?.

13.—-Adaptado de http://ltodi.est.ips.pt/probest/, mais exactamente de:
http://ltodi.est.ips.pt/probest/seb/var—bidim/var_bidim.pdf

M1 e M2 son duas maquinas que funcionan de forma independente. Sexan e , v.a. que representan
respectivamente o nimero de avarias de M1 e M2 por dia. Sabese que:

i. M1 nunca se avaria méis dunha vez 6 dia

ii. M2 avariase como maximo 2 veces 6 dia

ii. A probabilidade de que M1 non se avarie é 0.7

iv. A probabilidade de que M2 non se averie é 0.5 e a de averiarse duas veces é 0.3

* Construide as funcions de distribucién conxunta e marxinais de e .

* ¢ Cal é a probabilidade de que nun dia se avarien as dias maquinas?.

* ¢ Cal é a probabilidade de que nun dia non haxa averias?.

» Unha semana ten cinco dias de traballo, ¢, Cal é a probabilidade de que se poida traballar tres dias desa

semana sen gue haxa avarias nas maquinas?.

14.— Sexan: : "N° de goles do equipo de casa"; e : "N° de goles do equipo visitante". Se as proporcions do:
resultados observados na taboa indicasen a probabilidade deses resultados:

A [WIN]|FP|[O|—~
[«RINDSRIG RIS FN o)
R [OININ[M[W]|F
O[O Ok, |OTIN|N
O |O(O|IN|FP,[N|W

* Constrae a funcion de distribucion da variable , e a funcion de distribucion conxunta.

» Construe a funcion de cuantia conxunta condicionada a que gafie o equipo visitante.

 Probabilidade de que puntUe o equipo visitante se non meteu goles.

 Probabilidade de que gafie o equipo local se o visitante marcou.

* Construe a funcions de cuantia e distribucion conxuntas dos puntos conseguidos polos dous equipos. ¢C
a probabilidade de que puntie o equipo visitante?

Tema 4: CARACTERISTICAS DAS VARIABLES ALEATORIAS UNIDIMENSIONAIS.

Unha vez asociado un experimento aleatorio cun espacio de probabilidade mediante unha variable aleatori
teremos a posibilidade de cofiecer unha serie de valores que cuantificaran algunhas das suas propiedades.
Estes valores basearanse no feito de que, a medida que aumentamos o hdimero de realizacions dun
experimento aleatorio, os promedios de calquera funcion dos resultados obtidos vanse estabilizar en torno
punto.

Def.:
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Sexa g(x) unha funcion calquera e unha variable aleatoria. Dendbminase esperanza matematica (ou valor
esperado ou media) de g() & seguinte expresion:

Ig|: ) PE = x;) se§ unha variablealeatoria discreta

Elggll= ~

glu) f (1) du se& unha variablealeatoriacontinua

No caso de que esa serie ou esa integral non converxan dise que non existe a esperanza desa funcion.
CASOS PARTICULARES DE INTERESE.

» Esperanza matematica de (correspéndese coa media aritmética):

Obtense considerando g(x) = x:

X PG = x;) se§ unha variablealeatoria discreta

EGl=a= *

u f(u)du se& unha variablealeatoriacontinua

A esperanza dunha variable soe representarse coas letras gregas ou .

Propiedades:

* ¢" R, c constante ! E[c] = c.

 (Cambio de orixe) Consideremos unha variable aleatoria , con esperanza E[]= ;e unha constante c" R.
Definese unha variable = +c.

A slUla esperanza vai ser: E[] = E[]+c = +cC

» (Cambio de escala) Consideremos unha variable aleatoria , con esperanza E[]= ;e unha constante c"
R, c"0. Definese unha variable =c-.

A slla esperanza vai ser:. E[] = c-E[] =c¢-

» Consideremos unha variable aleatoria , con esperanza E[ ]= . Verificase:
E[-]1=0

» Momentos ordinarios (ou respecto da orixe)

O momento ordinario de orde r, obtense considerando g(x) = xr:
x" P(C =x) se§ unha variablealeatoria discreta

E¢ =o = "

u" f(u)du se& unha variablealeatoriacontinua

Propiedades:

eSe"rentbn" s"s<r
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« Momentos centrais (ou respecto do valor esperado)

O momento central de orde r, obtense considerando g(x) = (x-)r:

I e . -
(x;—a)" P(C =x;) se€ unha variablealeatoria discreta

- " _ _
EG-o) =p = -
(u-a)" f(u)du se€& unha variablealeatoriacontinua

Propiedades:
eSe"rentbn" s, s"s<r
MEDIDAS DE POSICION.
Indican en torno a que punto se sitlan os valores da variable.

Un exemplo seria a media aritmética, que é un concepto equivalente a esperanza da variable pero aplicadc
unha mostra.

Outras medidas de posicion:
» Mediana:
E un valor Me " R, que verifica P ("Me) = P ("Me) = 0.5
* Cuantis:
Un cuantil de orde r (O<r<1), € un valor Qr " R, que verifica P ("Qr) =r
Soéense empregar tres tipos de cuantis:
Cuartis: 3 valores que separan R en 4 partes equiprobables.
Decis: 9 valores que separan R en 10 partes equiprobables.
Percentis (ou Centis): 99 valores que separan R en 100 partes equiprobables.

* Moda:

A moda é un valor Mo " R, para o cal a probabilidade da variable aleatoria se fai maxima, i.e., verifica:

PG =Mo)=max PG = x;) se& unha variablealeatoria discreta
Vi

f(Mo)=max f(x) se§ unha variable aleatoria continua
X

Tendo en conta esta definicién, poden existir dias ou mais modas nunha distribucion.

MEDIDAS DE DISPERSION.
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Indican se os valores da variable estan mais ou menos agrupados. Como consecuencia, tamén van indicar
as medidas de posicion son representativas ou non do conxunto dos valores da variable.

* Varianza:
= E[(x- )2]. E 0 momento central de orde 2.
Propiedades:
° "0_
En particular: =0!P(= )=1
« (Cambio de orixe) Consideremos unha variable aleatoria , con esperanza E[]= , varianza ;e unha
constante c" R. Definese unha variable = +c. A slGa varianza vai ser: = (A varianza non lle
afectan os cambios de orixe)
« (Cambio de escala) Consideremos unha variable aleatoria , con esperanza E[]= , varianza ; e unha
constante c" R. Definese unha variable =c- . A slia varianza vai ser; =c2 (A varianza aféctanlle

0s cambios de escala)
» A formula da varianza pode expresarse do xeito seguinte: = - E

» Desviacién tipica ():
E a raiz cadrada da varianza. S6ese empregar por que esta expresada nas mesmas unidades ca esperanz
Tipificacion.

E un proceso de homoxeneizacién de variables que tefien distinta esperanza e distinta varianza. O seu
obxectivo é compara-la posicion relativa de valores tomados por variables diferentes.

Def.: Sexa unha variable aleatoria, con esperanza , varianza . A variable tipificada Z, é unha
variable construida a partir de do xeito seguinte:

o

Z
g

—Propiedade.
Se Z é unha variable tipificada, enton: E[Z]=0; Var(Z)1.
TEOREMA DE MARKOV.

Se non se cofiece a funcién de distribucion dunha variable, este teorema proporciona unha acotacion para
sUa probabilidade.

Th.: Sexa unha variable aleatoria , e unha funcién g() "0. Enton, para calquera k "R, k>0, tense:

Plg&) k) _E[gkté)]

Como caso particular dste teorema, e supofiendo g()=(—)2 Q{y\_-—-

33



obtense a desigualdade de Chebyshev:

1
kl

P[Iﬁ -a| ko]

ou 0 que é equivalentp{oc_,\.cg <€ <a+kcg) |- Al’

Esta desigualdade acota a probabilidade de que unha variable tome valores fora dun entorno da esperanze
lonxitude t .

Para un valor determinado da cota a amplitude do intervalo aumenta cando aumenta a desviacion tipica, o
confirma o interese deste pardmetro (e da varianza) como medida da dispersion da variable.

FUNCION XERADORA DE MOMENTOS
Def.: Denominase funcién xeradora de momentos (ou xeratriz de momentos) a seguinte funcioén:
€ PG = x;) se§ unha variablealeatoria discreta

g(t)=Elet]=

" f(u)du se§ unha variablealeatoriacontinua

(Esta funcion pode non existir, cando E[et] = £")
Propiedade.

- Se " r=EJ[r] entdn pbdese calcular facendo:

_d'(.g( 1)

Tense asi outra posibilidade para calcular esperanzas dunha variable aleatoria.
Def.: Denominase_funcion caracteristica & seguinte funcion:
¢ PG =x;) se§ unha variablealeatoria discreta

o) =Ele*|=

" f(u)du se§ unha variablealeatoriacontinua
sendo ix/— 1

Esta funcion ten como avantaxe sobre a funcion xeradora que vai existir sempre.
Propiedade.

—Se " r = E[r] entén pbdese calcular facendo:
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BOLETIN DE EXERCICIOS

1.— Sea X una variable aleatoria discreta con la siguiente funcién de cuantia:

—X arax=1,2,3,4
P(x)= 13 P

0 para el resto de valores de X

Determinar:

» Los momentos ordinarios y centrales de orden 1, 2, 3y 4.
* El coeficiente de variacion.

2.— Problemas de Estadistica. Descriptiva, probabilidad e inferencia Casas Sanchez, J.M. y otros Ediciones
Pirdmide, 1998 pag. 139

De acuerdo a la informacién que facilita la Camara de Comercio, el 50% de las heladerias de una capital
obtienen unos ingresos anuales comprendidos entre 1.000.000 y menos de 2.000.000 de pesetas, el 25%
obtienen unos ingresos entre 2.000.000 y menos de 3.000.000 y el resto no llegan a 1.000.000 de pesetas
ingresos.

Con la informacion disponible, construya una funcién de densidad que modelice la distribucion de ingresos
anuales (X) de las heladerias y, a partir de ella, obtenga:

* La funcion de distribucion de X.

* Los ingresos medios y su desviacion tipica.

« La funcién generatriz de momentos de la variable X.

« El porcentaje de heladerias con unos ingresos anuales comprendidos entre 500.000 y 1.500.000 pesetas
* Los ingresos maximos del 85% de las heladerias que menos ingresos obtienen.

3.— Calculo de Probabilidades Baré Llinas, J. Parramén Ediciones, 1987 pag. 59

La densidad de cierta caracteristica quimica de algunos compuestos viene dada segun la ley:
f(x)=0x"0

2x0<x"0,8

0,720,8<x"1,3

0x>1.3

Obtener:

* Los tres primeros momentos ordinarios.

» Esperanza matematica y varianza.
e Célculo de E (2X + 5X2 - X3).
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4.— Problemas de Estadistica Lopez de la Manzanara Barbero, J. Ediciones Piramide, 1991 pag. 127.
Dada la variable X cuya distribucion de probabilidad viene definida por la funcién de distribucion:
F(x)=0parax<1

F(X)=Yaparal"x<3

F(x)=1para3"x

Determinar el valor probable y la varianza.

5.— Calculo de Probabilidades Baré Llinas, J. Parramén Ediciones, 1987 pag. 65

Una maquina fabrica tornillos de 160 mm. de longitud media con desviacion tipica 10 mm., desconociéndos
la ley de probabilidad.

Se pide:

* Proporcion de tornillos que miden entre 140 y 180 mm. de longitud.
* Proporcion de tornillos que difieren en mas de 15 mm. de la media.
 Proporcion de tornillos que miden mas de 190 mm.

6.— El valor de los pedidos suministrados por una empresa oscila aleatoriamente entre 2 y 6 u. m. con f(X) :
x/16. Sabiendo que el coste total del envio del pedido es del 2% de su ingreso mas una cantidad fija igual a
u. m.:

* Calcula el coste total esperado del envio.
* Si el transportista fija una tarifa minima de 1.1 u. m., calcula el coste total esperado del envio.

7.— Casas y otros: Problemas de estadistica, ejercicio 3.4, pag 128.

La remuneracién semanal de los empleados comerciales de un concesionario de automoviles de lujo, esta
compuesta por un sueldo fijo de 100.000 pesetas y una comisién de 20.000 pts por cada coche vendido. A
estas cantidades debe descontarse un 10% en concepto de retencién de impuestos y otros gastos. La
probabilidad de que un empleado venda un nimero de coches, X, en una semana son las siguientes:

Xi o 1 |2 3 |4 5
P (X=xi) ]0.1 |0.3 [0.3 |0.2 |0.05 [0.05

* ¢, Cual serd la remuneracion semanal neta media por empleado y su desviacion tipica?

» Obtén la funcién de distribucion de la remuneracidon semanal neta por empleado.

« Si la empresa tiene 8 vendedores ¢ a cuanto deberia ascender la comisién por cada coche vendido si se
pretende que la empresa destine a pagos para los empleados una cantidad media semanal de 900.000
pesetas?

8.— Casas y otros: Problemas de estadistica, ejercicio 3.7, pag 134.

La cantidad de pan que se vende diariamente en una panaderia puede representarse mediante una variabl
aleatoria cuya funcion de densidad, expresada en cientos de kilos, es:
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kx 0 x<4
flx)y= .
k(7-=x) 4 x<7

* Calcula el valor de k para que sea una verdadera funcion de densidad.

* Obtén la funcion de distribucion.

* Calcula la probabilidad de que en un dia se vendan més de 300 kilos pero menos de 500.

* El propietario de la panaderia fija el coste de fabricacion en 175 pts/kg y haciendo un computo mediante
precio de venta de las barras de pan podria evaluarse en 250 pesetas ¢ Cual seria el beneficio esperado
durante una semana, suponiendo que la panaderia abre todos los dias?

» Obtén la desviacion tipica del beneficio semanal en la panaderia considerando que las ventas diaria son
independientes entre si.

9.- Casas y otros: Problemas de estadistica, ejercicio 3.11, pag 143

En una fabrica de una cierta localidad alicantina se produce una media de 150 pares de zapatos al dia con
desviacion tipica de 10 pares:

» Obtén el porcentaje de dias en los que la produccién supera los 135 pares de zapatos, pero es inferior a

» Obtén la cantidad de pares de zapatos para que como maximo, el 25% de los dias, la produccion se des
de la media en al menos dicha cantidad.

10.- Fernandez Abascal y otros, Ejercicios del Calculo de Probabilidades, ejer 5.33, pag 226.

El nimero medio de periddicos vendidos diariamente en un quiosco son 200 ejemplares con una desviaciol

tipica de 10. Si un dia determinado, el propietario del quiosco quiere tener la seguridad minima del 99%, de

no quedarse sin existencias ¢ cuantos ejemplares debe de encargar ese dia?

11.- Casas y otros: Problemas de estadistica, ejercicio 3.5, pag 130

El tiempo en horas, X, en el que los empleados de una empresa de fontaneria reparan un determinado tipo
averia, es una variable aleatoria con la siguiente funciéon de densidad:

1 »
f(x)= —e™ x>0
9

Los empleados de la empresa reciben una gratificacion de 4000 pesetas si efectdan la reparacién en meno
4 horas y de 3000 si tardan entre 4y 7 horas.

¢ Cudl es la gratificacion pagada mas frecuente a los empleados de esta empresa?

« ¢ Cudl es la gratificacion media que perciben los empleados de esta empresa?

¢ Cudl es en tiempo maximo que tardan en hacer una reparacion el 30% de los empleados mas lentos?
¢ Cudl es en tiempo minimo que tardan en hacer una reparacion el 30% de los empleados mas rapidos?

12.- Martin Pliego, Montero y Ruiz Maya, Problemas de probabilidad, ej 4.18, pag 151.
En las fiestas navidefias un establecimiento pone un puesto de venta de abetos. La demanda de estos arbc
de Navidad no es fija y el propietario del establecimiento sabe, por la experiencia de afios anteriores, que I

media de las ventas fue de 200 abetos con desviacion tipica de 10.

¢, Qué acopio de abetos debe realizar el establecimiento si quiere tener una probabilidad de al menos el 909
satisfacer la demanda de arboles de Navidad?

37



13.— Pérez Suérez, Andlisis de datos econémicos Il, ejer 2.1, pag 99.

La variable aleatoria X, que recoge la superficie (en cientos de metros cuadrados ) de los locales de cierta
compafiia inmobiliaria se distribuye segun la funcién de densidad:

x+1 l<x<3

f(x)=

0O en el resto

» Obtener la funcion de distribucidn, ¢ que proporcion de locales tienen superficie superior a 180 m2?

« Calcular la superficie que puede ser calificada de mediana.

» Un comprador esta decidiendo qué local va a adquirir para instalar su negocio comercial. Sabiendo que €
metro cuadrado tiene un precio de 300.000 pts., obtener la distribucion de la variable gasto.

« Calcular e interpretar el gasto esperado para la adquisicion del local. ¢ Qué relacién guarda esta
caracteristica con la esperanza de la superficie? ¢ Coémo se relacionarian las varianzas?

14.- Pérez Suérez, Andlisis de datos econdémicos Il, ejer 2.3, pag 103.

La publicidad de un casino anuncia que la esperanza de premio para sus jugadores es de 100.000 pesetas
un riesgo = 60.000.

« Obtener la probabilidad de que un jugador cualquiera obtenga un resultado entre 25.000 y 175.000 peset
* ¢, Cual serd la probabilidad de que un jugador se desvie al menos 84.000 pesetas del gasto esperado?

15.- Pefia y Romo, Introduccién a la Estadistica, ejercicio 15.3, pag 225.
En ocasiones algunas lineas aéreas venden mas pasajes que los disponibles en un vuelo. Una compaiiia r

vendido 205 billetes que corresponden a un avién con 200 plazas. Sea X la variable aleatoria que expresa
namero de viajeros que se presentan en el aeropuerto para viajar en el avion. La distribucién de X es:

Xi 198 (199 (200 (201 |202 |203 |204 (205
P(X =xi) |0.05 |0.09 |0.15 |0.20 |0.23 |0.17 |0.09 |0.02

« Hallar la probabilidad de que todos los pasajeros que llegan a tomar el vuelo tengan plaza.
» Obtener la probabilidad de que quede sin plaza alguno de los pasajeros que se presentan en el aeropuer
« Calcular el numero esperado de viajeros que aparecen en el aeropuerto.

« ¢, Cual es la probabilidad de que la primera persona que esta en lista de espera tenga sitio en el vuelo?.

16.- Un aforrador decide facer un investimento altamente especulativo, do cal sabe que o seu rendemento
unha funcién de densidade:

k(ix+4)(x-4) se x [— 1.4]

f(x)=

(10-x é a porcentaxe que tivo como rendemento)

0 no resto

» ;Cal é o valor de k?
¢ Cal é a porcentaxe de gafancia esperada?.¢ é representativo este valor?

« Se so pagan impostos polo investimento os que obtefien beneficio, ¢a partil de que percentil da distribuci
dos rendementos se comezara a pagar imposto?.

» Se a porcentaxe que deben pagar como imposto ven dado pola funcién: P=(x2/10). ¢ Cal é a "porcentaxe
gue debe pagar en impostos” esperada?.
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* ¢ Cal é gafiancia esperada despois de impostos?. (S6 o plantexamento, non é necesario resolvelo).

17.— O dono dun pub decide organizar o seguinte xogo para atraer clientela: o cliente saca unha carta dunft
baralla, se sae un as non paga a consumicién que esta tomando, se sae ouros pode tomar outra consumici
gratis, se sae unha espada ten que tomar outra consumicién pero pagandoa.

Un cliente que toma unha consumicién de 500 pts xoga unha partida:
* ¢ Cal é o custo medio esperado das consumicions que toma?.
* ¢ Cal é o resultado modal do xogo, en custo das consumicions?.

* ¢ Cal é o resultado mediano do xogo, en nimero de consumiciéns tomadas?.

18.— Sexan: : "N° de goles do equipo de casa"; e : "N° de goles do equipo visitante". Se as proporcions do:
resultados observados na taboa indicasen a probabilidade deses resultados:

R [OININ[M[W]|F

A [WIN]|FP|[O|—~
[«RIEDSRIG RIS FN o)
O[O Ok, |OTIN]|N
O |O(O|IN|FP,[N|W

« ¢ Cal é o promedio de goles por partido?
¢, Qué equipo ten mais variabilidade no nimero de goles que consigue: o local ou visitante?.
 Se tiveses que apostar por un resultado, ¢ por cal o farias?

19.- Calcula, para a variable que ten a seguinte funcion de densidade:
0 x<0
f(x)= 2x 0 x 1
1 1< x

» A esperanza da variable e a esperanza da seguinte funcion: g(x)=2x-1.
* A desviacion tipica e a varianza.
* A moda, a mediana, e o percentil 25.

Tema 5: CARACTERISTICAS DAS VARIABLES ALEATORIAS BIDIMENSIONAIS.
Def.:

Sexa g(x,y) unha funcion calquera e (, ) unha variable aleatoria bidimensional. Deno minase esperanza
matematica (ou valor esperado ou media) de g(, ) a seguinte expresion:

gl_\»,-, ,,\"J-'P(E_, = x N = yj) sef unha variable aleatoria discreta
E(gEml= """ _ o
glu,v) f(u,v)dvdu se unha variable aleatoria continua

CASOS PARTICULARES DE INTERESE.
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« Momentos ordinarios (ou respecto da orixe)

O momento ordinario de orde r,s, obtense considerando g(x,y)=xr-ys:

s - x' v, PG =xm= y;) se§ 1 son v.a. discretas
E g n :a — T Yy

s u' v f(u,v)dvdu  se&mson v.a.continuas

Casos particulares deste tipo de momentos son as esperanzas marxinais.
(,) variable aleatoria bidimensional ! E=E[ ], A=E[ ]

Propiedades:

~ (=0, caso COI’]'[II"IUC&'“ =  u' v fluvydvdu= u" f,(u)du

(é semellante para s=0)
« Momentos centrais (ou respecto do valor esperado)
O momento central de orde r,s obtense con g(x,y)=(x—E)r-(y-A)s:

(x,—0,,) (yj—ay )" PE=x;m=y,) se&.n va. discretas

. r - vi Y
E((E_,—(lmj m-o,) ’zp‘n = )
(u=0o,)" (v=o )" flu,v)dvdu se&,n v.a. continuas
Propiedades:
~ 170, caso contmuci.'lm = (u—0,) (v=0y)" fluy)dvdu= (u-aty)" f(u)du

(é semellante para s=0)
Covarianza:
E o momento central de orde 1,1:

(o) (y j=0) PE=xm=y, se§n va. discretas

1 Yy

(u—0l,) (v—=0) flu,v)dvdu se&,n v.a.continuas

A covarianza mide o grao de relacién lifial entre duas variables.
Propiedades:

« A covarianza non lle afectan os cambios de orixe. Se se definen dlas novas variables '= +a:; '= +b,

40



q,b" R, a sGia covarianza vai ser: =
» A covarianza aféctanlle os cambios de escala. Se se definen dlias novas variables '=a-; '=b-, a,b" R,
a sla covarianza vai ser: ''=a-b-
» A formula da covarianza pode expresarse do xeito seguinte:
=E-E-A
PROPIEDADES XERAIS DAS ESPERANZAS
» Sexan hl e h2 duas funciéns. Verificase:
E[h1()+h2()] = E[h1()] + E[h2()]
* Se e son V. A.independentes enton verificase:
E[h1()-h2()] = E[h1()] - E[h2()]
En particular camprese: rs= r0 - s; e como consecuencia:
« Se e son variables aleatorias independentes! =0
e Var(zx) =Var() + Var() = 2Cov(, ).
En particular, se e son v.a. independentes !
I'Var(x)=Var() + Var()
ESPERANZA CONDICIONADA.

Def.:

Dada unha variable aleatoria bidimensional ( , ), definimo—la esperanza condicionada de para =y como:

é v. P g :%z . se&,M son v.a. discretas
E / — vi v
—_— v
n=. u f(% _ \-’) du  se&,mson v.a.continuas

A esperanza condicionada indicanos que valor podemos esperar dunha variable (neste caso ) cando se
cofiece o valor da outra.

Propiedade.

— Se e son variables aleatorias independentes enton verificase:

E[/1=E[];-E[/]=E[]

REGRESION E CORRELACION

Un importante problema que aparece cando se estudian variables aleatorias bidimensionais € o de obter pe
unha delas, (supofiamos que para ), a mellor representacién posible en términos da outra, a traves dunha
funcion *=h().
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As curvas gue nos aproximan a forma da relacion entre as variables denominanse curvas ou funcions de
regresion.

Unha posibilidade de obter esas funciéons é cofiecendo as esperanzas condicionadas:
A curva x*= h(y) = E[/ =y] seria a regresion de sobre .

A curva y*= h'(x) = E[/ =x] seria a regresion de sobre .

A regresion obtida por este método denominase regresioén de tipo I.

Def.:

Dada unha variable aleatoria bidimensional ( , ), definese o0_seu coeficiente de correlacidn lifial como:

O

GtCn

Pey =

Este coeficiente emprégase para medi—lo grao de relacion lifial existente entre as variables, i.e. en que mec
unha lifia recta pode explica-la relacion entre as variables.

Propiedades.

—_ _1 n n 1
- Se e son variables aleatorias independentes enton verificase: =0
- Se e son variables aleatorias cunha relacion perfecta enton: =1ou = -1, segundo a relacion

entre elas sexa directo ou inversa.
» Denominase coeficiente de determinacion lifial.
BOLETIN DE EXERCICIOS
1.- Problemas de Estadistica Lépez de la Manzanara Barbero, J. Ediciones Piramide, 1991 pag. 191.

Dada la variable (X,Y) cuya distribucién de probabilidad conjunta viene definida por la funcién densidad
conjunta:

f(xy)=x+ypara0<x<1l0<y<l1
* para cualquier otro valor de (X,y)
Determinar:
* La probabilidad del suceso (X" 0,5;Y "0,2).
* Si son o no estocasticamente independientes las variables X e Y.
 La regresion de Y sobre X.

« El coeficiente de correlacion.

2.- Problemas de Estadistica Ruiz—Maya, L. Editorial AC, 1989 pag. 153
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Consideremos la variable aleatoria discreta con la siguiente distribucién de probabilidad bidimensional (las
probabilidades aparecen multiplicadas por 100).

Y
486151
3549103
2128154
123724
X

1011121314

Calculese:

* E (X).

« E(Y).

« E(Y/ X=11).
eV (Y/ X=11).
s E(X/Y <3).

« E (Y2/11< X " 13).

3.— Problemas de Estadistica Ruiz—Maya, L. Editorial AC, 1989 pag. 155

Dada la variable bidimensional discreta (X; Y), con la siguiente funcién de cuantia:
Y

1,50,10,30,2

0,50,20,10,1

123X

Calculese el coeficiente de correlacion lineal de las variables X e Y.

4.— Problemas de Estadistica Ruiz—Maya, L. Editorial AC, 1989 pag. 163

En una variable aleatoria bidimensional discreta (X, Y), la variable X toma los valores 1, 2, 3,4y 5,yla Y lo
valores 1, 2,3y 4, con las frecuencias absolutas que figuran en la tabla siguiente:

Y
456789
345678

234567
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123456

X

12345

Calculese la regresion de Y con respecto a X y la de X con respecto a Y.

5.—- Fernandez-Abascal, Ejercicios de Calculo de Probabilidades, ejer 6.12, pag 279.

Se realiza un estudio sobre la condicion de los trabajadores de un sector del pequefio comercio. Siendo X ¢

namero de trabajadores por establecimiento e Y el nimero de los que no pertenecen a la familia propietarie
del mismo, se ha obtenido la siguiente funcién de probabilidad conjunta:

XY |0 1 2
1 2/9 [1/9 |0
2 1/9 [2/9 |0
3 0 1/9 |(2/9

» Héllese la regresion de tipo |.

« Calculese la funcién de distribucion del nimero de trabajadores que pertenecen a la familia propietaria.

* Si un establecimiento cuenta a lo sumo con dos trabajadores, ¢ cual sera el nUmero esperado de los que
pertenecen a la familia?

6.— Fernandez—-Abascal, Ejercicios de Calculo de Probabilidades, ejer 6.13, pag 279.

Un estudio sociologico ha estimado que el niumero total de habitaciones, X, y el nimero de dormitorios, Y,
las viviendas de una gran ciudad, se distribuyen de acuerdo con la siguiente funcion de probabilidad:

XY |1 2 3 4
1 0.05 |0 0 0
2 0.10 |0 0 0
3 0 0.35 |0 0
4 0 0.10 [0.35 |0
5 0 0 0.01 [0.02
6 0 0 0 0.02

* Hallese la regresion de tipo .
» Una vivienda tiene mas de tres habitaciones, ¢ cudl es el nUmero esperado de dormitorios?

7.— Fernandez—-Abascal, Ejercicios de Calculo de Probabilidades, ejer 6.16, pag 280, maodificado.

Con objeto de llevar a cabo una camparia publicitaria de lanzamiento de una nueva marca de cereales pare
desayuno, se realiza un estudio estadistico sobre los habitos en el desayuno de las familias de una cierta
ciudad. De este analisis se obtiene que la proporcién de individuos que toman leche en una familia, X, y la
los que toman cualquier tipo de infusion, Y, responden a la siguiente funcion de densidad conjunta:

f(x,y)=k(2x+y) O<x<l, O<y<l
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* ¢, Cual es la proporcién esperada de consumidores de leche en una familia en la que el 70% de sus miem
toman infusiones?

* Si en una familia la mitad de sus individuos toman leche ¢,Cual es la proporcién esperada de individuos g
no toman ni infusiones ni leche, suponiendo que ningun individuo toma ambas bebidas?

* Calcula un intervalo para que la proporcién de individuos que toman leche pertenezcan a él con una
probabilidad de cobmo minimo el 60%.

8.— Adaptado de_http://Itodi.est.ips.pt/probest/, mais exactamente de:
http://ltodi.est.ips.pt/probest/seb/var—bidim/var_bidim.pdf

M1 e M2 son duas maquinas que funcionan de forma independente. Sexan e , v.a. que representan
respectivamente o nimero de avarias de M1 e M2 por dia. Sadbese que:

i. M1 nunca se avaria mais dunha vez ¢ dia

ii. M2 avariase como maximo 2 veces 0 dia

ii. A probabilidade de que M1 non se avarie é 0.7

iv. A probabilidade de que M2 non se averie é 0.5 e a de averiarse duas veces é 0.3

¢ Cal é o nimero de averias diarias esperadas para cada maquina? ¢ e cantas se esperan cada dia entre
duas?

« ¢ Cal esperaras que se avarie menos dias e cal esperaras que tefia mais avarias?

¢ Cal é a moda do niumero de maguinas avariada un dia?

¢ Cal é a moda do numero de avarias que tefien nun dia entre as dilas maquinas?

» Se reparar unha avaria en M1 vale 20 euros, e en M2 10 ¢ cal é o gasto semanal esperado en avarias? ¢,
gue cantidade semanal cubririas o gasto en avarias 0 95% das semanas?

9.— Sexan: : "N° de goles do equipo de casa"; e : "N° de goles do equipo visitante". Se as proporciéns dos
resultados observados na taboa indicasen a probabilidade deses resultados:

A [WIN]|FP O |~
[«RINDSRIG RIS FN o)
R [[OININ[A[W]|F
O[O Ok, |OTIN|N
O |O(O|IN|F,[N|W

» Un equipo paga a cada xogador 1000 euros de prima se gafia ha casa e 5000 fora, e 2000 se empata for
funcién dos resultados da tdboa ¢ cal serd o valor esperado da prima por partido?

« ¢ Cal seria o resultado promedio para un equipo local que metese dous goles?¢ e 0 mais probable?.

 Construe unha funcién que permita calcular o n° do goles esperado para o equipo visitante en funcién do
numero de goles que meteu o equipo local.

» Tendo en conta a predicién que a funcién anterior fai para os casos nos que o local mete 0, 1 ou 2 goles,
das tres predicira resultados mais cercanos 0s reais.

 Construe unha funcién que permita calcular o n° do goles esperado para o equipo da casa en funcién do
numero de goles que meteu o equipo visitante.
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10.- Duas variables e tefien a seguinte funcion de distribucion conx;l[nta:” 1 se0 x,y 1
X,V

0 no resto

 Calcula E[ + ],E[ - ], Cov(, ),Coeficiente de Correlacién(, ),.
» E[/=0.5], E[/ <0.5]
» Regresion de tipo | de en funcién de , e de en funcién de .

11.- Un economista considera que as variables = "taxa de variacion no numero de turistas”" e ="taxa de
variacion do PIB, tefien a seguinte funcion de densidade conxunta:

k(Xy+8) sex [— 2,1(,)], y [— 1,4]
flx,y)=

0 no resto
(en %)

 Cal é o valor de k.
 Constrae a funcién de regresion de sobre ..
 Cantos turistas esperarias para unha taxa de variacion do P.l.B do 2%.

Tema 6: PRINCIPAIS DISTRIBUCIONS DISCRETAS.
DISTRIBUCION DE BERNOULLI

Consideremos un experimento aleatorio que pode ter s6 dous resultados diferentes, denominados Exito e
Fracaso. A probabilidade de obter Exito é un valor p (0"p"1), polo tanto a de obter Fracaso sera 1-p = q. Es
tipo de experimento denominase proba de Bernoulli. Neste contexto definese unha variable aleatoria,
=numero de Exitos que tera valor 1 se o resultado do experimento é Exito e 0 se é Fracaso. A distribucion
probabilidade asociada a esta variable denominase Distribucién de Bernoulli, ou tamén, dado que vai ser u
caso particular dun tipo de distribucién méais xeral, Distibucion Binomial(1,p).

- Funcién de cuantia: o pt(t=p) T sex=0,1
= _\‘.) —
0 noresto

- =E[]=p

- =Var() =p-(1-p)

- g(t) = E[et] = et:p+(1-p)

DISTRIBUCION BINOMIAL(n,p)

Se repetimos unha proba de Bernoulli n veces, de xeito que o resultado de cada proba sexa independente |
resultados das demais, a variable aleatoria = nimero de Exitos, tomara agora algtn valor enteiro entre 0 e
(entre ningun Exito e todos EXxitos). Esta nova distribucion denominase Binomial(n,p).

A distribucion de Bernoulli sera o caso particular cando n=1.

— Funcién de cuantia: no T1=1
PE =x) = p (1=p) se x=0,1,..n
S =A)= X

0 noresto dos casos
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- =E[]=np
- =Var()=n-p:(1-p)

- g(t) = E[et] = [et-p+(1-p)]n

Propiedade aditiva ou reproductiva da Binomial (n,p)

Sexan , ... kunha coleccién de variables aleatorias independentes con distribucion Bi(ni, p). A variable
= + ...+ k segue unha distribucién Bi(n,p), sendo n= nl+...+ nk.

DISTRIBUCION DE POISSON

Se non tivésemos en conta o nimero de veces que se realiza 0 experimento, e nos limitasemos a contar o
namero de exitos ocorridos nun periodo de tempo dado, a variable =ndmero de Exitos" equivaleria a
=nUmero de ocorrencias durante o periodo. A distribucion de probabilidade asociada con este enfoque
denominase distribucion de Poisson, a cal vira definida por un parametro , que indica o nimero de
ocorrencias esperadas durante unha unidade de tempo.

As caracteristicas das realizacions nunha variable deste tipo son:

1: S6 pode haber unha ocorrencias do suceso en cada intre, é imposible que ocorran didas 6 mesmo tempg

2: A ocorrencia do suceso nun periodo determinado é independente da sla ocorrencia en periodos anterior
posteriores.

3: A probabilidade de ocorrencia do suceso é a mesma en periodos da mesma lonxitude.
Para unha distribucion de Poisson de parametro (" R, >0):

- Funcion de cuantia: e\
x!

se x=0,1,..n

o
J
I

X)=

0 noresto dos casos

- =Var() =

Propiedades.

- Propiedade aditiva ou reproductiva da Poisson ()
Th:

Sexan , ... kunha coleccién de variables aleatorias independentes con distribucion Po(i). A variable =
+ ...+ k segue unha distribucién Po(), sendo = +...+ k.

Th:

Sexan , ... kunha coleccién de variables aleatorias independentes. Se a variable aleatoria = + ...+ k
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segue unha distribucién Po( ) as variables ,, k tamén seguen unha distribucién de Poisson.
— A distribucién de Poisson como limite da distribucién binomial.
Th.:

Sexa "Bi(n,p). Se paran=1, 2, 3, ... arelaciéon p=/n é certa para algunha constante >0 enton:

2\

, x=12......
x!

qmmn=e

p o

A distribucién de Poisson danos unha boa aproximacion a distribucién binomial cando p é pequeno e n
grande. Na practica, a partir dos cales serie razoable facer esta aproximacion varian segundo os autores, te
en comun a necesidade de que a probabilidade de éxito sexa moi pequena e o nimero de probas moi gran
Un posible criterio seria p<0.1, e =n-p " 5.

DISTRIBUCION XEOMETRICA
Para o experimento aleatorio relacionado coas probas de Bernoulli podemos considerar outra variable

=nGmero de probas realizadas antes de obter 1 Exito Esta variable vai dar lugar a unha distribucion
cofiecida como Xeomeétrica.

- Funcién de cuantia: , p (1-p)~" se x=1,2,3,...
Pm=x) =
0 noresto dos casos

- =)= 1

)z
- =Var() = ]—P

P’

Propiedade.

e P("a+b/"a) = P("b) (Esta distribucién non ten memoria)
DISTRIBUCION BINOMIAL NEGATIVA.
Considerando agora no experimento da proba de Bernoulli a variable =ndimero de experimentos necesario

para obter k Exitos obtense unha distribucion Binomial Negativa (BN(k,p)). Unha distribucion Xeométrica
sera o caso particular cando k=1.

— Funcién de cuantia: x-1 ‘-
P = x) = pPra-p se x=kk+1, k+2,...
m=x)= k-1
0 noresto dos casos
- =El=k 1
)Z
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e =Var() =k ]—])

P

Outro plantexamento que aparece con frecuencia para esta variable é considerala como = "numero de fall
ocorridos antes do k—éximo Exito". A partir deste plantexamento a funcién de cuantia (probabilidade de obt
r fracasos antes do k—ésimo EXxito) seria:

- Funcién de cuantia: k+r—1

E— oV cm r— .
Py =r) = ‘1 p (1=p)y ser=0,1,2,...

0 noresto dos casos
Obtida a partir da anterior sustituindo x=k+r.
Propiedade.
- Propiedade aditiva ou reproductiva da BN(Kk,p)

Sexan , ... n unha coleccién de variables aleatorias independentes con distribucion BN(ki, p). A variable
= + ...+ nsegue unha distribucion BN (k,p), sendo k= k1+...+ kn.

DISTRIBUCION HIPERXEOMETRICA
A proba de Bernoulli, € un experimento que equivale a sacar bolas dunha urna, das cales N-p son negras €
N(1-p) brancas, e facelo con reemprazamento, ou sexa: a bola volve a urna cada vez que realizdmo-lo

experimento. Deste xeito cada realizacion é independente das demais.

Imos introducir un cambio neste plantexamento, consistente en non devolve-la bola a urna cada vez que st
realiza o experimente, isto €, facelo sen reemprazamento.

Se chamamos Exito a sacar bola negra, e repetimos n veces 0 experimento, a variable =contar nUmero de
Exitos vai seguir con este esquema unha distribucion Hiperxeométrica.

— Funcién de cuantia:

k N-k
X n—x
v se Xx=mx{0,n-(N-k)},....mn{nk}
PM =x) = :
n
0 noresto dos casos

Sendo N o niUmero de bolas na urna;
n o numero de bolas extraidas;

k=N-p o nimero de bolas negras na urna,

o=k

N
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pbb. de éxito 6 saca—la primeira bola.

P(=x) é a probabilidade do obter x bolas negras (Exitos) sacando n bolas da urna.

- =E[]=n- L
N
=n-p
e =Var()=n- L
N
N —k
N
=n-p-(1-p)
Propiedade.

— A binomial como limite da distribucién hiperxeométrica.

A dtb. hiperxeométrica poderia aproximarse por unha binomial para valores de N grandes e n pequenos en
relacion a el. PGdese tomar como criterio para esta aproximacion p<0.1, N"100 e n-"0.1-N.

O moativo disto e que, nunha urna cun gran nimero de bolas, o feito de que non devolvamos as bolas extrai
apenas se nota mentres se saquen pocas.

BOLETIN DE EXERCICIOS

1.- Introduccion a la Estadistica para Economia y Administracion de Empresas Casas Sanchez, J.M. y San
Pefas, J. Ed Centro de Estudios Ramén Areces, 1996 pag.707.

El nimero medio de pinchazos en los neumaticos de cierto vehiculo industrial es de 0,3 por cada 50.000
kilbmetros (km) recorridos. Si el vehiculo recorre 100.000 km, se pide:

* Probabilidad de que no haya tenido pinchazos.

« Probabilidad de que tenga menos de 3 pinchazos.

* Numero de km recorridos para que la probabilidad de que no tenga pinchazos sea 0,4066.
« Numero medio de pinchazos para los kildmetros recorridos en el apartado c).

2.— Problemas de Estadistica Casas Sanchez, J.M. y otros Ed Piramide, 1998 pag 188.

Tréfico pretende madificar la normativa de circulacién de manera que un conductor pierda su permiso de
conducir si recibe tres multas por exceso de velocidad. Cada vez que un conductor coge su coche, tiene un
probabilidad igual a 0,001 de ser sancionado por exceso de velocidad.

« Calcule la probabilidad de que un conductor reciba su primera multa por exceso de velocidad la
decimoquinta vez que coja su coche tras la aplicacién de la nueva normativa.

¢ Cual es el nimero esperado de veces que cogera el coche hasta que reciba la primera multa por exces
velocidad?.

* ¢, Cual es la probabilidad de que un conductor coja su coche al menos tres veces hasta que reciba la prim
multa?. ¢Y la de que lo coja al menos tres veces antes de recibir su primera multa?.

* ¢, Cual es la probabilidad de que un conductor pierda su permiso de conducir la novena vez que coge el
coche?.
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« Calcule el nimero esperado de veces que cogera el coche un conductor hasta que le sea retirado el perr
de conducir y su desviacion tipica.

* Si un conductor ha salido ya tres veces con su coche y todavia no ha sido multado por exceso de velocid
¢cual es la probabilidad de que conduzca al menos una vez mas antes de recibir la primera multa?.

3.— Problemas de Estadistica Casas Sanchez, J.M. y otros Ed Piramide, 1998, pag 183.

Una cadena de television privada concede un crédito anual a las personas que deciden abonarse a su
programacion. Por experiencias anteriores se sabe que el 10% de las personas a las que se les concede el
crédito no realizan finalmente el pago, ocasionando pérdidas a la compafiia. En un periodo de promocion, \
manera independiente, han decidido abonarse a la programaciéon de esta cadena 13 clientes; por cada uno
ellos, la compaifiia obtendra un ingreso de 33.500 pesetas si el cliente realiza finalmente el pago, y unas
pérdidas de 54.000 pesetas en caso de no realizarlo. Se pide calcular:

» Probabilidad de que al menos cinco personas no realicen el pago correspondiente

« probabilidad de que todas estas personas realicen su pago.

 Probabilidad de que realicen el pago mas de cinco clientes, pero menos de once.

» NUumero de clientes que se espera que paguen y su varianza.

» Beneficio esperado que obtendra la compafia con estos tres clientes.

« Si durante otra promocion han decido solicitar el crédito 243 clientes ¢ cudl es la probabilidad de que entr
ellos haya como mucho 12 que finalmente no paguen?

4.— Problemas de Estadistica Casas Sanchez, J.M. y otros Ed Piramide, 1998, pag 192.

Un proveedor de cerraduras para puertas blindadas envia las piezas en lotes de cien cerraduras a cincuent
fabricas independientes que se dedican a la produccién y comercializacion de tales puertas. Como
consecuencia de fallos en el proceso de fabricacion, el proveedor se encontré con una serie de cerraduras
defectuosas, pero, para evitar las pérdidas que se producirian si retira estas piezas, decidio introducir cinco
cerraduras defectuosas en cada uno de los lotes con la esperanza de que pasaran desapercibidas por los
controles que sus clientes realizan para asegurar la calidad de los materiales que reciben. Estos controles
calidad consisten en seleccionar dos cerraduras al azar de cada lote: si ninguna de ellas presenta defectos
entonces el lote sera aceptado por la fabrica, y en caso contrario sera devuelto al proveedor.

« Calcula la probabilidad de que un determinado lote sea aceptado por la fabrica que lo ha recibido.

« Calcula la probabilidad de que en el control de calidad de un lote haya al menos una cerradura sin defect

« Calcula el nimero medio de cerraduras defectuosos que seran encontradas al realizar el control de calid:
de un lote y su desviacion tipica—

* Si los cincuenta clientes del proveedor han recibido un lote de cerraduras en estas condiciones ¢cual es
probabilidad de que lo devuelvan al menos 15? Obtén también el nUmero medio de lotes que seran
devueltos.

» Un cliente de este proveedor que sospecha la inclusion de cerraduras defectuosos en los lotes decide, p:
realizar una inspeccion mas a fondo, seleccionar nueve cerraduras al azar y devolver el lote al proveedor
encuentra mas de tres defectuosos. ¢ .cudl es la probabilidad de que este cliente no devuelva el lote?
Comparando con el control de calidad anterior, ¢cual serd mas eficaz si se pretende rechazar este tipo d
lotes que contienen cinco cerraduras defectuosos?

5.— Problemas de Estadistica Casas Sanchez, J.M. y otros Ed Piramide, 1998, pag 196.
En el teléfono de atencién al cliente de un gran centro comercial se ha observado que se recibe un media ¢

cuatro llamadas diarias en las que los clientes se quejan del servicio recibido en algun establecimiento del
centro comercial.
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« Calcula el porcentaje de dias en los que no se recibe ninguna llamada de queja.

» Calcula la probabilidad de que un dia se reciban entre tres y seis llamadas de queja.

* ¢, Cual es la probabilidad de que en una semana, en la que el centro comercial esta abierto de lunes a vie
se reciban exactamente quince llamadas de queja? ¢ cual sera el nUmero medio de llamadas de queja qu
reciben a la semana?

* Calcula la probabilidad de que en una semana todos los dias se reciba al menos una queja.

 Si en un afio el centro comercial permanece abierto durante 360 dias, calcula la probabilidad de que este
afio reciban menos de 1.500 llamadas de queja.

6.—Ejercicios del calculo de probabilidades, Fernandez Abascal, ejerc 8.36, pag 372.
Se tiene cierta informacion sobre un equipo de baloncesto:

» sabemos que, segln se deduce de los partidos de liga que se han disputado hasta el momento, un
determinado jugador tiene aproximadamente un 80% de aciertos en tiros libres. Describese este hecho
mediante una variable aleatoria.

« El citado jugador realiza una serie de 5 tiros libres, ¢ cual es la probabilidad de que enceste al menos dos
« Este jugador tiene una media de un enceste por temporada desde una distancia de diez metros. Suponie
gue el nimero de canastas en lanzamientos de este tipo sigue una distribucion de Poisson ¢cual es la

probabilidad de que haga dos encestes desde dicha distancia en la proxima temporada?

* ¢ Cual es el nimero medio de fallos del jugador antes de conseguir el primer acierto en tiro libre?

* ¢, Cual es la probabilidad de que falle 5 canastas antes de conseguir 7 puntos?

 El equipo de baloncesto cuenta con una plantilla de 8 jugadores para jugar en el puesto de alero, de los
cuales 2 son extranjeros. El entrenador selecciona al azar dos de ellos para formar parte del cinco inicial
¢cual es la probabilidad de que uno sea extranjero?

 El entrenador del equipo opina que sus jugadores A, B, y C tienen aptitudes muy similares para formar
parte del quinteto titular en la posicién de base. Por ello, ha determinado que jueguen el mismo namero ¢
minutos en cada encuentro. Se sabe que el 30% de las canastas de dos puntos logradas entre los tres el
partido corresponden al jugador A, mientras que B y C consiguen el 30 y 40% respectivamente. Calclles
la probabilidad de que en un partido con un total de 9 encestes de dos puntos para los tres jugadores, A |
conseguido dos, B tres y C cuatro.

7.— Una empleada de una empresa de telemarketing dispone de un listado de clientes potenciales de un
determinado producto. Si la probabilidad de que dicha empleada realice un venta en cada llamada telefénic
es del 10% calcular:

« Probabilidad de que en 10 llamadas realice 3 ventas.
» Probabilidad de que tenga que hacer 4 llamadas para realizar la primera venta.
« Probabilidad de que tenga que hacer 15 llamadas para hacer la tercera venta.

8.— El Deportivo de La Corufia va a jugar un torneo de 5 partidos frente al Inter de Milan. Se estima que en
cada partido la probabilidad de que gane el Deportivo es 0.6. Los resultados de los partidos son
independientes y se juegan todos; calcular:

« La probabilidad de que el Deportivo gane los 5 partidos.

» Antes de comenzar el torneo, ¢,cudal es el nUmero esperado de partidos que ganara el Inter?

* Si el torneo lo gana el equipo que haya ganado un mayor niumero de partidos ¢,cudl es la probabilidad de
gue lo gane el Deportivo?

« Si el Deportivo gana 2 de los 4 primeros partidos ¢,cual es la probabilidad de que el torneo lo gane el Inte

9.- Problemas de Estadistica Casas Sanchez, J.M. y otros Ed Piramide, 1998, pag 252.
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Un organismo oficial pretende realizar auditorias en las empresas con sede social en una determinada
comunidad autdbnoma. Los informes de un instituto de estadistica de la comunidad sefialan que el 40% de ¢
empresas realizan operaciones de exportacion, por lo que el grupo auditor decide utilizar personal
especializado para investigar las empresas con esta caracteristica.

* ¢, Cual es la probabilidad de que el grupo auditor encuentre la primera empresa que realiza operaciones ¢
exportacion en la séptima auditoria que hace?.

» Obtén la probabilidad de que la décima empresa auditada sea la cuarta encontrada que no realiza
operaciones de exportacion.

« Calcula la probabilidad de que, elegidas 12 empresas al azar, al menos cinco de ellas no realicen
operaciones de exportacion.

* Que probabilidad existe de que entre 50 empresas auditadas, como mucho 30 de ellas realicen operaciol
de exportacion.

» De las 10 empresas situadas en un municipio de esta comunidad, 3 realizan operaciones de exportacion.
se decide elegir aleatoriamente 5 empresas de este municipio para ser auditadas, cual serd la probabilid:
de que mas de una de las seleccionadas tenga que ser investigada por el personal especializado.

10.- Introduccion a la Estadistica para Economia y Administracion de Empresas Casas Sanchez, J.M. y
Santos Penfas, J. Ed Centro de Estudios Ramén Areces, 1996 pag.705.

Una empresa constructora tiene comprometida la realizacién de 9 proyectos de los que 5 son de edificios d
pisos. Si el préximo mes debe emprender la realizacion de 3 proyectos y su eleccion es al azar con
probabilidades de eleccién iguales para cada proyecto, se pide:

« La distribucién del numero de edificios de pisos que se empiecen a construir el proximo mes.
» Numero esperado de edificios de pisos que previsiblemente se inicie su construccion el proximo mes.

11.- Calculo de Probabilidades Bar6 Llinas, J. Ed Parramén, 1987 pag. 151.

Doscientos cuarenta de los trescientos mil coches matriculados en una provincia son de determinada marc:
¢, Cual es la probabilidad de que en una muestra aleatoria de quinientos coches:

* no haya ninguno de aquella marca,;
* menos de dos sean de aquella marca?.

12.— A probabilidade de que haxa unha crise econémica nun pais é a seguinte:

Se hai crise un ano, a probabilidade de que o seguinte tamén a haxa é 0.4. Se non hai crise un ano, a
probabilidade de que o seguinte tampouco a haxa é 0.8. ¢ Podes aplicar aqui unha distribucién Binomial?

13.- Nunha oposicién, na que entran 20 temas, selecciénanse aleatoriamente catro deles, dos que 0 oposi
debe expofier tres.

» Preparando 15 temas, ¢ cal é a probabilidade de que tefia preparados tres dos que lle sairon en sorteo?

« ¢ Cantos temas debe preparar para que a probabilidade de que tefia preparados tres dos temas que saire
sorteo sexa superior 6 90%? (Con folla de calculo é facil)

» Contesta os apartados a) e b) se o sorteo extrae 2 temas aleatoriamente e so6 ten que expofier 1.

14.- (Adaptado de_http://Itodi.est.ips.pt/probest/, mais exactamente de:
http://ltodi.est.ips.pt/probest/seb/var—bidim/var_bidim.pdf)

M1 é unha maquina da que se sabe que :
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i. nunca se avaria mais dunha vez 6 dia
ii. A probabilidade de que non se avarie € 0.7
ii. A probabilidade de que se avarie un dia é independente do que ocorra noutros dias.

» Tefien unha reserva de catro pezas para reparar esa maquina, e a nova remesa chega dentro de 10 dias
€ a probabilidade de que se queden sen pezas para repara—la avaria?

¢ Cal é a probabilidade de que aguante tres dias sen avariarse?

« ¢ Cal é a probabilidade de que tarden mais de 10 dias en acabar as catro pezas de reposto?

Se traballan 200 dias 6 ano ¢qué nimero de avarias anuais poden esperar?

« ¢ Cal é o promedio de dias seguidos que esperan estar sen avarias na maquina?

15.— Sexan: : "N° de goles do equipo de casa"; e : "N° de goles do equipo visitante". Se as proporcions do:
resultados observados na taboa indicasen a probabilidade deses resultados:

A [WIN]|FP|[O|—~
[«RIEDSRIG RIS FN o)
R [OININ[AM[W]|F
O[O Ok, |OTIN|N
O |O(O|IN|FP,[N|W

E se ademais podemos supoiier que:

 cada gol é independente de que se metan outros antes ou despois (sexa 0 equipo que sexa)
« a probabilidade de que nun minuto dado do partido se meta un gol é a mesma en calquera minuto d
partido.

Tendo en conta as suposiciéns anteriores:

¢ Cal é a probabilidade de que a primeira parte acabe 2-1?

 Se 0 visitante mete un gol no minuto 20 da primeira parte, e non volve a marcar, ¢ cal é a probabilidade d
gue o local remonte?

* ¢€ se non pofiemos a restriccion de que non volva a marcar? (FACER COA AXUDA DE FOLLA DE
CALCULO, senon quizais sexa lioso)

« despois dese gol do visitante ¢ cal serd ese resultado mais probable? (FACER COA AXUDA DE FOLLA
DE CALCULO, se non quizais sexa lioso)

Tema 7: PRINCIPAIS DISTRIBUCIONS CONTINUAS.

DISTRIBUCION UNIFORME.

Def..

Unha variable aleatoria continua , segue unha distribucion Uniforme no intervalo [a,b], [U(a,b)], se a sua
funcion de densidade é:
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1

f= b-a

se X [a,b]

0 no resto

- :E[]: a+b
2

- =var()= (b-a)
12

- g() =E[et] = e” —¢"
t(b—a)

Unha caracteristica desta distribucién € que, a probabilidade de subintervalos diferentes de [a,b], pero coa

mesma lonxitude, € a mesma.

Un caso particular moi empregado é a U(0,1). Esta distribucion soe usarse para simulacion por ordenador,
cando se quere obter valores que simulen proceder dunha distribucion especifica. O proceso seria 0 seguir

Obtense un valor ¢, dunha variable U(0,1) (i.e: obtense un nimero aleatorio entre O e 1, dandolle a mesma
probabilidade a calquera punto dese intervalo); selecciénase un valor x tal que F(X) = c; ; repitese o procest
namero necesario de veces como para ter unha mostra procedente dunha variable aleatoria con funcién de

distribucion F(x).

DISTRIBUCION NORMAL(,)

Def.: Unha variable aleatoria continua , segue unha distribucion Normal de parametros , se a sua funcion

de densidade é:

1)
f(x)= e °
G 21
- <x<
0. constante

O constante positiva
~E[]=
-Var() =

—gt) = Efet] = malc’
e é

Para calcula—las probabilidades asociadas a esta distribucion estan tabulados os valores para a Normal
estandar, N(0,1). As demais dtb. Normais podense calcular mediante a tipificaciébn e comparacion coa

estandar.



Th.:

Sexa ~N(,). Se Z é a variable tipificada de , enton Z~N(0,1)
Propiedades.

- Propiedade "superaditiva" da Normal (, )

Sexan , ... kunha coleccién de variables aleatorias independentes con distribucion N( i, i). A variable
= a+bl- + ...+ bk- k segue unha distribucién N(, ), sendo =a+bl- + ..+ bk-k; =

\f17|:(513+---+b.€0i

* A representacion grafica da funcion de densidade dunha distribucion normal € unha curva simétrica
(con respecto 6 eixe que pasa polo punto ) e puntos de inflexion en —, +:

DISTRIBUCIONS DERIVADAS DA NORMAL.
» Chi-Cadrado con n graos de liberdade.

Caso particular: n=1.

Def.: Unha variable aleatoria continua , segue unha distribucién Chi-Cadrado con 1 grao de liberdade (E )
se a sua funcion de densidade é:

1
fo)=—-"X? €7 =—=X

rii)2s Vo
)

-E[]=1
- Var() =2

Para calcula—las probabilidades asociadas a esta distribucién é necesario empregar tdboas, sen embargo t
se pode aplicar a seguinte propiedade:

Th.: Sexa ~ N(0,1). A variable = segue unha distribucién E .
Caso xeral:.

Def.: Unha variable aleatoria continua , segue unha distribucién Chi-Cadrado con n graos de liberdade ( n:
) se a sua funcién de densidade é:

n X
—I -

1 5 5
f(x)y=——X* €°*
r'iul’)?

- &
X
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[

-E[]=n
- Var() =2:n
Para calcula—-las probabilidades asociadas a esta distribucion é necesario empregar taboas.

Th.: Sexan , ..., k unha coleccion de variables aleatorias independentes con distribucion N(0,1). A variable
= E+ ...+ k2 segue unha n2 .

- Propiedade: aditividade da n2

Sexan , ... kunha coleccion de variables aleatorias independentes con distrib%ién
n
. Avariable = + ...+ k segue unha distribucién n2, sendo n=nl+ ...+ nk.
0B
05
04
03
/
02 +-+4
¢
‘
'l
:
0.1 ;
1
i
\
U
D - TOTTTI I T T T T T T T T I T T T T T I T T T I AT I T T IIT IoT ]
O M =t — 0w N o) W@ ) M ko= o— 000N o) @0 s b s o— 0w 0N Oy
e - o= = w0l P~ o HEe - - &8O s ao . o ;m

« Distribucién t de STUDENT con_n graos de liberdade.

Def.: Unha variable aleatoria continua , segue unha distribucién t de STUDENT con n graos de liberdade (t
) se a sua funcién de densidade é:
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Th.: Sexa ~N(0,1),e ~ n2. Avariable = T

¥

n
segue unha distribucion tn.

Para calcula-las probabilidades asociadas a esta distribucion é necesario empregar tdboas.

—A representacion gréfica da funcion de densidade desta distribucion é simétrica con respecto a un eixe qu
pasa polo cero.
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« Distribucion F de SNEDCOR con m e n graos de liberdade.
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Th.: Sexa ~ m2,e ~ n2. A variable =%

Y

n

segue unha distribuciéon Fm,n.
Th.: Sexa ~Fm,n, . Avariable =
segue unha distribucién Fn,m.

Th.: Sexa ~tn. A variable = segue unha distribucion F1,m.

Para calcula-las probabilidades asociadas a esta distribucion é necesario empregar tdboas.
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DISTRIBUCION N(0,1)
FN(0,1)(z) = P[N(0,1)"Z]



N{@.T)

z 0 001 0,02 |0,03 [0,04 0,05 |0,06 [0,07 0,08 0,09

0 0,5000 [0,5040 |0,5080 |0,5120 |0,5160 |0,5199 |0,5239 [0,5279 |0,5319 |0,5359
0,1 0,5398 |0,5438 |0,5478 |0,5517 |0,5557 |0,5596 [0,5636 |0,5675 |0,5714 [0,5753
0,2 0,5793 |0,5832 10,5871 [0,5910 |0,5948 |0,5987 |0,6026 [0,6064 |0,6103 [0,6141
0,3 0,6179 |0,6217 |0,6255 |0,6293 |0,6331 |0,6368 |0,6406 |0,6443 |0,6480 [0,6517
0,4 0,6554 (10,6591 |0,6628 |0,6664 |0,6700 |0,6736 [0,6772 |0,6808 |0,6844 [0,6879
0,5 0,6915 |0,6950 |0,6985 |0,7019 |0,7054 |0,7088 |0,7123 |0,7157 |0,7190 (0,7224
0,6 0,7257 |0,7291 10,7324 |0,7357 |0,7389 |0,7422 |0,7454 10,7486 |0,7517 [0,7549
0,7 0,7580 |0,7611 [0,7642 |0,7673 |0,7704 |0,7734 |0,7764 |0,7794 |0,7823 |0,7852
0,8 0,7881 |0,7910 [0,7939 |0,7967 |0,7995 |0,8023 |0,8051 |0,8078 |0,8106 (0,8133
0,9 0,8159 |0,8186 [0,8212 |0,8238 |0,8264 |0,8289 |0,8315 |0,8340 |0,8365 (0,8389
1 0,8413 |0,8438 [0,8461 |0,8485 |0,8508 |0,8531 |0,8554 |0,8577 |0,8599 (0,8621
1,1 0,8643 |0,8665 [0,8686 |0,8708 |0,8729 |0,8749 |0,8770 |0,8790 |0,8810 (0,8830
1,2 0,8849 10,8869 [0,8888 |0,8907 |0,8925 |0,8944 (10,8962 |0,8980 |0,8997 (0,9015
1,3 0,9032 10,9049 (0,9066 |0,9082 |0,9099 |0,9115 |0,9131 |0,9147 |0,9162 (0,9177
1,4 0,9192 10,9207 |0,9222 |0,9236 |0,9251 |0,9265 [0,9279 10,9292 |0,9306 [0,9319
1,5 0,9332 10,9345 [0,9357 |0,9370 |0,9382 |0,9394 [0,9406 |0,9418 |0,9429 (0,9441
1,6 0,9452 10,9463 [0,9474 |0,9484 10,9495 |0,9505 [0,9515 |0,9525 |0,9535 [0,9545
1,7 0,9554 10,9564 [0,9573 |0,9582 10,9591 |0,9599 [0,9608 10,9616 |0,9625 [0,9633
1,8 0,9641 10,9649 [0,9656 |0,9664 10,9671 |0,9678 [0,9686 |0,9693 |0,9699 [0,9706
1,9 0,9713 |0,9719 [0,9726 |0,9732 10,9738 |0,9744 [0,9750 10,9756 |0,9761 [0,9767
2 0,9772 10,9778 |0,9783 |0,9788 10,9793 |0,9798 [0,9803 |0,9808 |0,9812 (0,9817
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2,1 0,9821 10,9826 [0,9830 |0,9834 |0,9838 |0,9842 |0,9846 (0,9850 |0,9854 (0,9857
2,2 0,9861 |0,9864 [0,9868 |0,9871 |0,9875 |0,9878 |0,9881 |0,9884 |0,9887 (0,9890
2,3 0,9893 |0,9896 [0,9898 |0,9901 |0,9904 |0,9906 [0,9909 |0,9911 |0,9913 (0,9916
2,4 0,9918 |0,9920 (0,9922 10,9925 |0,9927 |0,9929 |0,9931 |0,9932 |0,9934 (0,9936
2,5 0,9938 [0,9940 |0,9941 [0,9943 |0,9945 |0,9946 |0,9948 [0,9949 |0,9951 |0,9952
2,6 0,9953 |0,9955 |0,9956 [0,9957 10,9959 |0,9960 [0,9961 |0,9962 |0,9963 [0,9964
2,7 0,9965 |0,9966 |0,9967 |0,9968 |0,9969 |0,9970 [0,9971 |0,9972 |0,9973 [0,9974
2,8 0,9974 10,9975 10,9976 |0,9977 10,9977 10,9978 [0,9979 |0,9979 |0,9980 (0,9981
2,9 0,9981 |0,9982 |0,9982 [0,9983 |0,9984 |0,9984 [0,9985 |0,9985 |0,9986 [0,9986
3 0,9987 |0,9987 |0,9987 |0,9988 10,9988 |0,9989 [0,9989 10,9989 |0,9990 (0,9990
3,1 0,9990 [0,9991 |0,9991 |0,9991 |0,9992 |0,9992 [0,9992 10,9992 |0,9993 [0,9993
3,2 0,9993 |0,9993 |0,9994 [0,9994 10,9994 |0,9994 [0,9994 10,9995 |0,9995 [0,9995
3,3 0,9995 |0,9995 |0,9995 [0,9996 10,9996 |0,9996 [0,9996 |0,9996 |0,9996 [0,9997
3,4 0,9997 10,9997 (0,9997 10,9997 |0,9997 |0,9997 |0,9997 |0,9997 |0,9997 (0,9998
3,5 0,9998 10,9998 [0,9998 |0,9998 |0,9998 |0,9998 (0,9998 |0,9998 |0,9998 (0,9998
3,6 0,9998 10,9998 [0,9999 |0,9999 |0,9999 |0,9999 (0,9999 |0,9999 |0,9999 (0,9999

DISTRIBUCION n2

F (n,P)=P[n2"n,P]

DISTRIBUCION tn
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F (tn,P) = P[tn "tn,P]

0 bop
n tn,0.6 [tn,0.75 [tn,0.85 |tn,0.9 |tn,0.95|tn,0.975tn,0.99 (tn,0.995
1 0,3249 |1,0000 |1,9626 |3,0777(6,3137|12,706231,821(063,6559
2 0,2887 |0,8165 |1,3862 |1,8856(2,9200}4,3027 |6,9645 (9,9250
3 0,2767 |0,7649 |1,2498 |1,6377(2,3534|3,1824 |4,5407 |5,8408
4 0,2707 |[0,7407 [1,1896 |1,5332|2,1318|2,7765 |3,7469 |4,6041
5 0,2672 10,7267 |1,1558 |1,4759(2,0150|2,5706 |3,3649 (4,0321
6 0,2648 [0,7176 |1,1342 |1,4398|1,9432|2,4469 |3,1427 |3,7074
7 0,2632 |0,7111 |1,1192 |1,4149(1,8946|2,3646 |2,9979 (3,4995
8 0,2619 |0,7064 |1,1081 |1,3968(1,8595|2,3060 |2,8965 |(3,3554
9 0,2610 |0,7027 |1,0997 |1,3830(1,8331|2,2622 |2,8214 |3,2498
10 0,2602 |0,6998 |1,0931 |1,3722(1,8125|2,2281 |2,7638 |3,1693
11 0,2596 |0,6974 |1,0877 |1,3634(1,7959|2,2010 |2,7181 (3,1058
12 0,2590 |0,6955 |1,0832 |1,3562(1,7823|2,1788 |2,6810 (3,0545
13 0,2586 |0,6938 |1,0795 |1,3502(1,7709|2,1604 |2,6503 (3,0123
14 0,2582 10,6924 |1,0763 |1,3450(1,7613|2,1448 |2,6245 (2,9768
15 0,2579 10,6912 |1,0735 |1,3406(1,7531|2,1315 |2,6025 (2,9467
16 0,2576 |0,6901 |1,0711 |1,3368(1,7459|2,1199 |2,5835 (2,9208
17 0,2573 |0,6892 |1,0690 |1,3334(1,7396|2,1098 |2,5669 (2,8982
18 0,2571 (0,6884 |1,0672 |1,3304|1,7341|2,1009 |2,5524 |2,8784
19 0,2569 10,6876 |1,0655 |1,3277(1,7291|2,0930 |2,5395 (2,8609
20 0,2567 |0,6870 |1,0640 |1,3253(1,7247|2,0860 |2,5280 (2,8453
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21 0,2566 |0,6864 |1,0627 |1,3232(1,7207|2,0796 |2,5176 |2,8314
22 0,2564 |0,6858 |1,0614 |1,3212(1,7171|2,0739 |2,5083 (2,8188
23 0,2563 |0,6853 |1,0603 |1,3195(1,7139|2,0687 |2,4999 (2,8073
24 0,2562 |0,6848 |1,0593 |1,3178(1,7109|2,0639 |2,4922 (2,7970
25 0,2561 [0,6844 |1,0584 [1,3163|1,7081]2,0595 (2,4851 |2,7874
26 0,2560 [0,6840 |1,0575 |[1,3150(1,7056|2,0555 (2,4786 |2,7787
27 0,2559 |0,6837 |1,0567 [1,3137|1,7033|2,0518 (2,4727 |2,7707
28 0,2558 [0,6834 |1,0560 [1,3125|1,7011]2,0484 (2,4671 |2,7633
29 0,2557 10,6830 |1,0553 [1,3114(1,6991]2,0452 (2,4620 |2,7564
30 0,2556 [0,6828 |1,0547 [1,3104/1,6973|2,0423 |2,4573 |2,7500
35 0,2553 [0,6816 |1,0520 [1,3062(1,6896|2,0301 (2,4377 |2,7238
40 0,2550 [0,6807 |1,0500 [1,3031|1,6839|2,0211 (2,4233 |2,7045
50 0,2547 10,6794 |1,0473 [1,2987|1,6759|2,0086 |2,4033 |2,6778
60 0,2545 |0,6786 |1,0455 |1,2958(1,6706|2,0003 |2,3901 (2,6603
80 0,2542 10,6776 |1,0432 |1,2922(1,6641|1,9901 |2,3739 (2,6387
90 0,2541 10,6772 |1,0424 |1,2910(1,6620|1,9867 |2,3685 (2,6316
100 0,2540 |0,6770 |1,0418 |1,2901(1,6602|1,9840 |2,3642 |2,6259
150 0,2538 |0,6761 |1,0400 |1,2872[1,6551|1,9759 |2,3515 |2,6090
200 0,2537 |0,6757 |1,0391 |1,2858(1,6525|1,9719 |2,3451 (2,6006
" 0,2533 |0,6745 |1,0364 |1,2816(1,6449|1,9600 |2,3264 (2,5758

F (Fm,n,0.9) = P[Fm,n " [Fm,n,0.9]
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DISTRIBUCION Fm,n

F (Fm,n,0.95) = P[Fm,n " [Fm,n,0.9]

DISTRIBUCION Fm,n

F (Fm,n,0.99) = P[Fm,n " [Fm,n,0.99]
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BOLETIN DE EXERCICIOS
1.- Problemas de Estadistica Casas Sanchez, J.M. y otros Ed Piramide, 1998 pag 211.

La cotizacién de cierre diaria de un determinado tipo de acciones en la Bolsa de Madrid tiene una distribuci
uniforme entre las 2.000 y las 2.500 pesetas.

« Calcule la probabilidad de que un dia la cotizacién de cierre supere las 2.300 pesetas.

« Calcule el porcentaje de dias que presentaron una cotizacion de cierre entre 2.150 y 2.400 pesetas.

» Obtenga la cotizacién media de cierre y su desviacion tipica.

« Entre los dias en los que la cotizacion de cierre ha sido superior a las 2.200 pesetas, ¢,cual es el porcent:
de los mismos en los que la cotizacion ha oscilado entre 2.300 y 2.400 pesetas?.

2.— Problemas de Estadistica Casas Sanchez, J.M. y otros Ed Piramide, 1998 pag 213.

En una determinada ciudad, la cuota por contribuyente del impuesto municipal de vehiculos de traccién
mecanica sigue una distribucién normal con media 5.000 pesetas. El porcentaje de contribuyentes que pag
menos de 3.000 pesetas es del 15,87 %.

¢, Qué porcentaje de contribuyentes paga una cuota comprendida entre las 2.000 y las 4.000 pesetas?.

» En la misma ciudad, la cuota por contribuyente del impuesto del servicio de recogida de basuras se
distribuye también normalmente con media 5.000 pesetas y desviacion tipica 2.000 pesetas. Si las cuota
cada impuesto son independientes:

b.1) ¢ Qué distribucion sigue la cuota total por contribuyente procedente de la suma de las cuotas de estos |
impuestos?.
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b.2) ¢ Qué porcentaje de contribuyentes pagan una cuota total superior a las 8.000 pesetas?.
3.—Estadistica |: Probabilidad Martin Pliego, F.J. y Ruiz—Maya, L. Ed AC, 1995 pag. 452.

Sea una sucesion de 10 variables aleatorias independientes con la misma distribucion N (0,3). Determinese

a)P(W<10)s'W _ 1 X

0

b)P(W>84)s'W= : x?

i=l

P(|W|<1,36)si
)P (W] )Sil)V

d) P (W > 11) si Be

4.—- Las ventas mensuales de un determinado bien de equipo se distribuyen normalmente con una media de
unidades y una varianza de 100. Calcule:

« La probabilidad de que en un afio, superen las 620 unidades vendidas.

« La probabilidad de que en un afio, no se lleguen a vender 580 unidades.

« El beneficio esperado mensualmente si éste esta relacionado con el nimero de unidades vendidas al me
(X) a través de la expresion: B= 0,5 X — 14. ¢ Cual sera su dispersion?.

5.— Se sabe que el tiempo que invierten los ejecutivos de una empresa cada dia en realizar tareas
administrativas sigue una distribucién normal de media 2.4 horas. También se ha observado que un 33%
invierten mas de 2.84 horas en hacer este tipo de tareas. Ademas el tiempo empleado en tareas burocratic:
distribuye N (1.5, 0.5). calcular:

« La probabilidad de que un ejecutivo invierta mas de 3 horas en tareas administrativas.

» Para una muestra de 5 ejecutivos, ¢cual es la probabilidad de que al menos 2 inviertan mas de 3 horas e
tareas administrativas?.

¢ Que porcentaje de ejecutivos emplea mas de 4 horas en ambas tareas, y mas de 2 horas?

6.— Estadistica |: Probabilidad Martin Pliego, F.J. y Ruiz—Maya, L. Ed AC, 1995 pag 448.

Las notas de una asignatura en un curso siguen una distribucién normal de media 6.3 y desviacion tipica 2.
Determina:

 Probabilidad de que un alumno suspenda la asignatura, se suspende con menos de 5 puntos.

» El nimero de alumnos que en un grupo de 100 alumnos obtendré sobresaliente, se obtiene sobresaliente
9 puntos 0 mas.

« ¢ Cual serd la nota a partir de la cual se aprueba, si suspende el 20% de los alumnos de ese curso?
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7.— Problemas de Estadistica Casas Sanchez, J.M. y otros Ed Piramide, 1998 pag 209

Mafiana Juan tiene que presentarse a una entrevista de trabajo y después quiere ir a comer con una amiga
restaurante. Como no sabe exactamente cuanto tiempo durara la entrevista, le ha dicho a su amiga que lleg
al restaurante entre las dos y media y las tres de la tarde.

« Calcula la probabilidad de que Juan llegue en cualquier momento a partir de las tres menos cuarto.

« Calcula la probabilidad de que llegue exactamente a las tres menos veinticinco.

* ¢ A que hora deberia esperar la amiga la llegada de Juan?.

« Si la amiga de Juan llega al restaurante a las dos y cuarto, ¢,cudal es la probabilidad de que el tiempo que
sola hasta la llegada de Juan sea inferior a 25 minutos?.

* Si la amiga ha llegado a las tres menos veinte y Juan todavia no estaba en el restaurante, calcula la
probabilidad de que tenga que esperar al menos siete minutos.

8.— Problemas de Estadistica Casas Sanchez, J.M. y otros Ed Piramide, 1998 pag 215

Una tienda de articulos eléctricos para el hogar vende tres marcas diferentes de refrigeradores que son
igualmente competitivos en cuanto a la relacion calidad—precio. Sean X1, X2 y X3 variables aleatorias
independientes y normalmente distribuidas que representan el volumen mensual de ventas para cada una
las tres marcas. Si las medias de estas variables son, respectivamente 8, 15y 12 millones de pesetas y sus
desviaciones tipicas 2, 5y 3 millones de pesetas:

» Obtén la probabilidad de que, para un mes en particular, el volumen total de ventas para las tres marcas
refrigeradores sea mayor que 50.0000.000 de pesetas.

« Calcula la probabilidad de que, en un mes determinado, la suma de las ventas de la primera marcay la
tercera superen a las ventas de la segunda en mas de 5.500.000 pesetas.

* Si se consideran 20 tiendas independientes de articulos eléctricos y en cada una de ellas las ventas de
refrigeradores de las segunda marca se distribuye normalmente con media 15.000.000 y desviacién
5.000.000, ¢ cual es la probabilidad de que las ventas totales mensuales de refrigeradores de la segunda
marca de las 20 tiendas oscile entre 250 y 300 millones de pesetas?.

9.—- A cantidade de gasoleo vendida diariamente nunha estacién de servicio segue unha distribucion N(50,5
(en miles de litros)

* ¢ Cal é a probabilidade de que se vendan nun dia mais de 60 000 litros?

« A distribucién da demanda os sabados segue unha N(20,3) e os domingos unha N(10,6). Ademais unha
empresa de buses recolle tédalas semanas a mesma cantidade (1 000 litros). Dado que soen recibi-lo
suministro unha vez a semana, ¢, de que tamafio deben te-lo seu depdsito para que a probabilidade de q
lles esgote o gasoéleo sexa inferior 6 1%?

10.- Un estudiante chega t6dolos dias a parada de bus en calguera momento entre as 8 15' e 8 30'. Desa

parada sae un bus as 8 25', e a saida do seguinte distribuese uniformente entre as 8 30' e as 8 50' . Se tarc

minutos en entrar na clase desde que o bus sae desa parada e as clases comezan puntualmente as 8 45"

« ¢ Cal é a probabilidade de que chegue tarde un dia calquera da semana?

* Nunha semana de cinco dias ¢ cal é a probabilidade de que non chegue nunca tarde a clase?

* ¢ Cal é o tempo medio que tera que esperar para coller un bus?

11.- Sexan as variables ~ N(10,5), ~O, ~N5. Calcula:

* P("B), P("15), P("12), P("-2), P("2), P(10""12), P(11" "12), P(5" "12), P(5""7) , P("a)=0.25,
P("b)=0.75, P("c)=0.25, P("d)=0.75
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» P("2.675), P("-15), P("14.34), P("-2), P("1.61), P(1.145" "6.63), P(5" "12), P(5" "7), P("a)=,
P("-15), P("14.34), P("b)=0.75. En caso de que non atopedes o0s valores nas taboas podedes interpolar
ou empregar un programa informatico (tipo paquete estatistico ou folla de calculo)

12.— Sexan as variables ~t10; ~F6,6; ~F3,12. Calcula:

* P("a)=0.75, P("b)=0.25, P("c)=0.99, P("d)=0.01, P("0.3),

P(-1.812""1.372), P(1. 372" "1. 812), P(-1. 812" "-1. 372)

* P("3.05), P("-15), P("19.41), P("-2), P("4.28), P(1.145" "6.63), P(5" "7). En caso de que non
atopedes os valores nas taboas podedes interpolar ou empregar un programa informatico (tipo paquete
estatistico ou folla de calculo).

INTEGRAIS ELEMENTAIS

Estes son alguns tipos de integrais que deberedes saber resolver para face—los exercicios da asignatura:

(a+bx+cx® +mx’ +kx*) dx
(ax™" +kx™ +mx™) dx
(a+be" +ce™) dx

INTEGRAIS DOBRES

Para o que é a asignatura Estatistica Economica I, resolver unha integral doble vai ser equivalente a resolv
duas integrais simples consecutivas, nas cales, a variable dunha das integrais e constante para a outra e
viceversa.

Un exemplo:

|: dxy+ 2) dydx
10
Isto significa integrar a funcién en primeiro lugar para a variable y entre 0 e 2, e despois para a variable x
entrele 3.

i2 3 2
\4xy + 3:|d_vdx = dxy+2)dy dx

10 1 0

Cando se integra respecto da variable y. A variable x considerase como un valor constante:

"
»

(4xy +2)dy = 2xy* +2y|, =(2x27 +22) = (2x0* +20) =8x +4

0

O acabar a integral respecto de y, non debe quedar rastro desta variable. Agora s6 falta integra—lo resultad
respecto da variable x:
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(Bx+4)dx=4x> +4x] = (43 +43)— (41> +41) =40

O final: * *, . ,
|4xy + 2|dydx = 40

10

EN RESUMEN:

Para o que respecta 6s exercicios da asignatura Estatistica Econdmica |, facer unha integral dobre resime:
realizar duas integrais simples seguidas, mantendose como constante a variable que non se esta integrand

Outros exemplos:

xydydx =2
0o
1114
—x(x+ y)dydx =1
00
1
B
A
Q
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