PRUEBA DE LA VARIANZA CON UNA POBLACION
A veces, los analistas investigan la variabilidad de una poblacion, en lugar de su media o proporcion.
Esto es debido a que la uniformidad de la produccién muchas veces es critica en la practica industrial.

La variabilidad excesiva es el peor enemigo de la alta calidad y la prueba de hipétesis esta disefiada para
determinar si la varianza de una poblacion es igual a algin valor predeterminado.

La desviacion estandar de una coleccién de datos se usa para describir la variabilidad en esa colecciéony s
puede definir como la diferencia estandar entre los elementos de una coleccion de datos y su media.

La varianza de un conjunto de datos se define como el cuadrado de su desviacién estandar; y la varianza
muestral se utiliza para probar la hipétesis nula que se refiere a la variabilidad y es Gtil para entender el
pocedimiento de analisis de la varianza.

La hipo6tesis nula; para la prueba de la varianza, es que la varianza poblacional es igual a algun valor
previamente especificado. Como el aspecto de interés, por lo general es si la varianza de la poblacién es
mayor que este valor, siempre se aplica una de una cola.

Para probar la hipétesis nula, se toma una muestra aleatoria de elementos de una poblacién que se investi
a partir de esos datos, se calcula el estadistico de prueba.

Para este calculo se utiliza la siguiente ecuacion:

(n=-1)s2

Donde:

* n—1 = Grados de libertad para la prueba de tamafio n.

* s2 = Varianza muestral.

* = Varianza poblacional si y solo si suponemos que la hipétesis nula

es cierta.

EJEMPLO

1.- Averiguar si la variabilidad de edades en una comunidad local es la misma o mayor que la de todo el
Estado. La desviacion estandar de las edades del Estado, conocida por un estudio reciente es de 12 afios.
Tomamos una muestra aleatoria de 25 personas de la comunidad y determinamos sus edades. Calcular la

varianza de la muestra y usar la ecuaciéon anteriormente explicada para obtener el estadistico muestral.

Las hipétesis nula y alternativas son:



e HO:, =144
«H1:, 144

Se toma la muestra y resulta una desviacion estandar muestral de 15
Afos. La varianza de la muestra es entonces 225, y el estadistico ji cuadrada de la muestra es:

(n-1)s2 (25-1)(15)2

= = ———————-=37,5
122

Si la hipétesis nula es cierta, el estadistico muestral de 37,5 se obtiene de la distribucion ji cuadrada tedrica
particular, la distribucién con 24 grados de libertad (25 -1 =24).

Como se puede observar en la ecuacion anterior, cuanto mas grande es la varianza muestral respecto a la
varianza poblacional hipotética, mas grande es el estadistico que se obtiene. Luego deducimos que de un
estadistico muestral grande llevamos al rechazo de la hipétesis nula, y un estadistico muestral pequefio
implicara que no se rechaze. La tabla ji cuadrada se usa para determinar si es probable o no que el valor 3’
haya sido obtenido de la distribucién muestral ji cuadrada hipotética.

Supongamos gue esta prueba debe llevarse a un nivel de significancia de 0,02. En la columna 0,02 de la ta
de ji cuadrada y la fila 24, se encuentra el valor critico de 40, 27. La regla de decision es:

Si, 40,27, se rechaza la hipétesis nula de que la varianza de la poblacién es 144 ( Se rechaza HO si , >
40,27).

Como estadistico de prueba calculado es 37,5, la hipétesis nula no se rechaza (con riesgo de un error de ti
II). Si en la tabla de ji cuadrada se hubiese elegido un alfa de 0,05, el valor critico de la tabla seria 36,415, \
hipétesis nula se hubiera rechazado (37,5 > 36,415). En este ejemplo se ilustra la importancia de pensar cc
cuidado en el riesgo apropiado de un error de tipo | en una prueba de hipoétesis.

Se supone que la hipétesis nula es cierta, lo que conduce a la obtencién de un estadistico muestral de una
distribucién ji cuadrada con 2 grados de libertad.



_){_2 (gl =24)

37 5 = Estadistico de prueba

HOCierta

| |
Walor critico de la tabla —— 36 425 40,270 42,980
Alfa > 0,05 0,02 0,01

PRUEBA DE LA VARIANZA CON DOS POBLACIONES

En ocasiones es importante comparar dos poblaciones para ver si una es mas variable que la otra en algun
medida especifica. La hipdtesis nula es que las dos poblaciones tienen la misma varianza, y la hipétesis
alternativa es que una tiene mayor varianza que la otra. Se obtienen muestras aleatorias de cada poblacior
calculan las varianzas muestrales. Estos valores se usan entonces en la ecuacion siguiente para calcular e
estadistico de la muestra:

Cociente F

S12

S22
Donde:

* S12 = Varianza de la muestra 1
* S22 = Varianza de la muestra 2

Nota: Por convivencia, para encontrar los valores de F, por lo general se pone en el numerador la varianza
muestral mas grande.

El estadistico de prueba dado por la ecuacién anteriormente nombrado,

es el cociente F . Si la hip6tesis nula de varianzas poblacionales iguales es
cierta, la razén de las varianzas muestrales se obtiene de la distribucion F
tedrica. Al consultar la tabla F se puede evaluar la probabilidad de este suceso.

Si parece probable que el cociente F pueda haberse obtenido de la distribucion



muestral supuesta, la hipétesis nula no se rechaza. Si es poco probable que el

cociente F se haya obtenido de la distribucion supuesta, la hipétesis nula se

rechaza.

La distribucién F especifica que se aplica a una prueba en particular queda determinada por dos parametro
los grados de libertad para el numerador y los grados de libertad para el denominador. Cada uno de estos
valores es n—1. Si se conocen estos valores y se elige un valor alfa, al valor critico de F se puede encontrai
la tabla F.

EJEMPLO

1.- Averiguar si la variabilidad del salario por hora es la misma en dos sucursales, o si la variabilidad de la
sucursal 1 es mayor que la de la sucursal 2. La comparacién de la variabilidad de las dos sucursales consti

el primer paso en un estudio detallado sobre ingresos.

Se toman muestras aleatorias de los salarios por hora en cada sucursal para determinar las varianzas
muestrales y elegimos un nivel de significancia de 0,05. La hipétesis nula y alternativa son:

*HO:2-2 0
*H1: 2-,2>0

Los resultados de la muestra son:

S1=$3,79 S12 = 14,3641 n1 = 21 (Sucursal 1)

S2 =$2,48 S22 = 6,1504 n2 = 25 (Sucursal 2)

El estadistico F se calcula mediante la ecuacién anteriormente explicada:

S12 14,3641

F = - = -—=2,34

S22 6,1504

El cociente F indica que la varianza muestral de la poblacion 1 es 2,34 veces la varianza muestral de la
poblacion 2. Sin embargo, dados los tamafios de las muestras ¢ Es suficiente esta evidencia para rechazar
hipétesis de que las poblaciones tiene la misma varianza?. Se necesita el valor critico de F para contestar ¢
pregunta. Primero, se calculan los grados de libertad para el numerador y el denominador:

Gl (numerador) =(n1-1)=(21-1)=20

Gl (denominador) = (n2-1)=(25-1) =24

Se usa la tabla F para encontrar el valor critico. Hay dos valores de F en la tabla: uno para el nivel de
significancia de 0,05 y otro para el nivel de 0,01. Al ser ésta una prueba de una cola, como sugiere la hipote

alternativa, toda el area de 0,05 o de 0,01 estara en el extremo superior de la curva.

Las columnas de la tabla F representan los grados de libertad del numerador, por lo que se selecciona la
columna 20. Las filas corresponden a los grados de libertad del denominador, asi que se elige la fila 24. El



valor critico de F a un nivel de significancia de 0,05 para 20 grados de libertad en el numerador y 24 grados
de libertad en el denominador es 2,02.

El cociente F calculado a partir de los datos de la muestra es 2,34. SegUn este valor de prueba, la hip6tesis
nula se rechaza (2,34 > 2,02). Si acepta un riesgo del 5% de un error de tipo I, las poblaciones no tienen la
misma varianza.

EJEMPLO

2.— ¢Son iguales las varianzas de dos poblaciones de edades de los articulos en inventario, o la poblacién

tiene una mayor varianza? Se toman muestras aleatorias de 53 articulos de cada poblacion de inventario y
calculan las varianzas muestrales. La prueba ha de llevarse a cabo con un nivel de significancia de 0,01. Lz
hipétesis nula y alternativa son:

*HO:2-2 0
*H1:2-2>0

Los grados de libertad del numerador y denominador son 52 (53-1). En

La tabla F abreviada, la fila 50 y la columna 50 se usan como aproximaciones de los grados de libertad. La
regla de decision es:

Si el cociente F calculado es mayor que 1,94, se rechaza la hipétesis
nula (se rechaza HO si F > 1,94).

Los resultados de la muestra son:

S12 =489 nl1 = 53 (inventario 1)

S22 =1,37 n2 =53 (inventario 2)

El estadistico F se calcula mediante la ecuacion anteriormente
explicada:

S12 1,370

F=o—m—m—m—m = - =28

S22 489

Una de las varianzas muestrales es 2,8 veces mas grande que la otra.

La hipotesis nula se rechaza ya que el estadistico de prueba (2,8) excede al
valor critico (1,94) de la tabla F. Se puede concluir que el inventario 2 tiene mas
variabilidad en el tiempo que el inventario 1.

CONCEPTOS BASICOS PARA ANOVA



Andlisis para la varianza

EL procedimiento de andlisis de varianza, o ANOVA, utiliza una sola
variable numérica medida en los elementos de la muestra para probar la
hipétesis nula de igualdad de medias poblaciones. Esta variable puede ser de intervalo o de escala de raz6

Esta variable algunas veces recibe el nombre de variable dependiente, en especial en programas de
computadora que ejecutan ANOVA.

La hip6tesis nula que se prueba en el ANOVA es gue la mayoria de las poblaciones que se estudian (al me
tres) tienen el mismo valor de la media para la variable dependiente. Las hipétesis nula y alternativa en
ANOVA son:

HO: =,=f=..=¢
H1: No todas las poblaciones tienen la misma media.

En la prueba ANOVA, se reline evidencia muestral de cada poblacion bajo estudio y se usan estos datos pi
calcular un estadistico muestral. Después se consulta la distribucién muestral apropiada para determinar si
estadistico muestral contradice la suposicion de que la hipotesis nula es cierta. Si es asi, se rechaza; de lo
contrario no se rechaza.

Hemos de recordar que en la prueba de varianza con dos poblaciones se calcula el coeficiente de las varial
muestrales y se verifica con arreglo a la distribucién F. Este procedimiento también se usa en ANOVA para
probar la hipotesis nula.

Se supone que todas las poblaciones bajo estudio tienen la misma varianza, sin importar si sus medias son
iguales. Es decir, ya sea que las poblaciones tengan medias iguales o distintas, la variabilidad de los eleme
alrededor de su respectiva media es la misma. Si esta suposicion es valida, entonces se puede probar la
hipétesis nula de las medias poblacionales iguales usando la distribucion F.

Método dentro y método entre.

El método dentro para estimar la varianza de las poblaciones produce una estimacion valida, sea o no ciert
la hipétesis nula. El método entre produce una estimacion valida sélo si la hipétesis nula es cierta.

El paso final en ANOVA requiere el célculo de un cociente con la estimacion del método entre en el
numerador y la estimacién del método dentro en el denominador.. Si la hip6tesis nula de que las poblacione
tienen la misma media es cierta, esta razén consiste en dos estimaciones separadas de la misma varianza
poblacional y, se puede obtener la distribuciéon F si las medias poblacionales no son iguales. La estimacion
el numerador estard inflada, y el resultado serd un cociente muy grande. Al consultar la distribuciéon F no es
probable que un cociente tan grande haya sido obtenido de esta distribucion, y la hip6tesis nula sera
rechazada. La prueba de hip6tesis en ANOVA es de una cola: un estadistico F grande llevara al rechazo de
hipétesis nula y un valor pequefio hara que no se rechace.

« METDO DENTRO
El método dentro de estimacién de la varianza produce una estimacion

valida sin importar si la hipétesis nula de las medias poblacionales iguales es cierta. Esto se debe a que la



variabilidad de los valores de la muestra se determina comparando cada elemento en los datos con la medi
muestral. Cada valor de la muestra obtenido de la poblacién A se compara con la media muestral A; cada
elemento obtenido de la poblacién B se compara con la media muestral B, y asi sucesivamente. La ecuaci¢
para calcular la estimacién de la varianza con el método dentro es:

(xij=xj) 2
ji

SW2 = ———————— e -

c(n-1)
Donde:

» sw2 = Estimacioén de la varianza muestral con el método entre.
* Xij = i-ésimo elemento de los datos de grupo j.

* Xj = media del grupo |

» C = nimero de grupos

* N = nimero de elementos de la muestra en cada grupo.

El doble signo de suma en la ecuacioén, significa que primero deben

sumarse los valores indicados por el signo de la derecha, y después sumar los valores indicados por el de |
izquierda. Primero, se encuentran las diferencias entre cada valor x y la media del grupo, se elevan al
cuadrado y se suman. Después, se agregan estas sumas para cada grupo. El resultado es la suma del cua
de las desviaciones entre cada medida de la muestra y la media de su grupo. Este valor con frecuencia se
llama la suma de cuadrados dentro (SCw). Esta suma se divide después entre el nimero adecuado de grac
de libertad para poder producir una estimacion de la varianza desconocida de la poblacion.

El nimero adecuado de grados de libertad para el método dentro se calcula como ¢(n-1) si el nimero de
observaciones en cada grupo es igual. Como a cada elemento del grupo se le resta la media de ese grupo,
(n—1) elementos de cada grupo pueden variar. Ademas como se tienen ¢ grupos, ¢ se multiplica por (n-1) f
obetener los grados de libertad para el método dentro.

EJEMPLO

1.- Se obtienen muestras del peso del llenado de cuatro paquetes de espinacas congeladas, a partir de tre
contenedores. La preguntas es si los pesos promedio de los paquetes son iguales o diferentes entre los tre
contenedores. Seguidamente se ofrecen los pesos de la muestra (en onzas), medias de grupos, media glok
estimacion de la varianza con el método dentro usando la ecuacion correspondiente.

GRUPO 1 GRUPO 2 GRUPO 3

12,4 11,9 10,3
13,79,312,4

115121119



10,3 10,6 10,2
Media 12,00 11,00 11,2
Media Global 11,4
o (Xi-x1)2=(12,4-12)2 + (13,7 - 12)2 + (11,5 - 12)2 + (10,3 - 12)2 =
6,19
o (Xi-x2)2=(11,9 - 11)2 + (9,3 - 11)2 + (12,1 - 11)2 + (10,6 — 11)2 =
5,07
e (xi—x3)2=(10,3 -11,2)2 + (12,4 - 11,2)2 + (11,9 - 11,2)2 + (10,2 - 11,2)2 = 3,74

(xIJ -=xJ)26,19 +5,07 + 3,74 15

SW2=— - - =— - - - - -—=- - =1,67
c(n-1) 3(4-1) 9

Cada valor x en la muestra se compara con la media de su propio

Grupo. Estas diferencias se elevan al cuadrado y se suman de acuerdo con la ecuacion anteriormente desc
Los valores gue resultan se suman y se dividen entre los grados de libertad. El resultado, 1,67, es una
estimacion de la varianza comUn de las tres poblaciones. Con frecuencia el término SW2 se denomina erro

cuadratico medio (MSE).

La razén por la que el método dentro produce una estimacion valida de la varianza desconocida de la

poblacion, sin importar el estado de HO.

EJEMPLO

2.— Se pidi6 a cuatro personas que beben una marca determinada de café que registraran el nimero de taz
consumidas por dia. Lo mismo se hizo con bebedores de otras tres marcas. Los resultados se muestran en

tabla. Estime la varianza poblacional coman mediante el método dentro.

MARCA A MARCA B MARCA C MARCA D

3523
21106
5454
6675

Media 446 4,5



Media Global 4,625

e (Xi-Xx1)2=(3-4)2+(2-4)2+(5-4)2+(6-4)2=10
(Xi-x2)2=(5-4)2+(1-4)2+(4-4)2+(6-4)2=14
(Xi-x3)2=(2-6)2+(10-6)2+ (5-6)2 + (7 - 6)2 = 34

(xi — x4)2 = (3 - 4,5)2 + (6 — 4,5)2 + (4 - 4,5)2 + (5 — 4,5)2 = 9,25

(xIJ-xJ)210 + 14 + 34 + 9,25 67,25

SW2= —————- - = ————————= -= - =5,60416

c(n-1) 4(4-1) 12
« METODO ENTRE
El segundo método para estimar la varianza comun de la poblacién

produce una estimacién valida solo si la hipotesis nula es cierta. Para entender el método entre recuerde el
teorema del limite central. Este importante teorema en estadistica establece que la distribucion de las medi
muestrales tiende a una distribucién normal conforme crece el tamafio de la muestra, con una media Yy un:
desviacion estandar n. Si el error estandar de la media es n, entonces la varianza de la distribuciéon es
igual al error estandar al cuadrado, , n.

Esta varianza es una medida de las diferencias entre todas las medias muestrales que puedan obtenerse d
distribucién y la media de la poblacion. La raiz cuadrada de esta varianza es el error estandar de la media,
decir, la diferencia estandar entre una media muestral y la media poblacional.

En ANOVA, para estimar la varianza de la distribucién muestral de

medias, se debe estimar primero la mdia poblacional. La media de todos los valores muestrales proporcion:
esa estimacion. Después, se determina la diferencia entre la media de cada grupo y esta media poblaciona
estimada, y estas diferencias se elevan al cuadrado y se suman. Este valor, con frecuencia se llama la sum
cuadrados entre (SCb). Esta suma se divide entonces entre el nimero adecuado de grados de libertad par:
obtener la estimacién de la varianza de la distribucion muestral. La ecuacion siguiente da el calculo de la
estimacion de la varianza de la distribucion muestral de las medias:

(xj — x)2

Donde:

» Sx2 = Estimacion de la varianza de la distribucion muestral de medias.

« Xj = Media del grupo j.

» X = Media Global (media de todos los valores) usada como estimacion de .
* C = nimero de grupos.

Para la distribucién muestral de las medias x2 =,/ n, en donde n es el



tamafio de la muestra o el nUmero de elementos de cada grupo. Al evaluar esta ecuaciéon para una estimac
de la varianza (,) se obtiene:

*nNXx2=,

e . =nNXx2
Se puede calcular una estimacion de , si se multiplica n por la
estimacion de x2, es decir;
S2 = nsx2
La estimacidn del método entre de la varianza se puede calcular si se
sustituye el valor de la ecuacién anteriormente explicada por sx2:

n (xj — x)2

» sh2 = Estimacién del método entre de la varianza poblacional comun.

* Xj = media del grupo j.

» X = media global (media de todos los valores), usada como estimacién de .

* C = numero de grupos

* n = nimero de elementos de la muestra en cada grupo si el nUmero de observaciones en cada uno
mismo.

El valor adecuado de los grados de libertad para el método entre es c-1.

como la media global se resta de la media de cada grupo, sélo (c—1) medias pueden variar. Observe que la
ecuacion anteriormente descrita, supone gque el nimero de observaciones en cada grupo, n, es el mismo.

EJEMPLO
En el ejemplo anterior al de antes, se obtuvo una muestra de los pesos de llenado de cuatro paquetes de
espinacas congeladas de tres contenedores y se calculd una estimacion de la varianza poblacional descon

con el método dentro. En este ejemplo, la varianza poblacional desconocida se estimara mediante el métoc
entre:

10



(12,0-11,4)2 + (11,0 -11,4)2 + (11,2 -11,4)
n (xj — x)2

j 4 (0,56) 2,24

SX2 = —m————mm = ——— = - =1,12

c-13-12

La estimacidn de la varianza poblacional, calculada con el método entre es 1,12.
* TABLAY PRUEBA F PARA ANOVA

Una vez que se ha usado el método dentro y entre, para estimar la

varianza desconocida de las poblaciones, se forma un cociente con estas

dos estimaciones:

sb2 estimacion de , por el método entre

F= - - - - - - - - - - - -

sb2 estimacién de , por el método dentro
Si la hipétesis nula es cierta, tanto el numerador como el denominador

de la ecuacién son estimaciones validas de la varianza comun de las poblaciones que se estudian. Este
cociente se ajusta a la distribucién F. Si la hipétesis nula es falsa el numerador de la ecuacion en realidad €
una estimacién inflada de ,; el denominador sigue siendo una estimacion valida. Bajo estas condiciones, el
valor F serd muy grande, y se puede concluir que la hip6tesis nula es falsa. La figura que mostramos a
continuacioén presenta la distribucién muestral para la prueba ANOVA junto con las regiones de aceptacion
rechazo.

La siguiente figura ilustra el paso final de la prueba de hipétesis ANOVA. Si la hipétesis nula de medias
poblacionales iguales es cierta, el estadistico F calculado se obtuvo de esta distribucién; esto parece razon
siempre que el valor F no sea demasiado grande. De los datos muestrales resulta un valor F muy grande, s
concluye que medias poblacionales diferentes son las causas de que el numerador en el calculo de F esté
inflado, y la hipétesis nula se rechaza. En la figura siguiente se puede observar que alfa (), la probabilidad |
un error tipo | se indica en la cola superior. Si la hip6tesis nula es en realidad cierta existe alguna posibilidal
de que equivocadamente se declare falsa. La probabilidad de que esto ocurra es alfa (), es decir, el nivel d
significancia de la prueba.

11
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* TABLA ANOVA

Los resultados del analisis de varianza se presentan en una tabla ANOVA que resume los valores importan
de la prueba. Esta

tabla tiene un formato estandar que usan los libros y los problemas de computadora que ejecutan ANOVA.
siguiente tabla muestra la forma general de la tabla ANOVA.

En dicha tabla se resumen los célculos necesarios para la prueba de igualdad de las medias poblacionales
usando analisis de

varianza. Primero se usa el método dentro para estimar , .Cada valor de los datos se compara con us propi
media, y la suma de las diferencias al cuadrado se divide entre los grados de libertad c(n—-1).

\lj:'r:iz;rgﬁ de SC GL Estimacion de Coeficiente F
Grupos Entre n (xj—-x)2 c-1 SSb/glb S SSh2 / Sw2
Grupos Dentro (xij—xj)2 c(n-1) SSb/glb

Total (xij—x)2 nc -1

Donde:

* j = Numero de la columna

* i = Numero de lafila

» ¢ = NUmero de columnas (grupos)

* n = NUumero de elementos en cada grupo (tamafio de la muestra)

La tabla ANOVA contiene columnas con las fuentes de variacién, las sumas de cuadrados, los grados de
libertad, las

estimaciones de la varianza y el valor F para el procedimiento de analisis de varianza.
EJEMPLO

Una analista de una cadena de supermercados, quiere saber si las tres tiendas tienen el mismo promedio €
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ddlares por compra. Se elige una muestra aleatoria de seis compras en cada tienda. La tabla niamero 1 pre
los datos recolectados de esta muestra junto con las medias maestrales para cada tienda y la media global
todos los datos. Hara una prueba con un nivel de significancia de 0,01.

La hip6tesis nula que se quiere probar es que todas las poblaciones de las que se obtuvieron los datos
maestrales tienen la misma media. La hipotesis alternativa es que las poblaciones no tienen la misma medi
Las primeras dos medias maestrales en la tabla nimero 1 sugieren que la hip6tesis nula es cierta, ya que s
muy cercanas. La tercera media muestral, es considerablemente mas pequefia que las otras dos. Pero, ¢S
esta diferencia a la aleatoriedad del muestreo o al hecho de que las poblaciones tienen medias distintas? E
es la pregunta que vamos a responder con el procedimiento de ANOVA.

Tabla nimero 1 Datos maestrales para ANOVA (en délares) para el ejemplo

Tienda 1 Tienda 2 Tienda 3

12,05 15,17 9,48

23,94 18,52 6,92

14,63 19,57 10,47

25,78 21,40 7,63

17,52 13,59 11,90

18,45 20,57 5,92

Media 18,73 18,14 8.72

Media global : x = 15,20, c=3, n=6

Se usan ambos métodos, dentro y entre, para estimar la varianza de las tres poblaciones. Recuerde la
suposicion fundamental de ANOVA : todas las poblaciones tienen la misma varianza sin importar si tienen |
misma media. La tabla nimero 2 contiene los calculos para el método dentro, y la tabla nimero 3 da los
célculos para el método entre.

Tabla nimero 2 Célculos del método dentro para el ejemplo.

Tienda 1 (12,05 — 18,73)2 + (23,94 — 18,73)2 + (14,63 — 18,73)2 + (25,78 — 18,73)2 + (17,52 - 18,73)2 +
(18,45 — 18,73)2 =

139,82

Tienda 2 (15,17 — 18,14)2 + (18,52 — 18,14)2 + (19,57 — 18,14)2 + (21,40 — 18,14)2 + (13,59 — 18,14)2 +
(20,57 — 18,14)2 =

48,25

Tienda 3 (9,48 — 8,72)2 + (6,92 — 8,72)2 + (10,47 — 8,72)2 + (7,63 — 8,72)2 + (11,90 — 8,72)2 + (5,92 —
8,72)2 =
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26,02

Suma de cuadrados dentro (SCw) = 139,82 + 48,25 + 26,02 = 214,09
Tabla nimero 3 Célculos del método entre para el ejemplo.

(18,73 - 15,20)2 + (18,14 — 15,20)2 + (8,72 - 15,20)2 = 63,09

Suma de los cuadrados entre (SCb) = 6(63,09) = 378,54

Los valores calculados en las tablas 2 y 3 se usan para rellenar la tabla ANOVA. Como se tienen tres
poblaciones en la prueba,

¢ = 3. Se obtuvo una muestra de seis valores de cada poblacion, asi que n = 6. La tabla nUmero cuatro pre:
la tabla ANOVA para este ejemplo.

Tabla nimero 4 Tabla ANOVA para el ejemplo.
Fuente de

Variacién SC gl Estimacion de , Coeficiente F

Grupos entre 378,54 2 189,27 13,26

Grupos dentro 214,09 15 14,27

592,63 17

Los grados de libertad se calcularon como sigue:

ec—-1=3-1=2(Grupos entre)
ec(n-1)=3(6-1) =15 (Grupos dentro)

Como se puede ver en la tabla nimero 4, el método entre para estimar ,, produce un valor de 189,27,
mientras que la estimacion

del método dentro es de 14,27. El cociente F indica que la estimacion del método ente es 13,26 veces el ve
del método dentro. ¢ Se debe esta diferencia al error de muestreo, o se debe a que la hipétesis nula es fals:
Para contestar a esta pregunta se consulta la tabla F y se determina un valor critico.

Dos grados de libertad estan asociados con el numerador del cociente de F , y se asocian quince grados de
libertad con el denominador. De la tabla F el valor critico es 6,36 para estos grados de libertad a un nivel de
significancia de 0,01. El valor F calculado de 13,26 es mayor que el valor critico, lo que significa que se tien
suficiente evidencia muestral para rechazar la hip6tesis nula de medias poblacionales iguales.

EJEMPLO 2

Se pide a cuatro personas que beben una marca determinada de café que registren el nimero de tazas qu
consumen durante un dia. Se hace lo mismo con bebedores de otras marcas. Los resultados se muestran «
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continuacion. Construya la tabla ANOVA para probar si existe alguna diferencia en el nimero promedio de
tazas consumidas, para cada marca.

Marca A Marca B Marca C Marca D

3523

21106

5454

6673

4463

Media global 4.25

n=4

c=4

METODO DENTRO
e MarcaA(3-4)2+(2-4)2+(5-4)2+(6-4)2=10
e MarcaB(5-4)2+(1-4)2+(5-4)2+ (6 -4)2=17
*MarcaC(2-6)2+(10-6)2+(5-6)2+ (7 -6)2=34
e MarcaD(3-3)2+(6-3)2+(4-3)2+(5-3)2=14

METODO ENTRE

(4-4,25)2 + (4 -4,25)2 + (6 — 4,25)2 + (3 - 4,25)2 = 6,75

TABLA ANOVA

Fuente de

Variacion SC GL Estimacion , Coeficiente F

Metodo 6,753 6,75/3 2,25/ 6,25 =0,36
Entre
Metodo 75 12 75/ 12

Dentro
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TOTAL 81,75 15
ANALISIS DE LA VARIANZA CON DOS CRITERIOS DE CLASIFICACION
Anova con dos criterios

En ocasiones, es deseable identificar dos causas posibles para las diferencias en la variable dependiente. ¢
el caso, se lleva a cabo un programa ANOVA con dos criterios de clasificacion, donde se identifican dos
causas posibles para la variabilidad de la variable dependiente. Se toman al azar dos muestras de la pobla
de interés y se usan los resultados maestrales para probar la hipétesis nula relevante.

EJEMPLO

Hace un par de ejemplos, el analista intenté determinar si habia alguna diferencia en el promedio en ddlare
por compra entre tres tiendas. ¢, Qué ocurre si también quiere determinar si existe alguna diferencia en el
promedio de compra debida a los efectos de dos camparias distintas de publicidad ?

Los datos de la tabla nimero 1 del ejemplo del que estamos tratando se vuelven a disponer de manera que
puedan examinar usando dos criterios de clasificacion para el analisis de varianza. Hay tres grupos en el fa
1 (tiendas) y dos grupos en el factor 2 (camparfias de publicidad). Se tomé una muestra de tres elementos (
y se tomaron medidas para cada una de las seis celdas de la tabla (3 *2 = 6).

Tabla nimero 5 Datos maestrales (délares) de ANOVA para el ejemplo.

Campafia de

Publicidad TIENDA 1 TIENDA 2 TIENDA 3 MEDIAS

12,05 15,17 9,48

A (16,87) 23,94 (17,75) 18,52 (8,96) 6,92 14,53
14,63 19,57 10,47

25,78 21,4 7,63

B (20,58) 17,52 (18,52) 13,59 (8,48) 11,90 15,86

18,45 20,57 5,92

18,73 18,14 8,72 15,20

Media global 15,20 r = 2 ¢c=3 n=3

* Media tienda 1 18,73

* Media tienda 2 18,14

* Media tienda 3 8,72

* Media campafia A 14,53

* Media camparia B 15,86

* Media tienda 1 y camparfa A 16,87
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* Media tienda 2 y camparfa A 17,75
* Media tienda 3 y camparia A 8,96
* Media tienda 1 y camparfia B 20,58
* Media tienda 2 y camparfia B 18,52
* Media tienda 3 y camparia B 8,48

Interaccidn

Una razén mas importante para aplicar el procedimiento de ANOVA con dos criterios de clasificacion es qu
permite probar una tercera hipotesis. Como se obtendra una muestra de cada combinacién entre las variab
en filas y columnas, se puede examinar el efecto de interaccién de estas variables.

La interaccion ocurre cuando los niveles de un factor se interrelacionan de manera significativa con los
niveles del segundo factor ejerciendo influencia sobre la variable dependiente.

En el procedimiento de ANOVA con dos criterios de clasificacién, la primera hipétesis nula para probar se
refiere a la presencia de interaccion:

HO : No hay interaccién entre los factores en las filas y los factores en las columnas para la poblacion bajo
prueba.

Si se encuentra interaccidn, hay que determinar porqué ciertos niveles de un factor interactllan con ciertos
niveles del segundo factor. Esto se hace examinando las diferentes medias en las celdas. La interaccion se
encuentra pocas veces, pero cuando la hay, el analista no puede interesarse por probar otras hipétesis.

Si no se encuentra interaccion, las variables en filas y columnas se examinan para buscar diferencias en la
variable independiente. Las hipotesis nulas bajo prueba son:

« HO : No existe diferencia en el valor promedio de la variable dependiente para las poblaciones en la:
filas.

« H1 : No existe diferencia en el valor promedio de la variable dependiente para las poblaciones en la:
columnas.

EJEMPLO
Un analista de personal, quiere llevar a cabo un analisis de varianza con

dos criterios de clasificacién para determinar si la variable tiempo con la compaiiia esta afectada por uno de
dos factores: La localizacién del empleado en las areas de trabajo de la companiia y el nivel de salario del

empleado. Cada empleado se asigna a una de las cuatro areas de trabajo de la compafiia en diferentes pa
la ciudad. Existen tres tipos de empleados segun el método de pago: por horas, por mes y por afio. El conijt
de datos consiste en muestras de cada combinacién posible entre la localizacién del empleado y su métodc
pago. Esto da como resultado una tabla de datos con 12 celdas. Las hip6tesis nulas que se van a probar sc

» HO : No hay interaccion entre la localizacion y el método de pago.
» HO : No hay diferencia en el tiempo con la compafiia debida a la localizacion.
* HO : No hay diferencia en el tiempo con la compafiia debida al método de pago.

EJEMPLO

Un estudio investigo los efectos de la informacién respecto al precio, la
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marca y la tienda sobre la evaluacion del producto por los consumidores. Supongamos que la variable
dependiente es la percepcion del consumidor sobre la calidad del producto, medida en una escala numeéric:
Dos de los factores estudiados fueron precio y marca. Se tenian cinco precios para calculadoras ($17, $28,
$39, $50 y la ausencia de precio) y tres marcas (Hewlett Packard , Royal y Sony). Los datos consistieron et
muestras de todas las combinaciones posibles de precio y marca. Esto dio como resultado una tabla de dat
con 15 celdas. Las hipétesis nulas bajo prueba son:

* HO : No hay interaccion entre el precio y la marca.

» HO : No hay diferencia en la percepcién de la calidad del producto debida a los diferentes niveles de
precio.

» HO : No hay diferencia en la percepcion de la calidad del producto debida a las diferentes marcas.

Son muchos los calculos requeridos por un analisis de varianza con dos

criterios de clasificacion. La disponibilidad generalizada de paquetes de computadora que realizan ANOVA
ha eliminado practicamente los calculos manuales para esta técnica. Sin embargo, es importante saber que
esta haciendo con los datos para lograr una interpretacion y un entendimiento apropiados. Los célculos
especificos para un procedimiento de ANOVA con dos criterios de clasificacion no se presentaran aqui, per
se describira la naturaleza general del andlisis y se interpretara una salida de computadora.

La suposicién clave que fundamenta el ANOVA con dos criterios de clasificacion es la misma que para el
ANOVA con un criterio: Se supone que todas las poblaciones bajo estudio tienen la misma varianza. Si se
tiene tres filas en la tabla de datos y cinco columnas, hay quince celdas y quince poblaciones que deben
muestrarse. Independientemente de si las medidas de estas quince poblaciones son las mismas, debe sup
gue varian en el mismo grado. Todas deben tener la misma varianza para que el procedimiento de ANOVA
funcione correctamente.

Existen cuatro formas de estimar la varianza comuan de las poblaciones en el procedimiento de ANOVA cor
dos criterios de clasificacién. Una de estas formas, el método dentro, produce una estimacion fiable de estz
varianza independientemente de que cualquiera de las tres hipotesis nulas sean ciertas. Igual que en el
procedimiento de ANOVA con un criterio, el método dentro mide la variabilidad de cada valor muestral
alrededor de su propia medida de la celda. Alun cuando varias de las celdas en la tabla de datos tengan me
diferentes, esto no influird en los calculos de la varianza estimada con el método dentro. Al calcular la sume
de cuadros usando el método entre se compara el primer dato con la media de la celda en la que esta. La
diferencia se eleva al cuadrado y se suma a los cuadrados de las diferencias entre todos los otros valores c
muestra y las medias de sus propias celdas. El valor gue se obtiene se divide entre el nimero apropiado de
grados de libertad, rc(n — 1). Como la media de la celda se resta de cada uno de los n elementos en la celd
uno de estos elementos no tiene libertad para variar. Cada celda tiene entonces (n — 1) grados de libertad,
hay r (el nimero de filas) multiplicado por ¢ (el nUmero de columnas) celdas. Esta estimacion dentro de la
varianza es el denominador de cada cociente F.

El segundo método para estimar la varianza es valido solo si no hay interaccién entre las poblaciones. Si la
hay, este método produce una estimacion inflada. El valor de gl se calcula de la misma manera que para la
prueba de la tabla de contingencia: (r — 1) (c — 1).

El tercer método para estimar la varianza produce una estimacion valida sélo si la hipétesis nula sobre la
igualdad de la media de columnas es cierta. Si esta hipoétesis es falsa, se obtendra una estimacién inflada. |
es lo mismo que usar el método entre para estimar la varianza en un procedimiento de ANOVA con un
criterio.

Los grados de libertad son el nimero de columnas menos uno, (c — 1).
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El dltimo método para estimar la varianza es valido s6lo si la hip6tesis sobre medias iguales en las filas es
cierta. Si no lo es, se obtiene una estimacion inflada. De nuevo, el procedimiento es similar al método entre
para estimar la varianza en un ANOVA con un criterio. Los grados de libertad son el numero de filas menos
uno, (r — 1). La taba de a continuacién contiene las formulas para el procedimiento de ANOVA con dos
criterios de clasificacion.

Tabla de analisis de varianza con dos criterios de clasificacion.
Fuente de Coeficiente

variacion SC gl Estimacion de F

Filas cn" (xri — x)2 r =1 SCr/glr S2r/S2w

I

Columnas cn" (xcj — X)2 ¢ — 1 SCclglc S2¢/S2w

J

Interaccién n [ ™ (xij — xri — (r — 1)(c — 1) SCi/gli S2i/S2w
i)

- XCcj —X)2]

Grupos """ (xijk = xij)2 rc (n — 1) SCw/glw
dentroijk

TOTAL "™ (xijk = xij)2 nrc = 1

ljk

j = NUmero de la columna.

i = NUmero del renglén.

k = Numero de la observacion dentro de una celda.
r = Numero de filas.

¢ = Numero de columnas.

n = Numero de observaciones en cada celda.

El resultado final de un procedimiento de ANOVA con dos criterios es el célculo de tres cocientes F. El
denominador para cada uno

de estos cocientes es la estimacion del método dentro para la varianza desconocida de la poblacién. Los
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numeradores de los cocientes

son las estimaciones obtenidas bajo la suposicion de que cada una de las tres hipétesis es cierta. Cada
cociente F se examina para ver

si es muy grande. Cualquier cociente F que sea mas grande que el valor de la tabla F da como resultado el
rechazo de la hipotesis nula

correspondiente. La forma general de cada uno de los tres cocientes F es:

si2 (estimacion de interaccién de )

e F= - - - - - - - - - - - - -

(interaccién)

Sw2 (estimacion por el método dentro de )

Sc2 (estimacion por el método entre por columna de )

—————————— ———————— ————= ———————— ————————(C(
Sw2 (estimacion por el método dentro de )

Sr2 (estimacion por el método entre por filas de )

(filas)
Sw2 (estimacion por el método dentro de )
Si las tres hipoétesis nulas son ciertas, los calculos para los numeradores y denominadores de estos tres
cocientes F seran estimaciones validas de la misma varianza poblacional desconocida. Como se ha visto, L
razon de este tipo se obtiene de la distribucién F. Sin embargo, si cualquiera de las tres hipétesis nulas es
falsa, el numerador de la raz6n correspondiente estara inflado y dara un valor grande de F que llevara el
rechazo de la hip6tesis nula.
EJEMPLO
La siguiente tabla presenta la tabla ANOVA con dos criterios de
clasificacién para el ejemplo con el que comenzamos este tema (tres tiendas). Se calcularon cuatro
estimaciones de la varianza comun de todas las poblaciones. No obstante, solo el método dentro produce
estimacioén valida sin importar el estado de ninguna hipétesis nula. La evidencia muestral ha producido el
valor 16,019 como la estimacién del método dentro para .

Fuente de

variacion SC gl Estimacion de Coeficiente F
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Filas 8,013 1 8,013 0,50

Columnas 378,381 2 189,90 11,81

Interaccion 13,851 2 6,925 0,43

Dentro 192,223 12 16,019

TOTAL 592,468 17

Las tres hipétesis nulas son:
* HO : No hay interaccion entre tienda y campanfa publicitaria en la poblacion.
« HO : Las poblaciones en las filas (campafa publicitaria) tienen ambas la misma medida.
« HO : Las poblaciones en las columnas (tiendas) tienen todas las mismas medidas.

Se calculan los cocientes F de la tabla anterior dividiendo cada una de

las estimaciones de correspondientes a las tres hip6tesis nulas entre 16,019, la estimacién valida de .
Estos célculos son:

COCIENTE F GRADOS DE LIBERTAD F critica (.05)
8.013/16.019 = 0.500 1.112 4.75
189.190/16.019 = 11.810 2.12 3.88
6.925/16.019=0.432 2.12 3.88

Observe que la estimacion dentro de (S2w = 16,019) se usa en todos los denominadores. Ademas se dan
los grados de libertad para el numerador y el denominador para cada prueba de hipétesis. Estos valores
aparecen en la tabla anterior para cada fila de la tabla.

A continuacién se encuentran las razones criticas de la tabla F calculando para interaccion (0,432) es menc
gue el valor critico (3,88), de manera que la hipétesis nula no se rechaza. El valor F calculado para las filas
(0,500) es menor que el valor critico (4,75), por lo gue no se rechaza la hipétesis nula para las filas. El valor
calculado para las columnas (11,810) es mayor que el valor critico (3,88) y la hip6tesis nula para las columr
se rechaza.

Las conclusiones para el analisis de varianza con dos criterios de clasificacién son:

» No hay interaccion entre tiendas y campafias publicitarias en la poblacion.
» Las campafias publicitarias tienen ambas la misma media.
* Las tiendas tienen diferentes medias.

Para las primeras dos conclusiones existe la posibilidad de un error tipo Il. En cualquier caso, la hipotesis n
puede de hecho ser falsa. Para la ultima conclusion se tiene la posibilidad de haber rechazado una hipétesi
nula que en realidad es ciertas. Un paso final muy importante es la evaluacién de los riegos de error y las
penalizaciones asociadas.

La tercera conclusion establece que las diferentes tiendas no tienen la misma media en la poblacion.

Vale la pena hacer algunos comentarios finales sobre los procedimientos del andlisis de varianza con uno ¢
criterios de clasificacion. Como se ha comentado varias veces a lo largo del tema, la suposicién clave de
ANOVA es que todas las poblaciones tengan la misma varianza. En realidad, son tres las suposiciones que
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deben cumplir para que el procedimiento ANOVA arroje resultados adecuados.

» Todas las poblaciones que se prueban deben tener la misma varianza para la variable dependiente.
» Todas las poblaciones que se prueban deben seguir una distribucion normal para la variable dependiente
« Las muestras tomadas de las poblaciones que se prueban deben ser aleatorias.

Deben verificarse estas tres suposiciones para asegurar un analisis valido.

En ocasiones, estas suposiciones se ignoran, en particular porque los paquetes de computadora que ejecu
ANOVA no preguntan al analista si se han tenido en cuenta. El analista debe, por lo menos, tener una idea
intuitiva de que se cumplen las dos primeras y que se estan usando muestras aleatorias.

OTROS DISENOS ANOVA

Los disefios con uno y dos criterios de clasificacion descritos en este capitulo constituyen los procedimientc
basicos de ANOVA que se usan en la mayor parte de las aplicaciones. En ocasiones se emplean
modificaciones a estos procedimientos al examinar los efectos de diferentes factores sobre una variable de
interés. En esta seccion se describen las cuatro variaciones basicas mas comunes.

* Los disefios basicos de ANOVA suponen gue los tamafos de las muestras son iguales. Para el ANOVA ¢
un criterio de clasificacion se usa el mismo tamafio de muestra en cada tratamiento. En el disefio de dos
criterios se usa el mismo tamafo de muestra en cada celda de la tabla de datos. Algunos disefios mas
complejos pueden manejar muestras desiguales. Esto puede ser conveniente cuando hay diferentes
proporciones de los elementos de una poblacion y el analista quiere reflejar estas diferencias en la mues

» En los disefios descritos en este tema, se muestrearon todas las poblaciones de interés. Suponga que ur
ANOVA con dos criterios de clasificacion basicos se obtiene una muestra de todas las poblaciones. Un
disefio alternativo de ANOVA elige al azar esas poblaciones para la muestra y extiende los resultados a
esas poblaciones.

« El procedimiento basico de ANOVA se puede ampliar para cubrir tres factores o0 mas. Una alternativa es
elegir al azar operadores (3 factores) para la muestra y extender los resultados del ANOVA a todas las
poblaciones.

El estudio factorial de ANOVA con dos criterios estudiaba estos efectos. De hecho, este disefio factorial de
tres criterios de clasificacion obtiene una muestra de cinco niveles de precio, tres nombre de marca y tres
nombres de tienda.

 En el disefio basico de ANOVA con un criterio de clasificacion , los sujetos se asignan al azar a los
tratamientos. Esta asignacion aleatoria proporciona alguna seguridad de los sujetos en cada tratamiento
mas 0 menos los mismos, y elimina asi los efectos de sujetos diferentes.

El disefio de bloques aleatorizados elimina el efecto de las diferencias entre los sujetos de los tratamientos,
someter a cada sujeto a todos estos tratamientos.

Los distintos métodos de llevar a cabo el procedimiento de analisis de varianza a veces reciben el nombre
disefios de experimentos. El término experimento sugiere una aplicacién cientifica mas que una de negocic
esto es cierto en general. Las aplicaciones de negocios, con frecuencia incluyen la observacién mas que la
manipulacién de variables, asi que los procedimientos avanzados de disefio o experimentos no son muy
comunes. Sin embargo hay ocasiones en que la situaciones de negocios se pueden controlar para examine
efecto de los distintos factores sobre la variable de Interés. En estos casos, los procedimientos avanzados
pueden ser muy Utiles y, de hecho, el control de calidad y la investigacion para el disefio de productos son ¢
areas de importancia en este sentido.
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LA PRUEBA DE KRUSKAL-WALLIS
La estructura de los datos

Consideremos un disefio con un solo factor, completamente aleatorizado. La prueba que estudiamos es un
extension de la prueba U de Mann — Whitney para el caso de k muestras o k niveles de un factor, mutuame
independientes. Y es una alternativa al ANOVA de un factor, efectos fijos, complementos al azar, cuando n
se cumplen los supuestos paramétricos del mismo.

Transformemos las nl + n2 + ... + nk = N observaciones en rangos u ordenes Oij, de modo que la menor de
las Yij reciba el valor 1, la siguiente el valor 2, ..., y la mayor el valor N. Si suponemos que la variable es
continua no deberian existir empates.

Llamamos Oi a la suma de los ordenes que han correspondido a la muestra i:

Oi= Oij

Oi

Por tanto: Oi = ———————-—
ni

sera la correspondiente media aritmética. La suma de los N valores valdra_
N N(N+1)

ij= - ( = 1,2,..,N)

ijir2
Y su promedio:

ij (N+1)

N 2
Estadisticos de contraste

Podemos considerar que las k muestras son aleatorias e independientes extraidas de un poblacidn finita de
tamafo N, en la cual:

N N(N+1) N (i’ - )2 (N2 - 1)

i"2iN12

(N+1)
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Portanto:E(Oi)= =-————————
2

N+12N-ni N-ni(N2-1)12 (N -ni)(N + 1)(N - 1)

Var(0i) = E(Oi- ————-- ) = ———m—m—m ———— = —— ———————e

2N-21niN-1nil2ni(N-1)
Un estadistico de contraste puede ser:

N + 1 ni(N+1)2 Oi2 N(N+1)2

S= ni(Oi—-———————- )2 = (niOi — ——————————— ——)2 = (————— ) - N —

Si las muestras proceden de una misma poblacién o de k poblaciones idénticas, es decir, si no existen
diferencias entre los tratamientos, serian minimas las diferencias entre las medias y la media comdn, lo que
traducira en valores de S pequefios. Si hay diferencias entre los tratamientos , el valor de S tendera a ser
grande.

Tenemos, ademas segun las 2 ultimas demostraciones anteriores que:

N+ 1 (N - ni)(N+1)(N-1) (k-1)N(N+1)

E(S)= niE (Oi — —————————- I

2 12ni(N-1) 12

Observamos que el valor esperado de S depende del numero de observaciones. Por ello, un estadistico cu
valor esperado no depende del numero de observaciones, funcién de S, y con el cual llegamos a las misme
conclusiones, es:

11 0i2 N(N+1)2 12 Oi2

N(N+1)/12 N(N+1)/12 nl 4 N(N+1) i nl

12 N(N+1)2

N(N+1) 4

12 Oi2
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Entonces,H = ~—————————— ——— - 3(N+1)
N(N+1) ni
1

Y E(H) = ———————————-——————E(S) =k -1

N(N+1)/12

El estadistico de contraste tiene un valor esperado que no depende del numero de observaciones; solo der
del nimero de muestras.

Es facil conocer su distribuciéon muestral. Bajo la hipétesis nula, los 1,2, ...,N ordenes estaran distribuidos a
azar en las k muestras, con la unica restriccion de que haya ni de ellos en cada una. Las distintas maneras
como N elementos se pueden distribuir en k muestras de tamafio ni son:

N!

nl! n2!... nk!

Si para cada una de esas posibilidades calculamos el valor de H y llamamos a las que coincidan t(h), la
posibilidad de aparacion de este valor viene dada por

nl! n2!.. nk!
f(h) = t(h) - - -
N!

Averiguar las probabilidades exactas para cada caso es bastante engorroso. Es mas Util servirse de una
aproximacion si los ni son moderadamente grandes. Para cada muestra tenemos:

[Oi — (N+1)/2]

Zi= ————————= -
Var (Oi)
Cuya distribucion tiende a N(0,1). Por tanto si Zi2 es E. De modo que :

N — ni [Oi — (N+1)/2]2

N var (Oi)
Es la suma de k términos Zi2 ponderados, debera seguir una distribucion .Como se debe cumplir que:

N(N+1)
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nio = ——————————-

2

no todos estos términos seran independientes, por lo que los grados de libertad seran k —1.

H es un estadistico de contraste que la sigue la distribucion con k —1 grados de libertad.

Si hay empates es las observaciones y se promedian los rangos, la distribucién muestal de H se vera afect:
Cuantos mas empates hay, mas conservadora se hace la prueba, lo que significa que se torna mas dificil

considerar H como significativo.

Se precisa una correccion que depende exclusivamente del numero de observaciones empatadas. Si llama
tk al numero de valores empatados en el orden k , la correccién consiste en dividir H por el siguiente termin

(k3 - tk)

N3 - N

La prueba es fundamentalmente una prueba respecto a los promedios, muy poco sensible a desigualdad dt
poblaciones subyacentes en sesgo, curtosis o amplitud de los datos. Es decir, que bajo HO de igualdad de
promedios, el estadistico H tiende a ser pequefio aunque las poblaciones difieran en la forma o en las esca
lo cual implica que la probabilidad de rechazar HO es verdadera sigue siendo préxima a alfa.

EJEMPLO:

Un psicdlogo esta interesado en el efecto que determinado tipo de castigo y determinado tipo de premio tiel
sobre la conducta agresiva de nifios de 8 a 10 afios. Con este fin, prepara un experimento con 22 nifios de
edades tomados al azar de un colegio de EGB. Al azar los asigna a las dos condiciones experimentales y a
grupo control. Al cabo de unos meses les pasa una prueba de agresividad y los obtiene los siguientes dato:

Se desea saber si hay evidencias suficientes para concluir que diferencia entre las medianas de los
tratamientos, a nivel de significacién de 0,01.

* Hipoétesis

HO = Las tres poblaciones subyacentes son idénticas.
H1 = Las tres poblaciones no tienen la misma mediana.
* Supuestos:

* Las k muestras de tamafos nl,, n2 , n3 son aleatorias
» Las N observaciones son mutuamente independientes
« La variable dependiente es continua.

* El nivel de medida es al menos ordinal.
* Las poblaciones son idénticas excepto posiblemente en los promedios.
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* Estadistico de contraste
Transformemos los datos en ordenes:

Oi

Control: 13.5, 21, 19, 1.5, 13.568.5
Premio: 16, 22,19,16,10.5,8.5,7,4.5 103.5
Castigo: 16,19,8.5,10.5,4.5,3,1.5,6,12 81
Calculo H:

12 68.52 103.5 812

Hk = —=———=——==—— ( e B COE
(22)(23)58 9

=0.0237(938.45+1339.03+729) - 69 = 71.3+ 69 = 2.3
Hago la correccién por empates:

(13.5,dos veces) : 23-2=6

(19, tres veces): 33-3=24

(1.5, dos veces): 23-2=6

(16, tres veces): 33-3=24

(10.5, dos veces): 23-2=6

(8.5, dos veces): 23-2=6

(4.5, dos veces): 23-2=6

(6 +24+6+24+6+6 +6) 78

Sy R S— S = 0.9993

223 - 22 10626
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» Zona Critica

Puesto que un grupo tiene tamafio superior a 8 , utilizamos la distribucion de con 2 g.l. La zona critica
estara formada por todos los valores iguales o superiores a 0.990 =9.21

* Decision:

Puesto que 2.316 < 9.21, no podemos rechazar la hipétesis nula (p > 0.05).

 Conclusion

No hay evidencia suficiente en los datos para afirmar que los tratamientos tienen efecto diferencial.
RESUMEN

Ademas de medias y proporciones, muchas veces interesa la variabilidad de las poblaciones. En este tema
presentaron métodos para la viabilidad de una sola poblacién y para comparar las viabilidades de dos
poblaciones.

También se presento en este tema la manera de examinar los efectos de los diferentes factores sobre la
variable de interés (Variable independiente). En el analisis de varianza con un criterio, las medidas de la
variable dependiente se hacen para cada nivel del factor que se piensa que afecta a esta variable. Se pued
examinar dos factores relevantes al mismo tiempo en el procedimiento de ANOVA con dos criterios de
clasificacion, y estudiar los efectos de tres 0 mas factores sobre la variable dependiente a través de
procedimientos mas avanzados.

El analisis de varianza es un buen ejemplo de una técnica estadistica que resulta muy practica debido al us
generalizado de las computadoras. El volumen de calculos es tal que es muy dificil realizar un disefio de
cualquier tamafio Gtil solo con calculos manuales. Los programas de computadora que ejecutan ANOVA es
disponibles para computadoras personales al igual que para las mas grandes. Estos programas, por lo gen
realizan andlisis con uno y dos criterios de clasificacién y algunas veces también ofrecen técnicas mas
avanzadas.

APLICACIONES DE CONCEPTO ESTADISTICO AL MUNDO DE LOS NEGOCIOS

Existen muchas aplicaciones de las técnicas de ANOVA presentadas a lo largo de este tema que son
importantes para el mundo de los negocios. Cuando el valor promedio de alguna variable se compara con t
0 mas poblaciones, las conclusiones que resultan de un estudio de ANOVA pueden ser muy Utiles para el
administrador. Con frecuencia se modifican las variables de produccién para determinar que combinacion
lleva al proceso de manufactura optimo.

EJERCICIOS

Numero 1.— Prueba de varianza con una poblacién.

Los instrumentos cientificos de medicidon como el altimetro de un avién, deben proporcional lecturas correc
y con errores de medicidbn muy pequefios. El gerente de produccién esta preocupado por el indice de varia
en las lecturas producidas por los altimetros de su compariia. Los altimetros estan diseflados para tener un
desviacion estandar de 200 pies. El gerente decide probar si la variabilidad de estos instrumentos es mayol

gue 200 pies. Selecciona una muestra de siete altimetros y calcula una desviacién estandar de 250 pies.

« Establezca las hipétesis nula y alternativa.
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« Calcule los grados de libertad.

« Establezca las reglas de decisién para un nivel de significacia de 0,05

* Pruebe si la variabilidad de los altimetros de la compafiia es mayor que 200 pies.
« La hipétesis nula y alternativa son:

HO : <40,000 menor e igual

H1l: > 40,000 mayor o igual

egl=(n-1)=(7-1)=6
» Laregla de decision es:

Si > 12,59, se rechaza la hip6tesis nula de que la varianza de la poblacién es 40,000 (se rechaza HO si >
12,59).

(n-1)s2 (7 - 1)(250)2

¢« = —— - ——————=9,375

2002

Como el estadistico de prueba calculado (9,375) es menor al valor critico de la tabla (12,59), la hipétesis nu
no se puede rechazar a un nivel de significacia de 0,05. No existe suficiente evidencia muestral para conclu
gue la desviacién estandar poblacional es mas de 200 pies.

Numero 2.— Prueba de varianza con dos poblaciones.

Carla Mitchell, analista de los laboratorios Abbott, un fabricante nacional de medicamentos, esta preocupad
por la calidad de uno de sus productos. Abbott compra el material para fabricar este producto a dos
proveedores. El nivel de defectos en la materia prima es aproximadamente el mismo entre los dos
proveedores, pero Carla esta preocupada por la variabilidad que existe de un embarque a otro. Si el nivel d
defectos tiende a variar en forma excesiva para uno proveedor, puede afectar la calidad del medicamento. |
comparar la variacion relativa de los dos proveedores, Carla selecciona 11 embarques de cada uno y mide
porcentajes de defectos en la materia prima, junto con la desviacion estandar. Los resultados son:

S1=0,61 n1=11 (proveedor 1)

S2=0,29 n2= 11 (proveedor 2)

« Establezca la hipétesis nula y alternativa

« Calcule los grados de libertad

« Establezca la regla de decisién para un nivel de significancia de 0,05.

* Prueba si la variabilidad del nivel de defectos por embarque de un proveedor 1 es mayor que para el
proveedor 2.

* Las hipétesis nula y alternativa son:

HO:E-0O<0

H1:E-O0>0

egll=(n1-1)=(11-1)=10
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g2=mn2-1)=(11-1)=10
« El valor critico F es 2,97. La regla de decision es
Si el cociente F calculado es mayor que 2,97, se rechaza HO (se rechaza HO si F > 2,97)

S12 (0.61)2

S22 (0.29)2

Una de las varianzas muestras es 4,42 veces la otra. La hipétesis nula se rechaza porque el estadistico (2,
Carla debe concluir que la variabilidad en los niveles de defectos de los embarques para el proveedor 1 es
mayor que para los del proveedor 2.

Numero 3.— Analisis de la varianza con un criterio de clasificacion.

La duefia de la corporacién LUZ COLOR decide reemplazar varias pinturas de aerosol. Después de investi
la situacion, concluye que 4 marcas parecen comparables en términos de coste y vida Util proyectada, ella
determina que el factor decisivo entre las cuatro marcas es la cantidad de pintura que se usa en la operacic
normal. Mide entonces el espesor de la pintura, en milimetros, para varias pruebas , con los siguientes
resultados.

AEROSOL 1 AEROSOL 2 AEROSOL 3 AEROSOL 4
5,4 6,1 8,2 7,2
5,9 5,9 8,5 6,5
6,2 6,3 6,9 6,8
7,0 6,5 9,4 7,1
5,1 7,2 7,9 7,4
5,5 6,9 8,6 6,7
MEDIA = 5,85 648 8,25 6,95

Media Global = x = 6.88

* Establezca las hipotesis nula y alternativa.

* Calcule los grados de libertad

« Establezca la regla de decisién si se prueba la hipotesis nula al 0,01 de nivel de significacia.
* ¢ A que conclusion se llega?

* Las hipétesis nula y alternativa son:

HO: = = =

H1 : No todas las poblaciones tienen la misma media.

*GlIn=c(n-1)=4(6-1)=20

g2=(c-1)=(4-1)=3

» Encuentra el elemento de la tabla F para la columna 3y la fila 20. Para un nivel de significacia de 0,01 es
valor critico es 4,94. La regla de decisién es:
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Si el cociente F calculado es mayor que 4,94, se rechaza la hip6tesis nula ( se rechaza HO si F > 4,94)

« La siguiente tabla contiene la tabla ANOVA para este problema.

Sgﬁgéieéﬂe SC gl Estimacién de Cociente F
Grupos entre 18,61 3 6,203 16,37
Grupos dentro  |7,57 20 0,379

Total 26,18 23

Las sumas de cuadrados en esta tabla son:
(5,4 - 5,85)2 + (5,9 - 5,85)2 + (6,2 —5,85)2 +
(7,0 - 5,85)2 + (5,1 - 5,85)2 + (5,5 -5,85)2 +
(6,1 - 6,48)2 + (5,9 — 6,48)2 + (6,3 —6,48)2 +
(6,5 - 6,48)2 + (7,2 - 6,48)2 + (6,9 —6,48)2 +
(8,2 - 8,25)2 + (8,5 — 8,25)2 + (6,9 —8,25)2 +
(9,4 - 8,25)2 + (7,9 — 8,25)2 + (8,6 —8,25)2 +
(7,2 - 6,95)2 + (6,5 — 6,95)2 + (6,8 —6,95)2 +
(7,1 - 6,95)2 + (7,4 — 6,95)2 + (6,7 —6,95)2 +
SCn=7,57

(5,85 - 6,88)2 + (6,48 — 6,88)2 + (8,25 —6,88)2 + (6,95 — 6,88)2 = 3,1
SCbh=6(3,1) = 18,6

Sb2/glb (18,6/3) 6,2

F — — — _ = = - - - = 16,36
Sn2 /glw (7,57/20) 0,379

La hipotesis nula se rechaza ya que el estadistico de prueba (16,36) es mayor que el valor critico (4,94). La
conclusion es que el espesor de la pintura difiere entre todas estas cuatro marcas de aerosol.

Numero 4.—

Pedro Martinez, analista de la compafiia de investigaciones de mercado profesional marketing, esta llevanc
cabo de un estudio para un cliente a fin de determinar si la edad y la escolaridad afectan a los ingresos
percibidos. La tabla siguiente da los resultados del conjuntos de datos de Julie. ¢ Cual sera la conclusién de
Julie si hace la prueba con un nivel de significancia de 0,05?

Grupo de Edad Preparatoria Universidad Posgrado
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118 a <30 $25,000 $36,250 $42,500
31,450 39,400 46,000
27,500 35,450 47,250

30 a <50 28,000 46,250 52,600
30,950 44,400 56,700
26,250 48,450 57,750

150 + 35,000 46,250 62,800
38,250 49,400 66,700
37,700 55,450 70,250

Los datos anteriores se ejecutan en un programa de computadora

Los cocientes F calculados se comparan con los valores F criticos

gl F critica ( = 0,05) Estadistico de prueba F calculado
2,18 3,55 55,87

2,18 3,55 161,24

4,18 2,93 4,78

De acuerdo con los valores criticos apropiados y los cocientes crit

icos de F de la anterior tabla , las tres

hipétesis nulas se rechazan. Con esto como fundamento, Julie concluye que:

* Existe interaccion entre las celdas y las escolaridad. Parece haber diferencias inesperadas cuando cierto
campos de edad se comparan con ciertos niveles de escolaridad . El rechazo de la hipotesis nula de que
hay interaccion hace que Juie regrese a los datos muestrales para buscar las combinaciones de edad /

escolaridad que produjeron los resultados inesperados.
* Los grupos de edad tienen diferentes niveles de ingreses

* Los grupos de escolaridad tienen diferentes niveles de ingreses.

EL ANALISIS DE LA VARIANZA (ANOVA) ES UN PROCEDIMIENTO ESTADISTICO PARA
DETERMINAR SI LAS MEDIAS DE TRES O MAS POBLACIONES IGUALES.

A1 011012 .. 01j...01n1 0101

A2 021 022 ... 02j...02n2 02 02

Ai Oil Oi2 ... Ojj ... Oini Oi Oi

Ak Okl Ok2 ... Okj ... Oknk Ok Ok
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