EL FILTRO DE KALMAN:
Facultad de Ingenieria Civil — Universidad Nacional de Ingenieria
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Desde su introduccién en 1,960 el Filtro Kalman ha llegado a ser un componente integral dentro de miles d
Sistemas de navegacion tanto militares como civiles. Este algoritmo digital recursivo aparentemente simple
ha sido el favorito desde antes para integrar convenientemente (o fusionar) los datos de los sensores de
navegacion para alcanzar un rendimiento 6ptimo de todo el sistema. Para proveer estimados corrientes de
variables del sistema tales como coordenadas de posicion el filtro usa modelos estadisticos para ponderar
apropiadamente cada una de las mediciones nuevas relativas a la informacion pasada. También determina
incertidumbres actualizadas de los estimados, para evaluaciones cualitativas en tiempo real 6 para estudios
los sistemas de célculos no convencionales. A causa de que éste da un 6ptimo rendimiento, versatilidad y f
implementacién, el Filtro Kalman ha sido popular especialmente en los GPS.

En ésta columna del mes, Larry Levy nos va a introducir en lo que respecta al Filtro Kalman y nos dara una
explicacién breve sobre su aplicacion en la navegacion en GPS.

El doctor Levy es el cientifico principal (investigador) del Departamento de Sistemas Estratégicos de la
Universidad John Hopkins del laboratorio de Fisica Aplicada. El recibi6é su doctorado en Ingenieria Electrica
en la Universidad del Estado de lowa en 1,971. Levy ha trabajado en la aplicacién del Filtro Kalman por ma
de 30 afios, ha ayudado a desarrollar el concepto del traductor GPS en SATRACK (un GPS basado en un
sistema de seguimiento de misiles), y fue un instrumento importantisimo en el desarrollo de la metodologia
Fin a Fin, para evaluar la precision del TRIDENT Il. El conduce los cursos para graduados sobre el Filtro
Kalman y la justificacion del sistema en la universidad John Hopkins, de la facultad Whiting de ingenieria,
ademas ensefia un seminario corto de NAVTECH sobre el Filtro Kalman.

Innovacién es una columna regular que discute acerca de los avances mas recientes de la tecnologia en G
sus aplicaciones, asi como también, el posicionamiento fundamental del GPS. La columna es coordinada p
Richard Langley del Departamento de Geodesia y de Ingenieria Geomatica de la Universidad New
Brunswick, quien apreciara recibir sus comentarios asi como también tépicos de sugerencia para una future
columna. Para contactarse con él, vea la seccién el columnista, en la pagina 4 de éste reporte.

Cuando Rodolfo Kalman introdujo formalmente el Filtro Kalman en 1960, el algoritmo fue bien recibido : La
computadora digital ya habia progresado lo suficiente y existian muchas necesidades importantes (por
ejemplo la navegacion inercial asistida por operadores) y el algoritmo fue aparentemente sencillo dentro de
forma.

Los ingenieros reconocieron pronto, sin embargo, pensaron que la aplicacién practica del algoritmo iba a
requerir una atencion cuidadosa a los modelos estadisticos adecuados y precision numérica. Con éstas
consideraciones por delante, ellos desarrollaron subsecuentemente miles de maneras de usar el Filtro ya s
la navegacion, topografia, vehiculos de transporte (aviones, naves espaciales, misiles), geologia, oceanogr
Dinamica de fluidos, industrias del Acero/Papel/Energia y estimacion demografica, por mencionar unas
pocas, de las miles de areas de su aplicacion.

Nosotros los humanos hemos estado filtrando las cosas a travez de nuestra historia. La filtracién de agua e
ejemplo simple, podemos filtrar las impurezas del agua tan simplemente como usando nuestras manos par
desechar la suciedad como las hojas que esten en la superficie del agua. Otro ejemplo esta al filtrar el ruidc
nuestros ambientes, si prestaramos la atencion a todos los ruidos pequefios alrededor de nosotros entonce



volveriamos locos. Nosotros aprendemos a ignorar los sonidos superfluos (el trafico, etc.) y por ejemplo no:
enfocamos en los sonidos importantes, como la voz de la persona cuando estamos hablando con alguien.

Hay también muchos ejemplos donde el disefio de un filtro es deseable. Los signos de comunicaciones de
radio estan a menudo corrompidos con el ruido. Un algoritmo de la filtracion bueno puede quitar el ruido de
los signos electromagnéticos mientras todavia esta reteniendo la informacién util. Otro ejemplo es los
voltajes. Muchos paises requieren en—casa que se filtra de voltajes de la linea para impulsar computadoras
personales y periféricos. Sin filtrarse, las fluctuaciones de poder acortarian la vida Gtil de los dispositivos en
forma dréstica.

El filtro de Kalman es relativamente reciente (1960) el desarrollo del filtro aunque recupera sus raices comc
lejano, Gauss (1795). el filtro de Kalman ha sido aplicado en las diversas areas como la navegacion
aerospacial, marina, la instrumentacion de planta de poder nuclear, planeamiento demogréfico, la fabricacic
y muchos otras aplicaciones.

El propdsito de un filtro de Kalman es estimar el estado de un sistema de medidas que contiene los errores
azar. Un ejemplo esta estimando la posicién y velocidad de un satelite de los datos del radar. Hay asi 3
componentes de posicién y 3 de velocidad, hay 6 variables por lo menos para estimar. Estas variables se
llaman las variables estatales. Con 6 variables de estado el filtro de Kalman resultante se llama un filtro de
Kalman de 6 dimensiones.

En esta introduccién, nosotros empezaremos con un problema mucho mas simple. Nosotros empezaremos
un filtro Kalman de una dimension. En otros términos asumiremaos que nosotros tenemos sélo una constant
estimar.

DESCRIPCION DE LA ECUACION LIBRE.

El filtro Kalman es un filtro digital de emisién y recepcién multiple que puede estimar en forma 6éptima, en
tiempo real, los estados de un sistema basados en la salida del ruido (ver figura 1).
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Figura 1. El proposito de un filtro de Kalman es estimar los valores de variables que describen el estado de
sistema de un signo multidimensional contaminados por el ruido éptimamente.

Estos estados son todas las variables que necesita para describir completamente el comportamiento del
sistema como una funcién del tiempo (tales como posicion, velocidad, niveles de voltaje y salidas). En efect
uno puede pensar en emisiones multiples ruidosas, como una sefial multidimensional mas el ruido, con los
estados del sistema que son las sefiales desconocidas deseadas.

El filtro Kalman, filtra el ruido midiendo la estimacion de las sefales deseadas. Las estimaciones son
estadisticamente 6ptimas en el sentido que ellos minimizan la estimacion del error medio cuadratico. Esto t
sido visto desde o por un criterio muy general dentro de muchos otros criterios razonables (el intervalo de
cualquier incremento mondétono, funcion del error simétrico tal como el valor absoluto) pudiendo devolver el
mismo estimado. El filtro Kalman tuvo un perfeccionamiento dramatico sobre su predecesor el error medio
cuadratico minimo inventado por Norbert Wienner en los afios 40, el cual fue limitado primeramente a sefia
escalares dentro de ruidos con estadisticas estacionarias.
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Figura 2 - El filtro Kalman es recursivo, es un filtro lineal. En cada ciclo, el estado estimado es actualizado
por nuevas medidas combinadas con los estimados del estado predecidos de medidas previas.

En la figura 2, ilustra el algoritmo del filtro Kalman. Porque el estado (o sefial) es un vector escalar de
variables fortuitas (contrario a una variable simple), el estimado del estado de la incertidumbre es una matri
de varianza y covarianza o simplemente una matriz de covarianza. Cada termino de la diagonal de la matri:
la transformaciéon de una variable escalar escogida al azar — una descripcién de su incertidumbre. El términ
es la desviacion de las variables del medio cuadratico, proveniente del intervalo y el origen del su intervalo
su desviacion standart. Los términos de la matriz fuera de su diagonal son las covarianzas que describen
cualquier correlacion entre pares de variables.

Las medidas mdltiples (cada punto en un tiempo) son también vectores que tienen un algoritmo recursivo d
un proceso secuencial dentro de un tiempo. Esto intervalo que repite el algoritmo iterativo de si mismo para
cada medida nueva del vector, usando solo valores copiados provenientes de un ciclo previo (o anterior). E
procedimiento se distingue de algoritmos de procesamiento por partes el cual debe guardar todas las
mediciones anteriores.

Comenzando con un estado estimado predecido (como se ve en la figura 2) y su covarianza asociada obtel
de una informacion anterior o pasada, el filtro calcula los pesos (ponderaciones) que van a ser usados; cua
se combine esta estimado con la primera medida del vector se obtiene un dato actualizado o mejor estimac
Si la medida de la covarianza del ruido es mucho mejor que lo que predijo la estimacion del estado, los pes
de las medidas van a ser mas altos y la estimacién del estado mas bajo.

Asi mismo, el ponderado relativo entre los estados escalares seran una funcién de cuan "notables" son est:
las mediciones. Los estados que pueden verse rapidamente en las mediciones recibiran los pesos mas alto
Porque el filtro calcula una estimacién del estado actualizado usando la nueva medida, la covarianza estim
debe estar cambiada para reflejar la informacién que acaba de afadirse, resultando una reduccién de la
incertidumbre. Las estimaciones del estado actualizado y sus covarianzas asociadas forman las emisiones
Filtro Kalman.

Finalmente, para prepararse para la siguiente medicion del vector, el filtro debe proyectar la estimacién del
estado actualizado y su covarianza asociada al tiempo de la siguiente medicion. El sistema real del vector c
estado se asume que cambia con tiempo de acuerdo a una transformacion lineal determinante mas un ruid
fortuito independiente. Por consiguiente, la estimacién del estado predecido sigue solamente una



transformacion determinada, porque el valor del ruido real es desconocido. La prediccién de la covarianza c
cuenta de ambos, puesto que la incertidumbre de los ruidos fortuitos son conocidos. Por consiguiente, la
incertidumbre de la prediccidon aumentara, puesto que la prediccién de la estimacion del estado no puede d
cuenta del ruido fortuito adicionado. Este ultimo paso completa el ciclo del filtro de Kalman.

QUE DIJO GAUSS

Si las observaciones astrondmicas y otras magnitudes estan basadas en el calculo de las 6rbitas, siendo
absolutamente correctas y los elementos también, ya sean los deducidos a partir de tres o cuatro
observaciones, serian estrictamente precisos (en realidad hasta donde se supone que el movimiento ha ter
lugar exactamente segun las leyes de Kepler), y, por consiguiente, si se usaran otras observaciones, ellas
podrian confirmarse, pero no corregirse. Pero si todas nuestras medidas y observaciones no fueran mas qt
aproximaciones a la verdad, estas deben ser verdad con respecto a todos los calculos en que ellas se basz
el objetivo principal de todos los célculos hechos relacionados al fenémeno en concreto deben ser solo
aproximaciones, tan cerca como sea factible a la verdad. Pero esto puede obtenerse, no de otra manera gL
combinando convenientemente de mas observaciones que el nimero que se requieren absolutamente pare
determinacion de las cantidades desconocidas. Este problema puede ser solucionado apropiadamente solc
cuando se haya obtenido un conocimiento aproximado de la 6rbita, qué después sera corregido para satisf:
todas las observaciones de la manera mas precisa posible.

Uno puede observar que como los vectores medidos son procesos recursivos, la incertidumbre de los
estimacion del estado generalmente debe disminuir (si todos los estados son notables) debido a la informac
acumulada de las medidas. Sin embargo, algunas veces porgue la informacién se perdi6 (o la incertidumbri
aumenta) en el paso predecido, la incertidumbre alcanzara un estado fijo o constante. Cuando la magnitud
la incertidumbre incrementa en el paso predecido, esta es equilibrada por la disminucién de la incertidumbr
en el paso actualizado. Si no existe ruido aleatorio en el modelo real cuando el estado evoluciona hacia la
proxima etapa entonces la incertidumbre va a aproximarse con el tiempo a cero. Debido a que la
incertidumbre de la estimacidon del estado varia con el tiempo, lo mismo sucedera con los pesos. Generalm
hablando, el filtro de Kalman es un filtro digital con incrementos de variacion en el tiempo. Los lectores
interesados deben consultar "Las Matematicas del Filtro de Kalman" en el anexo donde se encuentra el
resumen del algoritmo.

Si el estado de un sistema es constante, el filtro de Kalman se reduce a una forma secuencial de minimos
cuadrados deterministicos con una matriz de peso igual al inverso de la medicién de la matriz de la covarial
del ruido. En otras palabras, el filtro de Kalman es esencialmente una solucion recursiva del problema de lo
minimos cuadrados. Carl Friedrich Gauss fue el primero que resolvio el problema en 1795 y publicé sus
resultados en 1809 en su Theoria Motus, donde aplic6 el método de los minimos cuadrados para encontrar
Orbitas de cuerpos celestiales (vea el parrafo Que Dijo Gauss). Todas las declaraciones de Gauss sobre la
efectividad de los minimos cuadrados en el analisis de las mediciones se aplican igualmente muy bien al Fi
Kalman.

UN EJEMPLO SIMPLE

Un ejemplo hipotético simple puede ayudar a aclarar los conceptos dados en esta seccion. Considere el
problema para determinar la resistencia real de una resistencia nhominal de 100—ohm por medio de medicio
repetidas en el ohmnimetro y procesandolos en el filtro de Kalman.

Primero, uno debe determinar los modelos estadisticos apropiados del estado y los procesos de medicion |
gue el filtro pueda calcular los pesos apropiados de Kalman (o los incrementos). Aqui, s6lo una variable del
estado——la resistencia, x——es desconocida pero asumimos que va a ser constante. Para que el proceso de
estado evolucione con el tiempo de la siguiente manera:



Xk+1 = XKk [1]

Notar que ningun ruido aleatorio adultera el proceso del estado a medida que evoluciona con el tiempo.
Ahora, el cddigo coloreado, en una resistencia indica su precision, o tolerancia, a partir de la cual puede un
puede deducir-—asumiendo que el conjunto de resistencias tiene un Gaussiano o el histograma normal——q
la incertidumbre (variacién) del valor de 100—ohm es,2 (2 ohm). De modo que nuestra mejor estimacion de
sin las medidas, es x0/- = 100 con una incertidumbre de PO/- = 4. Mediciones repetidas con el ohmnimetro
dara:

Zk = Xk + VK [2]

Dan directamente el valor de la resistencia con algin ruido de la medicién, vk (se asume que los errores de
medicion de encendido—encendido no estan relacionados). El fabricante del ohmnimetro nos indica que la
medicion de la incertidumbre del ruido debe ser Rk = (1 ohm)2 con un valor promedio de cero alrededor de
resistencia verdadera.

Comenzando con un K=0 del filtro Kalman con un estimado inicial de 100 y una incertidumbre de 4, siendo
peso para actualizar con la primera medicién de:

(3]
con la estimacion del estado actualizado como:
(4]

donde x0/0 es la mejor estimacion en un tiempo cero, basada en la medicién a un tiempo cero. Notar que I
medidas reciben un peso relativamente alto porque es mucho mas preciso (menos incierto) que la estimacis
del estado inicial. La incertidumbre asociada o variacion de la estimacion actualizada es:

[5]

Nétese también que justo en una buena medicion disminuye la varianza de la estimaciéon del estado de 4 a
Segun la ecuacion [1], el estado real se proyecta identicamente al tiempo 1, de tal manera que la proyeccio
del estado y la proyeccion de la variacién para la siguiente medicién en un tiempo 1 es:

; [6]

Repitiendo el ciclo una y otra vez el nuevo incremento es:
[7]

y la nueva varianza actualizada es:

[8]

Figure 3. Las mediciones individuales de la resistencia de un resistor nominal de 100—ohm son repartidos
alrededor del valor verdadero ligeramente menor a 102 ohm. El estimado del filtro Kalman converge
gradualmente hacia este valor.

La figura 3 representa una simulacion de este proceso cuando el estimado converge hacia el valor verdade
La incertidumbre del estimado para este problema que proporciona el filtro de Kalman, aparece en Figura 4
Uno puede ver que la incertidumbre convergera eventualmente a cero.
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Figure 4. Inicialmente, la incertidumbre predecida (varianza) del valor de la resistencia es 4 ohms2 y es
basada simplemente en el valor de la tolerencia dado por el fabricante. Sin embargo, después de seis
mediciones, la variacion estimada cae por debajo de los 0.2 ohms2.

Un Nuevo Grupo de Condiciones. Ahora cambiemos el problema asumiendo que las medidas se toman de
en afo cuando el resistor colocado en condiciones de medio ambiente extremas, de tal modo que la resiste
verdadera cambie hasta una cantidad pequefia. El fabricante indica que el pequefio cambio es independier
afio a afio con un promedio de cero y una variacion de 1/4 ohms2. Ahora el proceso del estado evolucionar
con el tiempo tal como:

Xk+1= Xk+WKk. [9]

donde el ruido aleatorio, wk, tiene una variacién de Qk = 1/4. En el caso anterior, la prediccion de la varianz
de un tiempo cero a un tiempo uno fue constante como en la ecuacion 6. Aqui, debido al ruido aleatorio de
ecuacion [9], la varianza predecida es:

[10]

Ahora los célculos del incremento y de la varianza actualizada se procesan en las ecuaciones [7] y [8] pero
con valores mas grandes para la varianza predecida. Esto se va a repetir durante todo el ciclo dado que
aguellas mediciones actualizadas van a decrecer la varianza, mientras tanto el paso predecido va incremer
la varianza. Figure 5 ilustra esta tendencia. Eventualmente, el filtro alcanza un estado fijo 0 constante cuant
la varianza incrementa en la etapa de la predicion coincidiendo con el decrecimiento de la medicién en la
etapa actualizada, con Pk+1/k = 0.65 y Pk/k = 0.4. El Qk representa una parte muy importante del modelo ¢
Filtro Kalman, porque este filtro te dice cuanto puede retroceder en el tiempo para ponderar las mediciones
Un valor incorrecto de este parametro puede afectar drasticamente el rendimiento.

Figure 5. La verdadera resistencia de un resistor en un ambiente con una temperatura variable no es
suficientemente constante. Si este es modelado asumiendo una variacién con un promedio de cero y una
varianza de 0.25 ohms2, el Filtro Kalman estima que la varianza de la resistencia converge a 0.4 ohms2
después de sb6lo unas pocas mediciones.

INTEGRACION de GPS/INS



Nosotros podemos ver que el filtro de Kalman esta provisto de un algoritmo simple que puede prestarse
facilmente a los sistemas integrados y solo requiere de un modelo estadistico adecuado de las variables de
estado y ruidos asociados para optimizar el rendimiento. Este hecho lleva a un uso entusiasta y amplio en
aplicaciones asistidas por la inercia.

La integracién de los GPS con un sistema de navegacion inercial (INS) y un filtro de Kalman proporcionan
resultado global mejorado en toda la navegacién. Esencialmente, el INS proporciona rendimientos casi
silenciosos que se arrastran lentamente con el tiempo. El GPS tiene un arrastre minimo pero con mucho m
ruido. El Filtro de Kalman usando los modelos estadisticos de ambos sistemas, puede aprovechar las
caracteristicas de los diferentes errores y minimizar optimamente sus tendencias.

Como se observa en el anexo de "Las Matematica del Filtro de Kalman", el filtro de Kalman es un algoritmo
lineal y asume que el proceso que genera las mediciones es también lineal también. Porque la mayoria de

sistemas y procesos (incluso GPS y INS) son no lineales, se necesita un proceso de referencia ya conocidc
para utilizarlo como método de linealizacion.

Figure 6 ilustra la solucion para integrar GPS y navegadores inerciales . Note que los valores verdaderos d
cada sistema se cancelan mutuamente cuando se miden en el filtro Kalman de que solo el GPS y los errore
inerciales necesitan ser modelados. La trayectoria de referencia, se espera sea lo suficientemente cercano
verdadero de tal forma que los modelos de error sean lineales y el filtro Kalman sea éptimo. Para la mayori
de las aplicaciones del GPS este es el caso.

GPS | True + GPS errors

receiver
Measurement
error
Kalman _
A filter Inertial
error
-—-d-- estimates
: Predict :
| _CZP_S_ J
. +,~  Best
Inertial total
navigator| Reference trajectory =  estimates
X (true + inertial errors)

Possible resets

Figure 6. Un receptor de GPS integrado y el navegador inercial usan un filtro de Kalman para mejorar la
ejecucion global de la navegacion.

De este modo aunque todos los sistemas son no lineales, el filtro Kalman sigue operando dentro del domini
lineal. Por supuesto que variables de estado del Filtro Kalman deben modelar adecuadamente todas las
variables de errores de ambos sistemas. Los errores GPS podrian incluir al reloj receptor, la disponibilidad
receptiva, ionésfera, troposfera, multipath y las efemerides de los satelites y los errores del reloj. Las
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imprecisiones inerciales por otro lado pueden incluir posicién, velocidad, orientacion, giro, acelerémetro y
errores debido a la gravedad. La calidad el equipo y los requisitos de su aplicacion determinaran hasta don
deben extenderse los modelos de error.

Si las emisiones del GPS estan en la posicién del usuario, uno designa la arquitectura de integracion unida
débilmente. Una arquitectura acoplada firmemente, registra una en la cual las emisiones GPS son seudoral
(y fases portadoras posiblemente) y la trayectoria de referencia se usa (junto con las efemerides del recept
GPS) para predecir las mediciones GPS. En el sistema acoplado muy firmemente los errores de la medicidl
podrian estar dentro del dominio del rango mas que dentro del dominio de la posicion. Usualmente el
ensamblaje acoplado muy firmemente se prefiere porque es menos sensitivo a las pérdidas de la sefial de |
satélite y los modelos del Filtro Kalman adecuados son méas simples y mas precisos. Una debe emplear el
ensamblaje acoplado débilmente cuando las recepciones del receptor proveen de una posicién sin mediciol
de prueba.

El método de correccion del circuito abierto se llama Filtracién Kalman Linealizada.

Un método alternativo en el cual el algoritmo vuelve a alimentar los estimados al sistema inercial para
mantener la trayectoria de referencia cerca a la verdad, lo que es un ejemplo de la Filtracién extendida de
Kalman.

GPS - SOLO NAVEGACION

En algunas aplicaciones, un INS no se desea 0 no puede estar disponible, como en un receptor de GPS
autosuficiente (o estacionado solo). En tales casos, el filtro de Kalman reside dentro del receptor, y algunas
ecuaciones conocidas (0 supuestas) para el receptor de su movimiento reemplazaran al sistema inercial en
versién acoplada firmemente de la Figura 6. La extension hasta la cual las ecuaciones de movimiento (de
medicion inactiva para un receptor en movimiento) modela de manera precisa la trayectoria del receptor y
determinara el modelo del error que se necesita en el filtro Kalman.

Las ecuaciones simples de movimiento generalmente exhiben grandes errores que causan un bajo rendimi
relativo de las trayectorias de referencia de base inercial en situaciones en que el receptor se encuentre en
movimiento. Desde luego las ecuaciones de la ubicacidn fija del movimiento son triviales y muy precisas.
Aqui, la ventaja de usar la filtracién Kalman contra la del punto critico y la de determinaciéon de minnimos
cuadrados es que las acuaciones de movimiento pueden suavizar el ruido GPS, mejorando el funcionamier

LAS MATEMATICAS DEL FILTRO KALMAN

El filtro de Kalman asume que el vector del estado del sistema Xk , evoluciona con el tiempo:
Xk+1 = FkXk + Wk

con el vector de la medida dado por

Zk = HkXk + Vk

donde x0, wk, y vk son mutuamente vectores no correlativos. Los Ultimos dos corresponden a secuencias d
ruidos blancos, que significan m0, 0, y 0 y covarianzas definitivas no negativos de S0, Qk, y RK,
respectivamente. El filtro de Kalman éptimo correspondiente es dado por el algoritmo recursivo de la Figura
7, la cual corresponde al diagrama del bloque de la Figura 2. El vector xk/j denota la estimacién éptima de >
en un tiempo tk, basado en mediciones hasta tj, y Pk/j es la matriz covarianza de la estimacion del error
optimo correspondiente, en donde el modelo del filtro desarrollado coincide con el sistema del mundo real c
realmente genera los datos.
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Figure 7. el algoritmo del Filtro Kalmann comprende cuatro pasos: célculos incrementados, actualizacion de
la estimacion del estado, actualizacion de la covarianza, y prediccion.

Uno puede derivar las ecuaciones del filtro usando varios métodos. Minimizando el error medio cuadratico
generalizado, E[etk/j Aek/j], donde el ek/j[xk xk/j y A es cualquier matriz ponderada semidefinida positiva,
resultan en las ecuaciones de Kalman si todas las variables y ruidos son Gaussianos. Para los casos
no—Gaussianos, una restriccion adicional requiere que tenga una estrecha relacién lineal entre la estimacio
del estado, las mediciones, y el estado predecido.

CALCULOS PRACTICOS

Sin tener en cuenta las aplicaciones del equipo ——sea él GPS, INS, u otros dispositivos——el desarrollo de u
sistema practico de navegacion basado en el Filtro Kalman requiere atencion a una variedad de
consideraciones de los calculos.

La porcion que se analiza de la covarianza del filtro (no requiriendo datos actuales; vea Figura 2 y 7) usa
modelos de error predeterminados de los sistemas potenciales (GPS, inercial, etc.) para predecir el
comportamiento de una configuracién en particular. El disefiador del filtro repite esto para los diferentes
equipos (modelos) que potencialmente se usarian hasta que los requisitos estén satisfechos. En algunos c:
uno debe implementar el Filtro Kalman en una pequefia computadora con sélo unos pocos estados para
modelar el proceso. Este filtro suboptimo debe ser evaluado por algoritmos especiales de analisis de la
covarianza que reconozcan las diferencias de los modelos del mundo real que producen las mediciones, as
como el modelo de filtro implementado. Finalmente, una vez que el filtro redne todos los requisitos del
funcionamiento deberan hacerse algunas simulaciones de todos los procesos para evaluar la precision del
método de linealizacién y de bisqueda de errores computacionales numéricos.

En la mayoria de los casos, el filtro Kalman extendido (con reajustes después de cada ciclo) van a mejorar
cualquier error en la linealizacion. Los errores numéricos computacionales causadas por la longitud de la
palabra terminal de la maquina, se manifiesta en las matrices de las covarianzas que llegan a ser no simetr
o tienen elementos negativos en la diagonal causando potencialmente desastres en el rendimiento. Este
problema puede ser aliviado por incremento de la precision de la computadora o por el empleo de un
algoritmo que tedricamente valga a otro ma s fuerte numericamente.
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El filtro de Kalman

Esta pagina se significa ser una introduccion breve a Kalman se filtra con unos ejemplos simples para ilustr
el uso y aplicacién de cosas asi se filtra. La meta es aplicar el Kalman filtrese la técnica a cinematica que
encaja en el MINOS datos analisis.

El filtro de Kalman es una técnica recursiva de obtener la solucion a un menor ataque de los cuadrados. Es
método recursivo tiene la ventaja de eficacia del computacional. N dado pega, con 2 dimensiones (el x,y) p«
el golpe, un menor ataque de los cuadrados tradicional involucra una inversion de la matriz cuyas dimensio
son 2N x 2N. Ademas, deben conocerse los golpes a ser incluidos en el ataque anterior al ataque. Los Kalr
se filtran el acercamiento realiza un calculo como cada golpe se agrega al ataque. Esto tiene la ventaja de |
inversion de la matriz muy mas simple (2 x 2 contra 2N x 2N). ademas, el filtro de Kalman puede extrapolar
la huella en buen salud al préximo punto del golpe a que tiempo que los golpes reales pueden buscarse en
alguna ventana de la extrapolacién. Para las referencias en el filtro de Kalman , vea [1] [2] [3] [4] [5] [6].

El filtro de Kalman basico se trata de los sistemas lineales (los sistemas non-lineales son tratados por una
aproximacion lineal que usa el Kalman extendido filtrese, para ser discutido después). Nosotros usamos la
anotacion de Fruhwirth [4], y hace las definiciones siguientes:

el xk = el vector estatal filtrado al punto k

el xk+1k = el vector estatal extrapolado del punto k para apuntar el k+1

Ck+1k = la matriz de la covarianza de xk+1k — xk+1t donde el xk+1t esta el verdadero valor del vector estat
en el k+1 del punto

Ck = la matriz de la covarianza filtrada al punto k

Fk = vector propagador de estado del punto k hacia el k+1

el wk = el ruido del proceso (la perturbacion del azar) al vector estado al punto k

Qk = la matriz de la covarianza de wk

el mk = el vector de la medida al punto k

el ek = el ruido de la medida al punto k

Vk = la matriz de la covarianza de ek

Las dos ecuaciones béasicas son

xk = xk—-1Fk-1 + wk-1

mk = xkHk + ek

Tipicamente, el vector estatal seria un vector de longitud 5, con dos posiciones transversas y tres velocidac
adquirida como sus componentes. El vector de la medida podria ser de longitud 3, mientras consistiendo er
uno pegaron que los scintillator despojan, el tiempo del golpe, y el cargo integrado. Estos son meramente Ic

ejemplos para ilustrar los dos tipos del vector.

Empezar el Kalman se filtran, lo siguiente debe definirse primero:
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el X0 = una estimacion inicial del vector estado

Fk = matriz propagador de estado para todos los puntos

Qk = el proceso ruido covarianza matrices para todos los puntos

Vk = el medida ruido covarianza matrices para todos los puntos

Hk = el matrices que convierte un vector estatal al punto k en un vector de la medida

La matriz de la covarianza estatal inicial que CO puede ponerse a la matriz de identidad multiplicada por un
factor de la balanza grande. El mas pequefio esto es, el mas el peso se pone en el vector estado inicial, tar
general nos gustaria hacer CO tan grande como posible. Sin embargo, debido a redondo—fuera de los error
Nosotros necesitamos restringir esta matriz a un valor razonable que depende del ataque particular bajo la

consideracion.

Nosotros estamos ahora listos aplicar el filtro de Kalman. A cada punto k, un cuatro proceso del paso es
aplicado:

Ckk-1 = Fk-1 Ck-1 Fk-1T + Qk-1

Kk = Ckk-1 HKT (Vk + Hk Ckk-1 HKT)-1
xk = xk—1Fk-1 + Kk (mk — Hkxk-1Fk-1)
Ck = (1 - Kk HK)CKk-1

He combinado la extrapolacion y el filtrddo del vector estado en un paso (3). En la mayoria de las referenci
estos dos procesos se presentan separadamente. Al final del proceso reiterativo, el xk del vector estatal fin:
representa los valores en buen salud que usan todos los puntos de los datos. Para obtener los valores en b
salud a cualquier punto k, el usuario puede encajar entonces al revés, mientras empezando con el tltimo
punto. El valor en buen salud a algun punto k es entonces el promedio entre el xk de los vectores estatal er
los dos ataques.

El ejemplo: El promedio

El primer programa presentado aqui toma el promedio pesado de un juego de valores. En este ejemplo, el
estado y vectores de la medida tienen longitud 1. los Vectores y matrices son entonces equivalentes al scal
El mk de los dimensiones que puse a los datos de la entrada apunta para ser promediado. Inicializo la matr
(el scalar) Vk a las variaciones (los cuadrados de los errores). Porque el vector estatal es el vector de la
medida, la matriz Hk se vuelve la unidad, como hace la matriz del propagador Fk. No hay ningun ruido del
proceso, para que Qk desaparece.
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Los puntos negros representan los datos moderados; los puntos azules representan el vector estatal filtradc
como calculado por el filtro de Kalman al punto k. se obtiene La incertidumbre en el vector estatal filtrado de
la matriz de la covarianza Ck y se ve para crecer mas pequefio con k creciente, como esperado. El valor fin
del ataque de Kalman es 4.24835+-0.20320, considerando que el verdadero valor de un menor calculo de
cuadrados (mostrado como una linea roja horizontal en la parcela) es 4.24838+-0.20320, un acuerdo
fraccionario en el promedio pesado de 10-5.

El programa principal esta en average.cc. La clase de Kalman se define en kalman.h y es el corazén del
Kalman que se filtra la rutina. Otros archivos del titulo necesitados compilar y ejecutar este ejemplo son
misc.h, definitions.h, y simplearray.h.

El ejemplo: La particula cobrada en un campo del dipolo

En este ejemplo, varias coordenadas del x,y estan moderadas en las regiones de ninglin campo magnético
fijo posiciona upstream y " downstream de un iman del dipolo (con el componente primario transverso al eje
de la viga). UN total de 20 estaciones rastreando con un espacio uniforme de 1 metro es simulado; cada un
rastreando la estacion proporciona una resolucién de 5 mm a una medida de ambos posicion transversa en
cada coordenada. Cada uno rastreando la estacion representa una longitud de la radiacién de 1%. Ningune
pérdida de energia es simulada. EI campo magnético se localiza después de la 10 estacion rastreando y ar
de los 11. Hay s6lo un componente, la magnitud de que es una funcién de Gaussian de la posicién
longitudinal, con un valor maximo de 5 Tesla y un RMS espaciales de 0.1 metro, representando un puntapie
de velocidad adquirida de 0.376 GeV/c. Nosotros escogemos nuestro vector estatal para ser de dimensiéon
mientras representando las dos posiciones transversas, las cuestas transversas, y el cargo a la proporciéon
velocidad adquirida. A cada iteracién del filtro salvo el uno que los travesafios el campo magnético, las
ecuaciones de movimiento son lineales. La Unica complicacion involucra multiplo esparciendo que se tiene
cuenta a través de la proceso ruido covarianza matriz. Nosotros usamos el calculo de Wolin y Ho [5]. La
propagacion del vector estatal entre los 10 y 11 aviones es casi lineal, pero no realmente. Nosotros el lineal
el sistema calculando derivado del vector estatal primero con respecto a si mismo. En el filtro de Kalman, le
propagacion no se hace tomando el producto de la matriz del propagador con el vector estatal, sino nadanc
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vector estatal a través del campo magnético. La matriz de propagador de linearized se usa calculando la m
de la covarianza estatal y los Kalman ganan la matriz.

El filtro de Kalman aplicé a la particula cobrada en un campo del dipolo. La distribucién de velocidad

adquirida se traza en (un). La diferencia entre la velocidad adquirida en buen salud y verdaderas divididas |
la verdadera velocidad adquirida se muestra en (b). El valor malo de la proporcion de velocidad adquirida e
buen salud se muestra como una funcién de velocidad adquirida en (c). El cuadrado del RMS de la proporc
de velocidad adquirida en buen salud se muestra como una funcién de velocidad adquirida cuadrada en (d)
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El campo magnético representa un pT simple da saltos en la direccion de x:
p theta = px2 — px1 =pT

De esto nosotros calculamos que se relaciona la incertidumbre fraccionaria en la velocidad adquirida a la
incertidumbre en la theta del angulo por

edp/p2 = (p2 / pT2) ptheta2

La incertidumbre en el theta tiene dos componentes: uno de la resolucién espacial en la medida y otro del
multiplo esparcir. El componente de la resolucion espacial es independiente de velocidad adquirida,
considerando que que por el maltiplo esparcir es proporcional al lo inverso de velocidad adquirida. N dado
allana, la incertidumbre angular debido a la resolucién espacial es.

etheta=ex/L[12/(N (N2 - 1))]1/2

Donde el ex =5 mm es la resolucién espacial y L = 1 m es la distancia entre los aviones. Para la mitad del
descubridor (N = 10), nosotros encontramos la incertidumbre angular para ser 0.00055. La incertidumbre er
theta es 0.00078 que son la raiz 2 veces la incertidumbre angular por la mitad el descubridor. La
incertidumbre angular debido a multiplo que esparce en un avion es.

etheta = [0.0136 / p] (x/x0)1/2 [1 + .038 log(x/x0)]

Donde el x/x0 = 0.01 son la longitud de la radiacién de un avién. Mdltiplo que esparce en los primeros ocho
ultimos ocho aviones no contribuye a la incertidumbre en theta que es la diferencia angular entre las dos
mitades del descubridor. Por consiguiente, la incertidumbre en el theta es dos veces igual a (raiz 4) el solo
avion la incertidumbre angular, y es igual a 0.0022/p. Agregando los dos componentes de incertidumbre
angular en la cuadratura, nosotros encontramos que la incertidumbre del fragmento en la velocidad adquiric
tiene dos componentes: uno que es la deuda constante al multiplo esparcir, y otra de la resolucion espacial
gué tiene una dependencia en la velocidad adquirida:

edp/p2 = 0.34e-4 + .43e-5 p2

Esto esta de acuerdo bastante bien con los valores observados en (d). Asi, nosotros estamos seguros que
este ejemplo de una particula cobrada en un campo del dipole con multiplo que esparce incluido, el filtro de
Kalman esta dando los resultados sensatos.

Considere el problema de estimar las variables de algun sistema. En los sistemas dinamicos (es decir, siste
gue varian con tiempo) las variables del sistema se denotan a menudo por las variables de estado de térmi
Asuma que las variables del sistema, representadas por el vector X, son gobernadas por la ecuacion xk+1 -
Axk + wk donde el wk es el ruido del proceso al azar, y los subindices en los vectores representan el paso
tiempo. Por ejemplo, si nuestro sistema dindmico consiste en una nave espacial que esta acelerando con Ic
estallidos del azar de gas de su Reaccidn, el vector x podrian consistir en posicion p y velocidad v. Entonce
ecuacion del sistema seria

Ecuacion 1
donde el ak es el azar, la aceleracion tiempo—variante y T es el tiempo entre el paso k y el paso k+1 . Ahorz
supongamos gue podemos medir la posicién p, entonces nuestra medida en el tiempo k podemos denotarl

como:

zk = pk + vk
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donde el vk es el ruido de medida de azar.

La pregunta que se hace al filtro de Kalman es: ¢ Dado nuestro conocimiento de la conducta del sistema, y
dado nuestras dimensiones, cual es la mejor estimacion de posicion y velocidad? ¢ Nosotros sabemos com
comporta el sistema segun su ecuacién, y si tenemos las medidas de la posicién, como podemos determin:
mejor estimacioén de las variables del sistema? Ciertamente hacemos mejoras en cada medida a su valor, s
todo si nosotros sospechamos que se tiene mucho ruido de la medida.

El filtro de Kalman se formula como sigue. Supongamos que asumimos a wk como ruido del proceso 6 ruid
del gaussiano blanco con una matriz de la covarianza Q. Further asume que el ruido de la medida es el ruic
del gaussiano blanco con una matriz de la covarianza R, y que no se pone en correlacion con el ruido del
proceso. Nosotros podriamos formular un algoritmo de estimacion tal que el sostenimiento de las condicion
estadisticos sea el siguiente:

1. El valor esperado de nuestra estimacion es igual al valor esperado del estado. Es decir, "en el promedio,
nuestra estimacién del estado igualara el verdadero estado.

2. Nosotros queremaos un algoritmo de estimacion, de todo los posibles algoritmos de estimacién, nuestro
algoritmo minimiza el valor esperado del cuadrado del error de estimacion. Es decir, "en el promedio,"
nuestro algoritmo da el "mas pequefo" posible error de estimacion.

El para que pasa que el filtro de Kalman es el algoritmo de estimacion que satisface éstos el criterio. Hay q
muchas maneras alternativas de formular el Kalman se filtran las ecuaciones. Se da una de las formulacion
en las ecuaciones siguientes.

Las ecuaciones 2 - 5
Sk=Pk+R (2)

3

4)

)

En las ecuaciones anteriores, el exponente —1 indica inversién de la matriz y el exponente que T indica la
transposicion de la matriz. S se llama la covarianza de la innovacién, K se llama la matriz de ganancia, y P
llama la covarianza del error de la prediccion.

La ecuacion 5 es bastante intuitiva. El primer término derivaba la estimacién estatal al k+1 de tiempo es
simplemente A veces la estimacion estatal en momento k. Esta seria la estimacién estatal si nosotros no
teniamos una medida. En otros términos, la estimacién estatal propaga a tiempo sélo como el vector estata
(vea Ecuacion 1). El segundo término en la ecuacioén 5 se llama el término del corrector, y representa cuant
corregir la deuda estimada propagada a nuestra medida. La inspeccién de la ecuacién 5 indica que si el rui
de la medida es muy mayor que el ruido del proceso, K sera pequefio (es decir, nosotros no daremos much
creencia a la medida); si el ruido de la medida es mucho mas pequefio que el ruido del proceso, K sera gra
(es decir, nosotros daremos mucha creencia a la medida).

El filtrado Kalman es un campo grande cuyo profundidades que nosotros no podemos esperar empezar a
aplomar en semejante papel breve como esto. Los miles de papeles y docenas de libros de texto han sido
escrito en este asunto desde que su principio en 1960. Algunos problemas que complican la aplicacion del
filtro de Kalman son como sigue.
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¢ 1. nosotros hemos asumido que la ecuacién del sistema es lineal (vea la ecuacion 1). Si la ecuacion es nc
lineal?

¢2. si el ruido de la medida y el ruido del proceso Gaussiano son, no blanco, y no independiente de nosotrc
¢ 3. si las estadisticas (por ejemplo, la matriz de la covarianza) del ruido no es conocido?

4. las ecuaciones 2—-5 son las ecuaciones de la matriz, y como tal puede imponer una carga grande para |
sistemas computacionales alto—dimensionales.

¢,5. Si las caracteristicas del ruido cambian con el tiempo? ¢ Nosotros podemos formular un filtro de Kalmar
gue se adapta con el tiempo a los cambios en las caracteristicas del ruido de algin modo?

Aprendiendo el algoritmo de Kalman
El Filtro de Kalman dimensional

Suponga que nosotros tenemos una variable al azar el x(t) de quien nosotros queremos estimar sus valore:s
para t0 ,t1, t2, el t3, etc. También, supongamos que sabemos que x(tk) satisface una ecuacién dinamica lin

X(tk+1) = 8 x(tk) + u(k) (la ecuacion dinamica)

En la ecuacién anterior 8 es un nimero conocido. Para trabajar a través de un ejemplo numérico permitanc
asumir

0=0.9

Kalman asumio ese u(k) que es un niimero al azar seleccionado escogiendo un nimero de un sombrero.
Suponga los nimeros en el sombrero es tal que la media de u(k) = 0 y la variacién de u(k) es Q. Para nues
ejemplo numérico, nosotros tomaremos Q como 100.

Esto es:

Eu(k)=0

E[u(k) ]2 = 100

Donde E es el operador de valor esperado.

Desde el u(k) es determinado escogiendo un niimero de un sombrero, su valor es independiente del valor c
o cualquier otro azar inconstante y el mas sobre todo es independiente de los valores pasados de u. Una
variable del azar cuyo valor es independiente de los valores de todas las otras variables del azar al cual se
llama llama el ruido blanco.

En las lecciones més tarde nosotros nos extenderemos los Kalman se filtran a casos dénde la ecuacion
dindmica no es lineal y donde u no es el ruido blanco. Pero para esta leccidn, la ecuaciéon dinamica es linea

w es el ruido blanco con media cero.

Para aquéllos que son un poco mohoso en la teoria de probabilidad: si el x(k) y u(k) es dos variables del az
independientes, entonces el valor esperado de su producto se da por

Ex(k)u(k)=Ex(k) Eu(k)
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Para nuestro caso Eu(k)=0 para que
Ex(k)u(k) =0

Cuando el valor esperado del producto de dos variables es cero, se dice que las variables no esta en
correlacion.

Ahora suponga eso al t0 de tiempo alguien vino y le dijo él penso el x(t0)=1000 pero que él podria estar en
error y él piensa la variacion de su error es igual a P. suponga que usted tenia mucho confianza en esta
personay, por consiguiente, se convenci6 que ésta era la posible estimacién mejor de x(t0). Esta es la
estimacion inicial de x. a veces se llama el a priori la estimacion.

Un filtro de Kalman necesita una estimacion inicial para empezar. Esta como un artefacto automovilistico gt
necesita un motor del juez de salida para conseguir la ida. Una vez consigue la ida que no necesita el moto
del juez de salida ya. Mismo con el filtro de Kalman. Necesita una estimacion inicial para conseguir la ida.
Entonces no necesitara mas estimaciones de fuera. En las lecciones mas tarde nosotros discutiremos posit
fuentes de la estimacion inicial pero para ahora s6lo asuma alguna persona vino y lo dio a usted.

Asi que nosotros tenemos una estimacién de x(t0), que nosotros llamaremos xe. para nuestro ejemplo.

xe = 1000

La variacion del error en esta estimacion se define por

P = E [(x(t0) —x€)2]

donde E es el operador de valor esperado. el x(t0) es el valor real de x al tO de tiempo y el xe es nuestra
estimacion mejor de x. Asi el término en los paréntesis es el error en nuestra estimacion.

Para construir un filtro de Kalman, nosotros necesitamos saber el valor de P. De nuevo nosotros asumirem
gue la persona que nos dijo que el xe = 1000 también nos dijeron el valor de P. De nuevo, éste es simplem
un artificio para conseguir el filtro de Kalman empezado. Para el ejemplo numérico, nosotros tomaremos P
40,000.

Ahora nos gustaria estimar el x(t1). Recuerda que la primera ecuacion nosotros escribimos (la ecuacion
dindmica) era

X(tk+1) = 0 x(tk) + u(k)

Por consiguiente, para el k=0 nosotros tenemos

X(t1) = & x(t0) + u(0)

Dr. Kalman dice nuestra nueva estimacion mejor de x(t1) se da por

newxe = @ xe (ecuacion 1)

0 en nuestro ejemplo 900 numeérico.

Haga que usted ve por qué Dr. Kalman tiene razén. Nosotros tenemos ninguna manera de estimar el u(0)

excepto para usar su valor malo de cero. Cémo sobre el x(t0 de F). Si nuestra estimacion inicial de x(t0) =
1000 eran entonces correctos el x(t0 de F) seria 900. Si nuestra estimacion inicial fuera alta, entonces nues
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nueva estimacion sera alta pero nosotros tenemos ninguna manera de saber si nuestra estimacion inicial el
alta o baja (si nosotros tuviéramos alguna manera de saber que era alto que nosotros lo habriamos reducid
Para que 900 son la estimacion mejor que nosotros podemos hacer. ¢ Cual es la variacion del error de esta
estimacion?

newP = E [(x(t1) — newxe)2]

Sustituya las ecuaciones anteriores en para el x(t1) y el newxe y usted consiguen.

newP = E [(d x(t0) + u -6 xe)2]

= E[6 2(x(t0) — xe)2 ]+ E u2 + 20 E (x(t0)- xe)*u]

El dltimo término es el cero porque se asume gue u es el no correlativo con ambos x(t0) y xe.

Asi que, nosotros nos salimos con

newP = Pd 2 + Q (ecuacion 2)

Para nuestro ejemplo, nosotros tenemos

newP = 40,000 X .81 + 100 = 32,500

Ahora, permitanos asumir nosotros hacemos una medida ruidosa de x. Llame la medida y y asuma y se
relaciona a x por una ecuacion lineal. (Kalman asumié que todas las ecuaciones del sistema son lineales. E
se llama la teoria del sistema lineal. En las lecciones mas tarde, nosotros nos extenderemos los Kalman se
filtran a los sistemas non-lineales.)

y(1) = Mx(t1) + w(1)

donde w es el ruido blanco. Nosotros llamaremos la variacion de w, "R". para construir un filtro de Kalman e
necesario saber los valores de Ry M.

Nosotros usaremos para nuestro ejemplo numérico M = 1, R = 10,000 y y(1) = 1200

Note que si nosotros hubiéramos querido estimar el y(1) antes de que nosotros miraramos el valor moderac
gue nosotros usariamos

ye = Mnewxe

para nuestro ejemplo numérico nosotros tendriamos ye = 900
Dr. Kalman dice la nueva estimacion mejor de x(t1) se da por
newerxe = newxe + K*(y(1) —-M*newxe)

= newxe + K*(y(1) — ye) (ecuacion 3)

donde K es que un nimero llamo la ganancia de Kalman.

Conocemos que y(1)-ye es simplemente nuestro error estimando el y(1). Para nuestro ejemplo, este error ¢
igual a ventaja 300. La parte de esto es debida al ruido, w y parte a nuestro error estimando x.
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Si todo el error fuera debido a nuestro error estimando x, entonces nos convencerian que el newxe era bajc
300. K=1 poniendo corregirian nuestra estimacion por el lleno 300. Pero subsecuentemente alguno de este
error es debido a w, nosotros haremos una correccién de menos de 300 proponer el newerxe. Nosotros
pondremos K a algiin nimero menos de uno.

¢, Qué valor de K nosotros debemos usar? Antes de que nosotros decidamos, permitanos computar la varia
del error resultante

E (X(t1) — newerxe)2 = E [(x — newxe — K(y — M newxe)]2
= E [(X — newxe — K(Mx + w — M newxe)]2

= E [(1 - KM)(Xx — newxe) +Kw]2

= newP(1 - KM)2 + RK2

donde las condiciones del producto cruzadas dejaron caer fuera porque se asume que w es el no correlativ
con x y newxe. Asi que el mas nuevo valor de la variacion se da ahora por

newerP = newP(1 - KM) 2 + RK2 (equation 5)

Si nosotros queremos minimizar el error de estimacion que nosotros debemos minimizar el newerP. Nosotr
hacemos eso diferenciando el newerP con respecto a K y poniendo al igual derivativo para poner a cero y
resolviendo entonces para K. un poco muestras de algebra por que el K éptimo se da

K = MP/[P(M2) + R] (Equation 4)

Para nuestro ejemplo, K = .7647

newerxe = 1129

el newerP = 7647

la variacién de nuestro error de estimacion esta disminuyendo.

Estas son las cinco ecuaciones del filtro de Kalman. Al t2 de tiempo, nosotros empezamos usando el newel
de nuevo para ser el valor de xe para insertar en ecuacion 1 y newerP como el valor de P en ecuacién 2.
Entonces nosotros calculamos K de ecuacién 4 y usamos eso junto con la nueva medida, y(2), en ecuacior
para conseguir otra estimacion de x y nosotros acostumbramaos ecuacién 5 a conseguir los P. correspondie
Y esto persigue en ciclo de la computadora ciclo de la computadora.

En el filtro de Kalman multi-dimensional, x es una matriz de la columna con muchos componentes. Por
ejemplo si nosotros estuviéramos determinando la érbita de un satélite, x tendrian 3 componentes que
corresponden a la posicion del satélite y 3 mas correspondiendo a la velocidad mas otros componentes que
corresponden a otras variables del azar. Entonces ecuaciones 1 a través de 5 se volverian las ecuaciones (
matriz y la simplicidad y I6gica intuitiva del filtro de Kalman se disimula. Las lecciones restantes se tratan de
la naturaleza mas compleja del filtro de Kalman multi-dimensional.

CONCLUSIONES

Debido a su ilusoriamente simple y facilmente programado algoritmo optimo el Filtro Kalman continda
siendo el método de la integracién adecuado en sistemas de navegacion basados en el GPS. Requiere mo
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estadisticos de todas las variables y ruidos multidimensionales suficientemente exactos apropiados a los pe
de los datos de las mediciones de los ruidos. Estos modelos permiten al filtro considerar para el caracter
disipar de los errores en sistemas diferentes y mantienen una combinacion integrada optima de sistemas d
gran potencia. La naturaleza de la recursividad del filtro permite un proceso de tiempo real eficaz. Los
estudios de la covarianza de fuera de-linea permiten predecir la actuacion del sistema integrada antes del
desarrollo y proporcionan un conveniente y facil uso de la herramienta del plan de sistema.

PREDICCION MEDIANTE LA APLICACION DEL FILTRO DE KALMAN DE MODELOS LINEALES

Esta tecnologia permite, mediante la metodologia Bayesiana, hacer predicciones a lo largo del tiempo de
cualquier suceso sujeto a incertidumbre. Este suceso puede ser el caudal que baja por un rio en régimen d
avenida, la demanda de material a un almacén, etc.

Esta tecnologia ha sido aplicada a las cuencas del rio Ebro y Duero para realizar predicciones de lg evoluc
de caudales y avenidas.

El modelo consiste en suponer que las observaciones a predecir ot son funciones lineales de obseryacione
realizadas que dependen de los parametros 6t en la forma

ot=F'tot+ot

Y donde los parametros a su vez se relacionan mediante la ecuacion

Oot=Gtot—1+0t

En cada momento, al recibir nuevos datos reales, se hacen ajustes y se realizan las predicciones para los
instantes siguientes.
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En muchas situaciones, el "estado de la naturaleza" es cambiante a lo largo del tiempo, por lo que 10
modelos lineales ajustados para un momento no sirven para instantes sucesivos. El filtro de Kalmar

con otros modelos clasicos.

- RESULTADO DE UN FILTRO DE KALMAN

POSICION

%.1) EELEEEEELE " ROJO= POSIGIGNREAL ' == ====~1
| + VERDE = POSICION ESTIMADA
; ' AZUL= POSICION MEDIDA

4 6 8 10
TIEMPO (S)

Ejemplo de resultado de un filtro de Kalman.

La investigacion ha sido realizada en el Departamento de Estadistica e Investigacion Operativa | de

S.A.

abordado distintos proyectos de colaboraciéon con empresas y puede prestar diversos servicios que

« Estudio del problema de prediccién del cliente y determinacion del modo en que el filtro de K
se puede aplicar a cada problema particular.

en tiempo real.
 Desarrollo informatico del programa aplicado a las necesidades del cliente.

nuevas situaciones.
« Asistencia, después de concluido el proceso de transferencia, para la resolucién de los prob
tanto tedricos como practicos, que puedan presentarse

Seflales unidimensionales
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esta dificultad al ir reajustando automaticamente el modelo, con lo que se logran mejores predicciornes que

a

Facultad de CC. Matematicas. Se ha disefiado un algoritmo, que se ha implementado en un programa de
ordenador, para poder hacer predicciones en tiempo real. Ha sido aplicado con éxito a la cuenca del rio Eb
y del Duero para realizar predicciones de la evolucién de caudales y avenidas para la empresa IBERDROL

Dentro del campo de la prediccion dinAmica el Departamento de Estadistica e Investigacion Operativa |, ha

incluye

alman

 Desarrollo del modelo y ajuste de sus elementos a los datos histéricos, para realizar las prediccione

» Formacion del personal de la empresa para la mejor utilizaciéon del programa y su adaptacion a

emas,



* Filtro de Kalman en navegacion

Un filtro de Kalman es esencialmente una version recursiva y en tiempo real de un algoritmo de estimacion.
Un ejemplo tipico de aplicacion de estos filtros es en navegacion. Dado nuestro conocimiento de las
ecuaciones dindmicas de p.e. un avién o un satelite y dada una serie de medidas ruidosas de su posicion ir
determinando en tiempo real (es decir, actualizandose con cada nueva medida, en vez de esperar a tenerle
todas).

La gréfica siguiente refleja el resultado de aplicar nuestro filtro de Kalman a la estimacion de la altura de un
avion a partir de unos datos (mas o menos erréneos) de un acelerometro y un altimetro. La linea discontinu
muestra la verdadera altura, mientras que las cruces indican las mediciones del altimetro, que como se obs
forman una banda de unos 100 mt alrededor de la verdadera posicion. La linea continua nos da la estimaci
del filtro de Kalman. Vemos que en un aterrizaje es mucho mejor que nuestro piloto haga caso al Dr. Kalma
y no al altimetro.

i

. ‘H li'- ‘h!!

« Eliminacion adaptativa de ruido

Un filtro adaptativo es aquel en el que podemos variar sus parametros para intentar satisfacer un cierto
criterio. Tienen numerosas aplicaciones, de entre las cuales aqui ilustramos la reduccion de ruido en una s
de voz. En la fila superior tenemos una sefial de voz (la s[n] original que desconocemos). En la segunda
mostramos lo que grabamos en nuestro micro, la sefial anterior y un gran ruido superpuesto. Finalmente el
tercera fila mostramos el error e[n] del algoritmo adaptativo, que como hemos visto es muy similar a la sefic
original (en todo caso muchisimo mejor que la versioén inicial).
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La literatura del Filtro Kalman abunda, con aplicaciones que van de la navegacion de una nave espacial a
demogréfico de la carne francesa de la manada ganadera. Para aliviarlo en él, aqui estan unas sugerencias

BIBLIOGRAFIA Y DIRECCIONES DE INTERNET
http://www.c .edu/~welch/kalmanintro.htmi

P. Maybeck, Modelos Estocésticos, Estimacion, y Mando. La Pre cadémica, Nueva York, 1979.

De la Teo d | Movimiento d los cuerpo celestes q alrededor del Sol en Secciones Cdnica:

a traduccion por C.H. Davis de CF los 1809 Theo M tus Corporum de Gauss

oelestiu S ctionibus C s Solem Ambientium. La traduccion de Davis de 1857 que fue publicada
r Pu bI s de Dover, In c., N eva York, en 1963.

"The Kalman Filter ,"asitemaintainedbyGWIh dGB hp of the University of North Carolina at
Chapel Hill's Department of Computer Science: http://www.c .edu/~welc h/k ImanLinks.html
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