Andlisis Matematico (Biologia)

Capitulo II: Funciones

Funcion: sean A y B conjuntos no vacios y f una relacién que asigna a cada elemento de A un Unico elemel
de B. Entonces f es una funcién que tiene Dominio A y Codominio B.

f: AIB
*Dominio: Conj. En el que elegimos la primera variable.
*Codominio: Conj. En el que se asignaran los valores de la funcion.

*Relacién funcional: método o procedimiento por el que asignamos a cada elemento del dominio un Unico
elemento del codominio.

El dominio y el codominio pueden ser el mismo conjunto. Sin embargo, los papeles que juegan en la
definicién son totalmente diferentes y asimétricos.

*Imagen de f: es un subconjunto del codominio de f.

Imf={b"B g " a" Atal que b=f(a)}

Im f es un subconjunto del codominio de f

fFRIRg"x"Rvalef(x)=ax+b

Sia" 0 funcion lineal

Sia=0"x"R, f(x)=b funcién constante

Funcién polinomial o polinomio: suma de un namero finito de funciones potenciales donde an "0

Funcion racional: cociente de dos polinomios, es propia si el grado del polinomio divisor es mayor que el de
dividendo. En caso contrario impropia.

El dominio de una funcién real cuya relacion funcional esta dada por una férmula sera el mayor conjunto de
nameros reales en el cual la formula en cuestién es vélida.

Dado a>0, a" 1 se llama Funcion exponencial de base a a la funcion

exp: RIR cuya relacién funcional es:

exp(x)= ax

Sea b>0,y b " 1 se indica con log b x al inico nimero t tal que elevando b a la potencia t se obtiene x
logbx=t!bt=x

Diremos que g: A!B es una funcién inyectiva si



"X1"A, X2 " A, x1"x2 ! g(x1) " g(x2)
Una funcién f es sobreyectiva si la imagen de f coincide con el codominio de f.
Una funcién es biyectiva si es inyectiva y sobreyectiva al mismo tiempo.
Composicién de funciones

Sean f. AIBy g: BIC

h : AIC, h(x) = g(f(x))

Se denomina composicién de f con g o gof.

*Para que la composicién este definida la imagen de la primera funcién debe estar incluida en el dominio de
la segunda.

*La composicién no es conmutativa, la regla de la cadena y el método de sustitucion se basan en este
concepto.

f: AIB es una transformacién que convierte cada elemento de A en un Unico de B, si existe una transformac
de regreso, g: B!A, entonces compuesta con f resulta ser la identidad en A. Tal funcién g es la funcion inver
de f que verifica:

gof = idA fog = idB

En caso de existir se denota f-1: B!A

Teorema II.1: La funcién f: AIB admite funcién inversa f-1: B!A si y sélo si f es biyectiva.

Entonces

y =f(x) ! x =1-1(y)

Por lo tanto resulta que,

(xy) " Gf I (y;x) " Gf-1

El grafico de f-1 esta formado por los mismos pares del grafico de f, donde se han permutado las
componentes.

Proposicion 11.2: si f: RIR es biyectiva, el gréafico de f-1 es un sistema de coordenadas cartesianas ortogone
es el transformado simétrico del gréfico de f respecto de la recta bisectriz del primer y tercer cuadrante

(y=x)
Caracteristicas gréficas de las funciones.

Proposicion 11.3: El arco de curva es el grafico de una funcién con dominio A siy sélo si la recta vertical
trazada por cada elemento x0 " A

interseca a precisamente en un punto.



Proposicion 11.4: La funcién f: AIB es inyectiva si y solo si " y0 " B la recta horizontal de altura y0 interseca a
= Gf a lo sumo en un punto.

Proposicion 11.5: La funcion f: AlB es sobreyectiva si y sélo si
"y0 " B la recta horizontal de altura yO interseca a = Gf por lo menos en un punto.

Proposicion 11.6: La funcién f: AIB es biyectiva siy so6lo si " y0 " B la recta horizontal de altura y0 interseca a
= Gf precisamente en un punto.

Llamaremos raiz o cero de f a todo elemento x " A tal que f(x)= 0.
Conjunto de raices:

COo(f) = {x " A g f(x)= 0}

Conjunto de positividad:

C+(f) ={x" A g f(x)>0}

Conjunto de negatividad:

C-(f) ={x" A g f(x)<0}

Estos tres conjuntos son subconjuntos del dominio de f, mas adn
A = Domf = CO(f) U C+(f) U C—(f)

Una funcién f: RIR es par si se verifica que

"x "R vale f(=x) = f(x)

Proposicion 11.7: Si f: RIR es una funcidn par, entonces su gréfico es lateralmente simétrico respecto del eje
vertical.

Simetria axial respecto de un eje o recta
Una funcién f: RIR es impar si se verifica que
"x " R vale f(-x) = —f(x)

Proposicion 11.8: Si f: RIR es una funcién impar, entonces su grafico es simétrico respecto del origen de
coordenadas.

Simetria central respecto de un punto
Muchas funciones reales no son pares ni impares.
La funcién f: RIR es periédica con periodo >0 si vale

"X"Rf(x+ ) =1(x)



Esta propiedad es caracteristica de las funciones trigopnométricas y combinaciones; entonces dada una fun
f: R ! R periddica con

periodo , es suficiente estudiar su comportamiento e un intervalo de la forma [x0 ; xO+ ].
Seaf: AlRyseaP"A:fes acotada superiormente en P si existe " R tal que
"x"Pvalef(x)" .
En tal caso es una cota superior de fen P.
F es acotado inferiormente en P si existe " R tal que
"x"Pvalef(x)" .
es una cota inferiorde fen P .
Mas generalmente, f es acotada en P siy solo si f es acotada superior e inferiormente en P.
Proposicion 11.9: Sea f: R! R, f es acotada si y s6lo si existe un intervalo [ ; ] tal que
Imf"[;]
Capitulo lllI: Limites y Continuidad
El concepto de limite
El limite de f(x) para x tendiendo a x0 es |, y se denota
lim f(x) =1,
x!x0
si" >0" >talque
O<gx-x0@< lgfx)—-l@g<
- <Xx=-X0< 1= <f(x)-1<
X0- <x<x0+ !l- <fx)<I|+
Para cada dado obtenemos un , es decir que el depende del que uno considere.
» es arbitrario, la definicién se tiene que cumplir cualquiera sea el positivo que se considere.
 En la definicion de limite de una funcién f(x) para x ! X0 no interesa el valor de la funcién en el punto
x0. Este valor puede:
* Ser igual al limite |
« Ser diferente de |

* Directamente no existir

Propiedades de los limites



Propiedad de unicidad del limite funcional: Sea f definida en todo (a;b) salvo quizas en ¢ " (a;b). Si lim f(x) =
11y lim f(x) = 12.

xlc x!c
Entonces vale 11 = 12.
Teorema del sandwich : Sean f, g y h funciones definidas en (a;b) salvo quizas en ¢ " (a;b) tales que

* "x"(a;b), x" cvale g(x) " f(x) " h(x)
e limg(x) =1;limh(x)=1.

xlc xlc

Entonces vale lim f(x) = I.

xlc

Proposicion 111.3: Sean fy g dos funciones tales que lim f(x) =l y
xlc

lim g(x) = k. Entonces vale

xlc

lim (f(x) £ g(x)) = lim f(x) £ lim g(x) =1 £ k

xlc xlc xlc

Proposicion 111.4: Sean fy g dos funciones tales que lim f(x) =1,
xlc

lim g(x) = k. Entonces vale

xlc

lim [f(x).g(x)] = lim f(x) . lim g(x) = L.k

xlc xlc xlc

Corolario 111.5: Sea f una funcién tal que lim f(x) =, y p una

xlc

constante. Entonces vale
Iimp=p;lim[p.fx)]=p.limfx)=p.l

xlc x!c xlc



Proposicion 111.6: Sean fy g dos funciones tales que lim f(x) =1,
xlc

lim g(x) = 0 " k. Entonces vale

xlc

lim f(x)

f(x) x!c |

xlc g(x) lim g(x) k

xlc

Proposicion 111.7: Sea lim f(x) = 0, y sea g una funcién acotada cerca
xlc

de c. Entonces resulta

lim [f(x) . g(x)] =0

xlc

Proposicion 111.8: Sea lim f(x) = |. Entonces vale

xlc

e Sil<b,entonces” >0talque0O<gx-co@< !f(x)<Db.
* Sil>Db,entonces” >0talque0<gx-co@< !f(x)>Dh.

Limites especiales
* Limites en el infinito
Describe cémo se comporta la funciéon cuando los valores de la variable se alejan mucho.
El limite de f(x) para x!+" es |, es decir:
lim f(x) = |
xI+"
si paratodo > 0 existe M > 0 tal que si x > M entonces @f(x) — lg < , esdecirl = <f(x) <+ .
Paralelamente,

El limite de f(x) para x!-" es |, es decir:



lim f(x) = |

x1="

si paratodo > 0 existe M > 0 tal que si x < -M entonces @f(x) - lg < , esdecir| = <f(x)<I|+ .
* Limites infinitos

Sea f definida en (a;b) salvo quizas en ¢ " (a;b). El limite de f(x) para x!c es +", y se denota

lim f(x) = +"

xlc

si cualquiera sea el nimero real positivo M existe > 0 tal que si

0<g x - c @< ,entonces vale f(x) > M.

Sea f definida en (a;b) salvo quizas en d " (a;b). El limite de f(x) para x!c es -", y se denota

lim f(x) = ="

x!d

si cualquiera sea el nimero real positivo M existe > 0 tal que si

0<gx—-dg< ,entonces vale f(x) < —M.

El limite de f(x) cuando x!c es infinito sin signo, y se denota

lim f(x) ="

xlc

si dado M positivo y arbitrariamente grande, existe > 0tal que sivale 0 <g x - c g < , entonces vale gf(x)s
> M, o lo que es lo mismo, se verifica (f(x) > M) o (f(x) < -M).

* Limites laterales
Seaf: DIEy ¢ " D. Llamaremos limite lateral por la derecha de f(x)para x!c, y se denota
lim f(x) =1,
xlc+

al limite de f(x) restringida a los valores de x mayores que ¢, es decirsi” >0" >0 tal que cada vez que 0
<Xx-c< se verifique que gf(x) -1 g < .

Seaf: DIEy ¢ " D. Llamaremos limite lateral por la izquierda de f(x)para x!c, y se denota

lim f(x) = k,



xlc—

al limite de f(x) restringida a los valores de x menores que ¢, esdecirsi” >0" >0 tal que cada vez que 0
<c-x< se verifique que gf(x) —k g < .

En este caso 0 < ¢ — x significa que X es menor que c.

Proposicion 111.9: Sea f una funcion definida en un intervalo abierto (a;b) salvo quizas en
¢ "(a;b). Entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes:

e lim f(x) =1

xlc

o lim f(x) = lim f(x) = |

xlc— xlc+

Esta proposicién afirma que la condicidn necesaria y suficiente para la existencia de limite funcional es que
ambos limites laterales existen y sean iguales.

Célculo de limites indeterminados

Limite indeterminado: problema de célculo de limite que no puede resolverse mediante las reglas operatori
elementales. Son las del tipo 0/0, "/, 0."," =", 00, "0y 1",

Proposicion 111.10: Sea ¢ un nimero real y n un nimero natural cualesquiera. Entonces
c

lim---=0.

x!+" xn

Proposicion 111.11: sen x

x!0 x

Graficamente

sen X < x < tg x

O, lo que es lo mismo
sen X

SeN X < X < ———————

COS X



Pero en (0; /2) sen x es positivo, entonces se divide miembro a miembro por sen X
x1

1<- -—< -

Sen X cos X
Elevando a -1, se invierten las desigualdades

sen X

Tomando limites para x!0+ el lim 1 = 1 y lim cos x = 1. Estamos en
x!0+ x!10+
condiciones del Teorema del sandwich y por lo tanto vale

sen X

x!0+ x
Como sen x es una funcidon impar, para valores negativos de x resulta,

sen x sen (—x) sen (—-X) sent

XXXt
cont=-x>0. Por lo tanto

sen x sen (—x) sent

X10— x x!0— x x!0+ t

Por lo tanto resulta



En general

sen []

(o

*Limite de funciones exponenciales: de la siguiente forma

lim [f(x)]g(x) = C

xla

La solucién depende de la existencia y el valor de los siguientes limites:

A =lim f(x) ; B = lim g(x)

xla x!la

Se presentan los siguientes casos:

« A finito, B finito, uno de ellos no nulo. Entonces es C = AB

» Afinito, A" 1, B = £". En este caso la solucién va a depender del signo de By si A es mayor que 1 0 no Ic

es:
*A>1,B=+"1C=+"

*A>1,B=-"1C=0
*0<A<1,B=+"IC=0
*0<A<l,B=-"IC=+"

« f(x) >0, A=1, B =". Este es el caso mas complicado, se resuelve aplicando
Iiml+tlit=e

t!0

o}

Iim[l1+1/X]x=¢e

t!0

Veamos la razén tedrica: existe un teorema que afirma:

Una funcién creciente y acotada superiormente tiene limite finito para x!+".

La funcién

h(x) = [1 + 1/x]x

es creciente. Ademas el nimero 3 es una cota superior, por lo tanto el limite existe y es menor que 3. Se
designa a dicho limite como e.

10



Es facil demostrar:

Proposicion 111.12: Si vale lim f(x) =", entonces vale

xla

lim [1 + 1/f(x)]f(x) = e.

xla

Prop.:Si f esta definida en (a;b) salvo tal vez en ¢ " (a;b) y ademas
lim f(x) = |, entonces x!c

lim f(x) In (f(x)) = In 1.

xlc

Concepto de continuidad.

Sea f una funcién definida en un intervalo abierto (a;b), y sea x0 " (a;b). f es continua en x0 si y s6lo si f(x0)
lim f(x). Es decir se pide

x!x0

gue exista (y sea finito) el limite cuando x!x0 ,y que coincida con f(x0).

Enunciado formal:

fescontinuaenx0si" >0," >0 (depende de ) tal que gx—x0g < ! gf(x)-f(x0)z < .
f es continua en un conjunto A si lo es en cada uno de los puntos de dicho conjunto.
La continuidad de f en x0 equivale al cumplimiento de tres condiciones:

e "lim f(x) y es finito

x!x0

« Esta definido f(x0), o lo que es lo mismo, x0 " Dom f.
* f(x0) = lim f(x)

xIx0

f tiene una discontinuidad evitable cuando aungue no sea continua es posible completar su definicion para
hacerla continua.

Si no se cumpliera a), se llama discontinuidad inevitable.
Propiedades de las funciones continuas

Proposicion 111.13: Sean fy g funciones continuas en x0, entonces f+g, f-g y f.g son funciones continuas en

11



x0. Si ademas vale g(x0) " 0, f/g también es continua en x0.
Proposicion 111.14: Sea g continua en x0, y f continua en g(x0).
Entonces fog es continua en x0.

Proposicion 111.15: Toda funcién polinémica es continua. Una funcién es racional es continua en todos los
puntos en donde el denominador es distinto de 0.

Proposicion 111.16: Las funciones sen X, cos X, tg x (con x " /2 + k, k entero), ex, In x (x > 0), "x (six " 0)
son continuas.

Teorema ll.17: Sea f: [a;b]!R continua, entonces f es acotada y tiene maximo y minimo en [a;b]. Un maximc
de f en [a;b] es un punto ¢ " [a;b] tal que f(c) " f(x) " x " [a;b]. Paralelamente un minimo de f en [a;b] es un
punto d " [a;b] tal que f(d) " f(x) " x " [a;b].

Teorema de Bolzano: Sea f: [a;b]'R continua y tal que f(a) > 0, f(b) < 0 (o bien f(a) <0, f(b) > 0). Entonces
existe una raiz de f en [a;b] (es decir, " ¢ " (a;b) tal que f(c) = 0).

Las hipétesis son dos:

« Continuidad de f en el intervalo cerrado [a;b].
« f debe asumir signo opuestos en los extremos del intervalo

La tesis afirma la existencia de una raiz ¢ " (a;b), pero no su unicidad.

Si falla la hip6tesis 1. no es posible afirmar nada acerca de la existencia de raices.
Teorema del valor intermedio: Sea f. [a;b]'R continua y tal que

f(a) <f(b),ysea "R talquef(a) < <f(b). Entonces" c" (a;b) tal que f(c) = .
Capitulo 1V: Funcion exponencial y Funcién logaritmica

Propiedades basicas de la funcion exponencial

Proposicion IV.1: Seana>0,b >0, x" R, y" R. Entonces:

s ax+y = ax. ay
. ax

ay

e [ax]y = ax.y
e (a.b)x =ax . bx

La funcién exponencial general puede escribirse de dos maneras equivalentes:

f(x) =k .axobienf(x) =k . ex

12



donde a=¢ ,0lo que eslo mismo =In a. Resulta imprescindible que la base a sea estrictamente positiva,
ya gue en caso contrario no podria definirse la funcién.

Teorema IV.4: Seaf: RIR+ ,f(x) =k .axconk >0,a >0, a"0. Entonces f es biyectiva

Demostracidn: primero f no es una funcion acotada. Supongamos que k =1y a > 1, en este caso los valor
de f son positivos. Supongamos la existencia de una cota M > 0 tal que " x " R valga ax < M. Entonces seriz

"X"R,x.loga<logM
ycomologa>0!

log M

log a

gue es un absurdo, ya que implicaria que R fuera acotado superiormente. Luego, f(x) = ax no puede ser
acotada superiormente. Pero por ser creciente es inyectiva, y por ser continua, el teorema de Bolzano afirrr
que es sobreyectiva.

Crecimiento exponencial

ex
" >Q0vale lim —————- =+"
xI+" X

Demostracion: "t > 0 vale
et>1+t

Por lo tanto

etl

"t>0, ————— >1+-—>1

Dado > 0, por el llamado axioma de Arquimedes existe un niimero natural k tal que k > . Six > 0,
tomamos t = x/k y vale

ex/k

x/k

donde resulta
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X Kk

ex1

xk kk
Pero xk— >0 (x>0 y k>). Multiplicando ambos miembros por ese factor

ex ex xk-

xk x kk
Tomando limite para x!+" obtenemos

ex1

x!+" x kk x!+"

Este resultado afirma que la funcién exponencial crece mas rapido que cualquier funcién potencial, en
particular que cualquier polinomio.

Proposicion 1V.6: Sea f: RIR una funcién exponencial de la forma
f(x) =k .ax .Entoncesk=f0)ya=f(x+1),"x"R.

f(x)

Demostracion: En la primera afirmacion basta evaluar
f0)=k.a0=k

Cualquieraseax "R

e f(x) =a. kax = k . ax+1 = f(x+1)

y recordando f(x) " 0, se puede despejar el valor de a.

Proposicion IV.7: Sea f: RIR una funcién exponencial expresada en la forma f(x) = k . e x. Entonces " x " R
vale

14



= In f(x+1) — In f(x).
Propiedades basicas de la funcion logaritmica.
Teorema IV.8: La funcién logaritmo de baseacona>0,a" 1,
0: R+IR, g(X) = loga x

es una funcién no acotada, biyectiva y continua. Sera estrictamente creciente si a > 1, estrictamente
decreciente sia < 1.

En lo que sigue la base b sera positiva y distinta de 1.

Proposicion IV.9: Sean x>0,y >0, "R. Entonces vale:

e logb (x.y)=logb x + logb y

* logb [x/y] = logb x — logh y

elogb (x)= .logbx

elogbb=1

elogb1=0

Proposicion 1V.10: Sean a, b y t nimeros reales positivos, a" 1, b " 1. Entonces vale
logbt=logat. logb a

Demostracion: Sea x =logat, y = logb t. Equivale at = ax y t = by. Por lo tanto vale
by = ax

Tomando logb de ambos miembros

y=y.logbb=x.logbha

reemplazando x e y

logbt=logat. logb a.

Si la base es mayor que 1, la funcion logaritmica es creciente. Sin embargo, puesto que es inversa de una
exponencial que crece muy rapidamente es razonable esperar que el logaritmo crezca muy lentamente.

Teorema IV.11: Para todo nimero positivo vale

x!+" In x
Demostracion: Seat = In x, entonces x = et. Luego

X (et) et

15



In x ttl/
si x!+", entonces t!+"

X et et

X!+ In x t+" t1/ t+" t1/

La funcién logaritmo natural crece mas lentamente que cualquier funcién potencial de exponente positivo.
Capitulo V: Derivadas

Llamaremos cociente incremental o razén incremental de f en x0, para un incremento "x0 de la variable
independiente, al cociente entre el incremento de la funcién y el incremento de la variable independiente. E
simbolos,

"v0 = f(x0+"x0) + f(x0

IIXO IIXO

El cociente incremental de una funcion f en el punto x0, para un determinado incremento "x0 de la variable
independiente: es la pendiente de la recta secante al grafico de la funcidn f, que pasa por los puntos (x0;y0
(x0+"x0;y0+"y0).

El concepto de la derivada

La derivada de una funcién en un punto es el limite del cociente incremental en ese punto, cuando el
incremento de la variable independiente tiende a O.

y0' = f'(x0) = lim'y0 = lim_f(x0+"x0) + f(x0)

"x0!10 "x0 "x0!0 "x0

Por simplicidad si llamamos "x0=h se denota

f'(x0) = lim f(x0+h) — f(x0)

h!0 h

Si se define x = x0 + h resulta que h!0 si y sélo si x!x0

f'(x0) = lim f(x) — f(x0)

x!x0 x = x0

Recordando el significado geométrico del cociente incremental vale decir que

"v0=tg s=ms
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"x0

donde sy ms son la inclinacion y la pendiente de la recta secante S.

v A S
Yo
Yo+ yo
| X0 |
| |
/ ! ¥ I
1 ra
X0 X0+ %0 X

Si "x0!0, entonces también "y0!0 y el punto (x0+"x0;y0+"y0) se mueve sobre el gréafico de f ocupando
posiciones que tienden a (x0;y0). La recta S tiende a la posicién de la recta T en la que tiene con la curva s
un punto en comun, el (x0;y0). En otras palabras, T es la recta tangente al grafico de f en el punto (x0;y0). E
angulo tiende al angulo que forma T con el semieje horizontal positivo. Por lo tanto,

limtg =tg

!

Se deduce que

f(x0) =lim*y0 =Ilimtg =tg

"x0!0 "x0 !

La derivada de la funcion f(x) en el punto x0 es la pendiente de la recta T tangente al grafico de f en el punt
(x0:y0).

Resulta que la ecuacion de la recta T tangente al gréafico de f(x) en el punto (x0;f(x0)) es
y — f(x0) = f(x0) . (x —x0)
Casos especiales de derivadas
* Derivadas laterales
Las expresiones
f'+ = lim f(x+h) = f(x)
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h!0+ h

(0]
f'— = lim f(x+h) — f(x)
h!0-h

se llaman derivada a la derecha y derivada a la izquierda de la funcién f en x.

Proposicion V.1: Dada una funcion f, existira f'(x) si y solo si existen f'+(x) y f'—(x) y ademas se verifica
f+(x) = F=(x)

* Derivada infinita
Sea f una funcién continua y z un punto de su dominio tales que
lim f(z+h) — f(z) ="
h€ h

diremos que f tiene derivada infinita en z. En este caso la tangente al gréfico de f en z sera perpendicular al
X.

« Continuidad versus derivabilidad
Teorema V.2: Sea f una funcién derivable en z. Entonces f es continua en z.

El reciproco de este teorema es falso. Por supuesto si es valido el contra reciproco, que afirma que la falta
continuidad implica la no derivabilidad.

Célculo de derivadas

Algunos ejemplos de derivadas de funciones:

f(x) f'(X)

c 0

Xm m.xm-1
sen X COS X
COS X -sen X
In X 1/x

ex ex

arc cos x 1/-"1-x2
arc sen x 1/"1-x2
arc tg x 1/1+x2

Reglas generales de derivacion

Proposicion V.3: Sean fy g dos funciones con dominio (a;b) y sea

18



Z " (a;b) tal que tanto f como g son derivables en z. Entonces ftg es derivable en z, vale (fxg)'(z) =f'(2) +
9'(2).

Proposicion V.4: Sean fy g dos funciones con dominio (a;b) y sea

Z " (a;b) tal que tanto f como g son derivables en z. Entonces f.g es derivable en z, vale (f.g)'(z) = '(2).09(2) +
f(z).9'(2).

Corolario V.5: Sea f una funcion derivable en z, y ¢ " R. Entonces vale

(chH'@=c.f(2).

Corolario V.6: Sean f, g y h funciones derivables en z. Entonces

(f.9.h)(2) = 1(2).9(2).h(2) + 1(2).9'(2).h(2) + {(2).9(2).h'(2)

Proposicion V.7: Sea f derivable en z, tal que f(z) " 0. Entonces 1/f es derivable en z, y ademas vale
[1/f](z) = =£(2)

f2(z)

Proposicion V.8: Sean fy g dos funciones derivables en z tales que

g(z) " 0. Entonces (f/g)'(z) es derivable en z y vale

[flo]'(z) = f(2).0(2) = f(z).d'(2)

92(2)

Regla de la cadena

Sea g una funcion derivable en z y f otra funcion derivable en g(z). Entonces fog es derivable en z y vale
(fog)'(z) = f(9(2)).9'(2)

Derivadas sucesivas

Sea una funcioén f:(a;b)!R derivable en (a;b). Queda definida una nueva funcién f': (a;b)!R llamada funcién
derivada. Es posible que esta nueva funcion sea derivable. En tal caso, es posible calcular su propia deriva
gue se denotara ', y se denomina derivada segunda de f. De la misma manera puede definirse la derivada
tercera, la cuarta, etc.

Derivada de la funcion inversa

f es una funcién biyectiva y derivable en x, entonces existe la funcion inversa f-1 y verifica que

(fof-1)(y) =y ; (f-1of)(x) = X

Utilizando la regla de la cadena obtenemos

(f-1)(f(x)).fF(x) = 1
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Si suponemos f'(x) " 0 resulta

(f=1)'(f(x))= 1/f(x)

Si escribimos y = f(x), resulta ser x = f=1(y). Sustituyendo

(f=1)'(y) = 1/f(f-1(y))

Se aplica este resultado al calculo de derivadas de las funciones trigopnométricas inversas.
Derivacién logaritmica

Sean fy g dos funciones derivables y " x " domf, f(x) > 0. Consideramos
k(x) = [f()]19(x)

Tomando In de ambos miembros

In [k(x)] = g(x).In[f(x)]

Derivando ambos miembros

1.K () =g().In[f(x)] + g(x).1 .F(x)

k(x) f(x)

De donde resulta

K'(x) ={g'(x).In[f(x)] + a(x) .F(x)}.k(x)

f(x)

Capitulo VI: Aplicaciones de la derivada

Teoremas de valor medio del Calculo Diferencial.

Teorema VI.1: Sea f: AIB, x0 " (a;b) " A, tal que x0 sea un extremo local de f (maximo o minimo local).
Supongamos ademas que f sea derivable en x0. Entonces vale f'(x0) = 0.

Teorema de Rolle: Sea f una funcion continua en [a;b] y derivable en (a;b), tal que f(a) = f(b). Entonces exis
c " (a;b)tal que f'(c) = 0.

Este teorema exige tres hipotesis distintas:
 Continuidad de f(x) en [a;b].

« Derivabilidad de f(x) en (a;b)

* f(a) = f(b).

Teorema de Lagrange: Sea una funcion continua en [a;b] y derivable en (a;b). Entonces existe ¢ " (a;b) tal

f'(c) = f(b) - f(a)
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fixy M fix)
fib)

Fc) f(b)

f(a) f(a} I

Este grafico exhibe el sentido geométrico del teorema de Lagrange. En pocas palabras dice que si una func
es continua y derivable en un intervalo, la recta tangente en algin punto interior al intervalo es paralela a la
cuerda del gréfico de dicha funcién en ese intervalo.

El teorema de Lagrange es una generalizacion del teorema de Rolle.

Teorema de Cauchy: Sean fy g funciones continuas en [a;b] y derivables en (a;b). Entonces existe ¢ " (a;b)
que

[f(b) - f(a)] . g'(c) = [g(b) - g(a)] . f(c)

Si ademas g' no se anula en ningun punto de (a;b), entonces
f(b) — f(a) =f'(c)

g9(b) - g(a) g'(c)

Regla de L'Hospital

Teorema VI.5: Sean fy g funciones derivables en (a;b), z " (a;b) tales que f(z) = g(z) =0, yg'xX) "0 " x "
(a;b), x " z. Entonces vale

lim f(x) = lim f(x)
x!1z g(x) X!z g'(x)
siempre que este ultimo limite exista.

Teorema VI.6: Sean fy g funciones derivables en (a;b), z " (a;b) tales que f(z) = g(z) =", yg'(x) "0 " x "
(a;b), x " z. Entonces vale

lim f(x) = lim f'(x)
X1z g(x) x!z g'(x)

siempre que este ultimo limite exista.
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Caso 0." : Calcular lim [f(x).g(x)] donde lim f(x) = 0; lim g(x) =".
xla xla x!a

En este caso definimos h(x) = 1/ g(x) y resulta que

lim [f(x).g(x)] = lim f(x)

xla xla h(x)

que es de la forma 0/0.

Caso "-": Calcular lim [f(x) — g(x)] donde lim f(x) = lim g(x) = +".
xla xla x!a

Siay b no son nulos vale

(a-b)=(a.b).(b-1 - a-1).

Entonces resulta que

lim [f(x) = g(x)] = lim {[f(x).9(x)] . [1/9(x) — 1/f(X)]}

xla xla

que es de la forma 0.".

Caso 1" : Calcular lim h(x) donde h(x) = [f(x)]g(x) con lim f(x) = 1,
xla xla

lim g(x) = ". Hacemos la transformacion

k(x) = In h(x) = g(x) . In f(x)

Calculamos entonces

L =lim k(x) = lim [g(x) . In f(x)]

xla xla

gue es de la forma 0.". Si este limite es finito, sera finalmente
lim h(x)=eL

xla

Sentido del crecimiento. Maximos y minimos.

Lema VI.7: Sea f: AIB, (a;b) " A. Son equivalentes:



« f es estrictamente creciente en (a;b)
« "x0 " (a;b) y para todo incremento "x0 tal que x0+"x0 " (a;b) el signo del incremento de la variable
independiente "x0 y el signo del incremento de la funcién "y0 coinciden.

Teorema VI1.8: Sea f derivable en (a;b) y continua en [a;b], luego
« f(X) >0" x" (a;b) ! f estrictamente creciente en [a;b].

« f(X) <0 " x" (a;b) ! f estrictamente decreciente en [a;b].

«f(X) =0 x (a;b)!fconstante en [a;b].

Dada la funcién f: AIB y x0 " A, diremos que x0 es un maximo local de f

[x0 es un minimo local de f] si existe un intervalo | = [x0— ;x0+]" Atal que " x " | vale f(x) " f(x0) [* x " |
vale f(x) " f(x0)]. Diremos que x0 es un extremo local de f si es un maximo local o un minimo local de f.

Teorema de Fermat: Sea f: AIB, x0 " (a;b) " A, tal que x0 sea un extremo local de f (maximo o minimo local)
Si ademas que f sea derivable en x0. Entonces vale f'(x0) = 0.

Observaciones:

* No es cierto que la anulacion de la derivada impligue que el punto en cuestién sea un extremo local.

* Sj el extremo local x0 no es interior a un intervalo abierto incluido en el dominio, el teorema no vale.

* Si no se supone derivabilidad en x0, la condicién de extremo local no queda caracterizada por
ninguna propiedad de las derivada laterales, en caso de existir.

* Si se supone ademas que la derivada es continua, las observaciones anteriores y este teorema nos
sugiere que la manera sistematica para estudiar el crecimiento de una funcién f(x) debe comenzar
computando todas las raices de f'(x), luego seguir analizando el signo de dicha derivada en los
intervalos determinados por dos raices consecutivas.

Si f es una funcion derivable en todo su dominio, llamaremos punto critico de f a cualquier raiz de f'.
Entonces x0 es un punto critico de f si y sélo si x0 " Domf, y f(x0) = 0. En estas condiciones el teorema de
Fermat se puede expresar asi:

Six0 " (a;b) " Domf, y es un extremo local de f, entonces es un punto critico de f.

Estudio de la curvatura del grafico de una funcién.

Teorema VI.10: Sea f una funcién dos veces derivable en (a;b).

"x " (a;b) f'(x) > 0 ! f tiene curvatura positiva en (a;b)
"x " (a;b) f'(x) < 0! f tiene curvatura negativa en (a;b)

Diremos que x0 es un punto de inflexion de f(x) si existe un intervalo abierto (a;b) " Domf tal que x0 " (a;b) y
f tiene un determinado sentido de curvatura en (a;x0) y el sentido contrario de curvatura en (x0;b). Aplicand
el teorema de Fermat resulta:

Proposicion VI.11: Sea x0 un punto de inflexion de f(x). Entonces, si f es dos veces derivable en x0, vale
f'(x0) = 0.

Los puntos de inflexion estan caracterizados graficamente ya que la tangente atraviesa a la curva de f.

Problemas de maximos y minimos
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Proceso para resolverlos:

» dar un nombre a cada una de las variables

« tratar de dibujar un “figura de analisis'

» expresar la variable a optimizar como funcién de las restantes que aparecen

» expresar las relaciones matematicas entre las restantes variables, que permitan obtener todas ellas en
términos de una sola, a la que designaremos “variable independiente’.

» Reemplazar las expresiones obtenidas en 4 en la funcién que obtuvimos en 3. Resulta asi la variable a
optimizar como funcion de la variable independiente.

* Derivar dicha funcién y determinar los puntos criticos

* Clasificarlos

» Seleccionar aquel que se ajuste a lo pedido por el problema

» Reemplazar el valor obtenido de la variable independiente en la funcidn y verificar que el resultado sea
‘realista’.

Asintotas

La recta L es una asintota de la funcién f(x) si la distancia entre puntos de L y puntos del grafico de f tiende
0 al alejarse sobre la recta en alguna de las dos direcciones posibles (0 en ambas).

Teorema VI.13: Sea f una funcién, ¢ " Domf. Son equivalentes:
o limf(x) ="

xlc

« La recta vertical x = ¢ es asintota del gréafico de f.

Teorema VI.14: Sea f una funcién cuyo dominio no es acotado. Entonces son equivalentes los siguientes
enunciados:

elimf(x)=k"R

x!"

 La recta horizontal y = k es una asintota del grafico de f.

La condicién sobre la distancia entre la curva y la recta se expresa asi:
lim [f(x) —mx-b]=0

x!"

0, lo que es lo mismo

lim f(x) = lim (mx + b)

X" x1"

y dividiendo ambos miembros por x

lim f(x) = lim mx + b =lim (m + b/x) = m.
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X" x xI" x x!"

De la primera se obtiene

b = lim [f(x) — mx]

X!ll

Teorema VI.15: Sea f una funcién cuyo dominio no sea acotado. Entonces son equivalentes:

elimfX)=m"RIlim[f(x) —-mx]=b"R

x!" x x!

 Larecta de ecuacion y = mx + b es una asintota no vertical del grafico de f.

Estudio diferencial de una funcién.

Algoritmo:

» Determinar Domf, raices, conj. de positividad y negatividad.

* Analizar la continuidad de f. Clasificar discontinuidades.

* Calcular f'. Determinar los puntos criticos.

» Expresar el Domf como union de intervalos abiertos cuyos extremos sean puntos criticos de f, puntos de
discontinuidad de f', o puntos terminales del Domf.

 Evaluar el signo de f' en un punto de cada una de dichos intervalos abiertos. Determinar el conj. de
crecimiento y decrecimiento de f.

» Clasificar los puntos criticos de f en maximos locales, minimos locales y puntos estacionarios no extrema

 Detectar posibles extremos locales entre los puntos terminales del Domf.

* Calcular f". Determinar sus raices.

» Expresar el Domf como unidn de intervalos abiertos cuyos extremos sean raices de f*, puntos de
discontinuidad de ", o puntos terminales del Domf.

 Evaluar el signo de ' en un punto de cada uno de dichos intervalos abiertos. Determinar el conj. de
curvatura positiva y negativa de f.

» Determinar cudles de las raices de f* son puntos de inflexion.

* Detectar limites infinitos de la funcién, lim f(x) = ". Determinar

x!

posibles asintotas verticales del gréafico de f.

« Calcular lim f(x) y lim f(x). Detectar asi posibles asintotas

X!+Il X!_II

horizontales de f.

« Calcular los siguientes limites:

ml = lim f(x) ; m2 = lim_f(x)

X+ x xI-" x
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bl = lim [f(x) — m1x] ; b2 = lim [f(x) — m2x]

xI+" x1="

Si ambos elementos de un par {mi;bi} fueran finitos tendriamos
asintota oblicua.

» Realizar una tabla de valores de f(x) dando a x todos las valores notables detectados a lo largo del estud
* Dibujar un gréfico aproximado de f.

Aproximacion mediante polinomios de Taylor.

Proposicion VI.16: Si P(x) es un polinomio de grado n, el coeficiente del término de grado k (donde 1" k" n
es igual al valor de la k—ésima derivada de P en o, dividido por k!.

Esto equivale a decir que un polinomio de grado n puede reconstruirse si se conoce su valor funcional y el (
sus primeras n derivada en x = 0. Si disponemos de los valores de P y de sus primeras n derivadas en un [
a" 0, para reconstruirlo hay que expresarlo como combinacién lineal de potencias de (x — a); de tal manera
sera:

PX)=an(x—an+an-1(x—-an-1+..+al(x—-a)+a0

Para cada indice k entre 1 y n vale:

ak =P(k)(a) y a0 = P(a)

k!

donde el exponente (k) indica orden de derivacioén, y no potencia.

En resumen se puede enunciar:

Proposicion VI.17: Si P(x) es un polinomio de grado n, vale que

n

P(x) = P(a) + "_P()}a) (x - a)i

i=1 il

El n—ésimo polinomio de Taylor de f(x) en el punto a es el tnico polinomio P(x) de grado n tal que P(a) = f(c
y P(j)(a) = f(j)(a) para j variando entre 1y n. El resto de Taylor correspondiente a dicho polinomio se define

como R(x) = f(x) — P(x).

Teorema VI.18: Sea f(x) una funcién que admite n + 1 derivadas continuas en el punto a, y sea P(x) su
n—ésimo polinomio de Taylor en a. Entonces sera

n

P(x) = f(a) + "f()(@) (x — )i
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i=1i!

Ademas, el resto de esta aproximacion vale
R(x) = f(n+1)(b) (x — a)n+1

(n+1)!

donde b es un punto intermedio entre a y X.

La importancia de este resultado consiste en que asegura que el ‘resto' o error del n—ésimo polinomio de
Taylor converge a 0 mas rapidamente que

(x — a)n cuando x converge hacia a.

Capitulo VII: Primitivas.

Concepto de primitiva. Primitivas inmediatas.

Llamaremos primitiva de la funcién f(x) a una funcién derivable F(x) tal que " x " Dom f, F'(x) = f(x).

Lema VII.1: Sea h(x) una funcién continua en [a;b] y derivable en (a;b). Entonces son equivalentes los
siguientes enunciados:

- x" (&), f() = 0
« f(X) es constante en [a;b]

Corolario VII.2: Sean F(x) y G(x) dos funciones derivables. Entonces son equivalentes:

* F y G son primitivas de la misma funcion.
* "X, F(X) = G(X) + ¢, con c constante

Una funcién puede tener infinitas primitivas, y dos cualesquiera de ellas difieren de una constante.
La notacién es la siguiente:

"f(xX) dx = F(X) + C ! F'(x) = f(x).

Proposicion VII.3:

e "k.f(x) dx = k. " f(x) dx (k constante)
o "[f(X) £ g(X)] dx =" f(x) dx + " g(x) dx

Tabla de primitivas
e"xadx=_1xatl+Csia"R,a"1
a+1

*"1/xdx=Ingxeg +C

e"cosxdx=senx+C
e"senxdx=-cosx+C
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e"exdx=ex+C
e"ldx=arcsenx+C

"1+ x2

e"ldx=arctgx+C

1+x2

Método de sustitucion.

Proposicion VIL5 : Sea F una primitiva de f. Entonces Fog es una primitiva de (fog).g'. O lo que es lo mismc
"f(u) . u" dx =" f(u) du.

La aplicacién de este método consta de cuatro pasos:

 Llamar u = g(x) y sustituir todas las g(x) que aparezcan en la funcién por la nueva variable u.
« Sustituir (u' dx), es decir g'(x) dx, por du.

* Calcular la primitiva resultante como funcién de u.

» Deshacer la sustitucion, es decir escribir g(x) donde aparezca u.
Método por partes.

Sean u(x) y v(x) dos funciones derivables. Entonces

"Tu'(X).v(x)] dx = u(x).v(x) = "[u(x).v'(xX)] dx.

Se deben cumplir los siguientes cinco pasos:

« Elegir la parte derivada (u'(x)) y la parte primitiva (v(x)).

« Calcular la primitiva de la parte derivada.

 Calcular la derivada de la parte primitiva.

» Reemplazar estos resultados en la formula del método.

« Intentar la solucién del nuevo problema de primitiva.
Observaciones:

» En algunos casos, después de una o carias aplicaciones del método por partes, puede ser que la
primitiva remanente sea igual a la primitiva original pero con distinto signo. En este caso se resuelve
algebraicamente pasando la primitiva remanente al primer miembro de la ecuacion.

Primitivas de funciones racionales. Fracciones simples.

Funcion racional: es toda funcion que admita ser expresada de la forma:

fx)=P(x)=anxn +an-1xn-1+...+al x+a0

Q(xX) bmxm + bm-1xm-1+ ...+ bl x + b0

Funcion racional propia: funcién racional cuyo denominador tiene grado mayor que el del numerador.
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Funcion racional impropia: el grado del numerador es mayor o igual al del denominador.

Teorema VII.7: Dado los polinomios P(x) (dividendo) y Q(x) (divisor), existen otros dos polinomios C(x)
(cociente) y R(x) (resto) con

grR(X)<grQ(x)talesqueP=Q.C+R

Corolario VI1.8: Una funcién racional impropia se puede expresar como suma de una funcién polinémica mé
una funcién racional propia.

La obtencién de la primitiva de una funcién racional propia se resolvera mediante dos etapas:

Etapa 1: expresar cualquier funcién racional propia como suma de ciertas funciones racionales propias que
llamaremos fracciones simples.

Etapa 2: obtener la primitiva de cada una de las fracciones simples que resulté en la descomposicion de la
etapa 1.

Llamaremos fracciones simples a las funciones racionales propias de alguno de los siguientes cuatro tipos:
Tipo 1_A(Ay reales, A"0).

x-)

Tipo2_A(Ay reales,n"N,A"0,n>1)

(x=)n

Tipo3_Ax+B( -4 <0)

X2+ X+

Tipo4_ Ax+B( -4 <0,n"N,n>1).

(x2+ x+ )n

El polinomio P es divisible por el polinomio Q si al efectuar la divisién entera de P por Q, el resto R que se
obtiene es idénticamente nulo.

Teorema VII.9: Sea P(x) una funcién polinémica de grado n. Son equivalentes:
"R esunaraiz de P(x)

* P(x) es divisible por (x — a)
« Existe una funcion polindbmica Q(x) de grado n-1 tal que

P(X)=(x-).QKx)

Teorema VII.10: Sea P(x) una funcién polinGmica que admite solamente raices reales. Entonces se puede
expresar

PX)=a(x— )m1l (X - )m2...(x - k\mk
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donde los i son las raices de P, los mi sus respectivas multiplicidades, a el coeficiente principal de P y la
suma de los mi es igual al grado de P.

Teorema VII.11: Todo polinomio con coeficientes reales se puede expresar como producto de su coeficient
principal por factores de la forma

(x — )m donde es unaraiz y m su multiplicidad, y factores cuadraticos irreducibles, eventualmente
elevados a potencias naturales.

* Si el denominador de una funcién racional propia tiene solamente raices reales simples, entonces
admite una descomposicion en suma de tantas fracciones simples del tipo 1 como raices tiene el
denominador. Los numeradores de dichas fracciones simples seran constantes y sus denominadore
la forma (x — ) con raiz.

* Si el denominador de una funcién racional propia tiene solamente raices reales, algunas simples y
otras multiples, la funcion admite descomposicién como suma de tantas fracciones simples de tipo ]
de tipo 2 como el grado del denominador. Para cada raiz simple correspondera una fraccién de tip
1 de la forma

A.

X —

Para cada raiz multiple de multiplicidad m corresponderan m fracciones de tipo 2 o de tipo 1 de la forma
B.

(x- )k

donde el exponente k varia entre m y 1. La primitiva de una fraccién simple de tipo 2 de esta forma se obtie
con facilidad haciendo la sustitucion t = x — que transforma el problema en el de determinar la primitiva de
una potencia de exponente entero negativo distinto de —1.

« La aparicion de factores cuadraticos irreducibles en la factorizaciéon

del denominador de una funcidn racional propia hace necesario el uso de fracciones simples de tipo 3 o de
tipo 4 segln que tales factores sean simples o mdltiples.

Sustituciones especiales.

Fracciones simples de tipo 3: calcular

" Ax+Bdxcuando -4 <0

X2+ X+

Se transformara la funcién para llevarla a la forma
"1d,

1+ 2
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donde " ' representa una funcién lineal en x. La respuesta sera entonces “arctg .
Cuando A =0, se escribe el denominador completando el cuadrado de un binomio, y se realiza la sustituci6

Cuando A" 0, se considera el numerador tratando de formar la derivada del denominador, y separando la
constante que sobra.

« La primitiva de una fraccion simple del tipo 3 es siempre la suma de una funcion logaritmica mas un
funcién arco tangente.

Sustitucion del tipo u = sen x 0 u = cos X: sirve para calcular cualquier primitiva de los siguientes tipos:
"senn x dx ; " cosn x dx n impar

"senn x . cosm x dx n y m naturales, uno de ellos impar

Teniendo en cuenta que 1 = cos2 X + sen2 x

Sustitucion del tipo z = tg x: las primitivas del tipo " senn x cosm x dx donde n y m son nimeros enteros
(positivos 0 negativos), cuya suma sea par, admiten ser tratados mediante la sustitucién z = tg x.

Como x = arc tg x, deducimos que:

senx=_z;cosx=1;dx= 1dz.

"1+2z2"1+221+22

Sustitucion del tipo z = tg (x/2): si la expresion cuya primitiva buscamos es una combinacion de sumas, rest
productos, potencias y cocientes de funciones trigonométricas, es posible reducir el problema al de la
primitiva de una funcién racional mediante la sustitucion

Z = tg (x/2). Luego de varios resultados obtenemos:

senx=_2zcosx=_1-272

1+2z21+2z2

tgx=_2zdx=_2dz

1-z21+22

Sustitucion del tipo w = arc sen x: tiene aplicacion cuando aparece en la funcién cuya primitiva buscamos lz
expresion " 1 — x2 ,0 mas generalmente, la raiz cuadrada de una diferencia de cuadrados en uno de los cu:
aparezca la variable .

Capitulo VIII: Integral definida.

Concepto de integral definida. Propiedades basicas.

Sea f(x) una funcién continua y positiva en el intervalo [a;b]. Llamaremos integral definida de f(x) entre a y t
y denotaremos
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" f(x) dx

al area de la regién limitada por arriba por el grafico de f, por debajo por el eje horizontal, y a izquierda y
derecha por las rectas verticales x = a, x = b. Graficamente sera:

FxcY|

F(x)

Proposicion VIII.1: Sea " x " [a;b] f(X) = k (constante). Entonces

"f(x)dx =k . (b -a)

Propiedad de aditividad respecto del intervalo: Sea f(x) una funcién continua, a < b < c. Entonces vale:
"f(x) dx + " f(x) dx =" f(x) dx.

Corolario VIII.3: Sea f(x) una funcion continua. Entonces vale:

o "f(x) dx = =" f(x) dx
*"f(x)dx=0

Principio de Cavalieri (propiedad de aditividad respecto del integrando): Sean f(x) y g(x) dos funciones
continuas positivas en el intervalo [a;b]. Entonces vale:

" [fO) + g(x)] dx =" f(x) dx + " g(x) dx

Proposicion VIII.5: Sean f(x) y g(x) dos funciones continuas y positivas en [a;b] tales que " x " [a;b] f(x) "
g(x). Entonces:

"f(x) dx " " g(x) dx.

Corolario VIII.6: Sea f(x) una funcién continua, m y M ciertas constantes tales que " x " [a;b] vale m " f(x) "
M. Entonces vale:

m.(b-a)""f(x)dx" M. (b - a)

Proposicion VIIL.7: Sea f(x) una funcion definida y continua en el intervalo [a;b], y P una particion de dicho
intervalo. Entonces:

s(f,a,b,P) " " f(x) dx " S(f,a,b,P)
Y si la particion P tiene mas intervalos se verifica que:
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Cuando se afina una particién, la suma inferior de Cauchy aumenta y la suma superior de Cauchy disminuy
Llamaremos norma de la particion P a la longitud maxima de un subintervalo de P, y lo denotaremos n(P).
lim s(f,a,b,P) " lim S(f,a,b,P)

n(P)!0 n(P)!0

Entonces diremos que f es integrable sobre [a;b] si ambos limites coinciden. El valor comin de ambos limit
es, por definicién, la integral definida de f(x) entre a 'y b, es decir:

"f(x) dx .
Teorema VIII.8: Una funcién continua en el intervalo cerrado [a;b] es integrable en dicho intervalo.
Teorema fundamental. Regla de Barrow.

Teorema del valor medio del Calculo Integral: Sea f(x) continua en el intervalo cerrado [a;b]. Entonces exist
c " (a;b) tal que

" f(x) dx = f(c) . (b - a)

Teorema Fundamental del Célculo Integral: Sea f(x) continua en [a;b], y " x " [a;b] definimos F(x) =" f(t) dt.
Entonces F(x) es una primitiva de f(x).

Regla de Barrow (corolario del Teorema Fundamental del Célculo): Sea f(x) continua en [a;b] y sea G(x) un
primitiva de f(x). Entonces vale

" f(x) dx = G(b) - G(a).
Calculo de areas de regiones entre curvas.

Teorema VIII.13: Si f(X) y g(x) son dos funciones continuas en [a;b] tales que " x " [a;b] f(X) " g(x), entonces,
el area de la regién encerrada entre los graficos de ambas funciones y las rectas verticales

X=ayx=bh,vale
A="[f(x) - g(X)] dx =" f(x) dx — " g(x) dx.
Teorema fundamental generalizado.

Proposicion VII.14: Sea f(x) una funcién continua, y u(x) otra funcién derivable cuya imagen esté incluida e
el dominio de f. Sea

H(x) =" f(t) dt .
Entonces vale H'(x) = (f o u)(x) . u'(x).

Corolario VIII.15: Sea f(x) una funcién continua, u(x) y v(x) funciones derivables tales que " x, u(x) " v(x). Se
define

G(x) = " f(t) dt .
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Entonces G'(X) = (f o v)(X) . V'(X) — (f o u)(x) . u'(x).
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