Modelo matemaéatico Lotka—Volterra.

El matematico italiano Volterra, después de haberse interesado por la ecologia matematica y haber sido
estimulado por su amigo zo6logo Humberto D' Ancona, estudio los registros de las pesquerias del Mar
Adriatico Superior y observo que, durante y después de la Segunda Guerra Mundial, cuando la pesca habic
disminuido drasticamente, la proporcion de los depredadores habia aumentado.

Este hecho lo llevo a estudiar ese problema de una manera mas general, logrando construir la primer teoric
determinista sistematizada de la dinAmica de poblaciones.

 Oscilaciones en las relaciones presa—depredador de Volterra.
Para iniciar su investigacién matematica estableci6 ciertas cosas:

» Que la especie depredadora se alimentaba exclusivamente de la especie presa, mientras que ésta se
alimentaba de un recurso que se encontraba en el habitat en grandes cantidades, el cual solo intervenia
pasivamente).

» Que ambas poblaciones eran homogéneas, es decir, no intervenian factores como la edad o el sexo.

» Que, asi mismo, el medio era homogéneo, es decir, que las caracteristicas fisicas, bioldgicas entre otras,
eran las mismas en el habitat.

* Y que los encuentros de la especie depredadora con las especie presa eran igualmente probables.

Siendo asi, se encontré con que solo existian dos variables : el tamafo poblacional de la especie depredad
y el de la especie presa. Asi mismo, supuso que ambos tamafios poblacionales dependian exclusivamente
tiempo y no de alguna otra variable especial.

Determino que si no existiesen depredadores, la poblacién de presas creceria malthusianamente , es decir:

() = ax(t)

mientras que si ni hubiese presas, la especie depredadora decreceria, también siguiendo un modelo
maltusiano, es decir:

y(®) = -cy(t)

Ahora bien, dado que la interaccion beneficia a la especie depredadora y perjudica a la presa, él supuso qu
seria necesario modificar a los depredadores en un termino que diera cuenta del perjuicio para una y del
beneficio para la otra, lo que tendria que ser :

%(t) = ax(t)-[ término de interaccidn]

7(t) = -cy(t)H término de interaccién)

Luego entonces, Volterra se topo con el problema de encontrar una forma analitica para cada termino que

aparece entre corchetes y, basandose en el argumento de que cuantos mas encuentros por unidad de tiem
haya entre individuos de la especie presa con la especie depredadora, mayor ha de ser el perjuicio de unos
beneficio de otros; llego a la conclusién de que el numero de encuentros por unidad de tiempo entre presas
depredadores, es proporcional al producto algebraico de sus respectivas densidades poblacionales, es dec



[Numero de encuentros por u. de t.] x(t)y(t)

He incorporé esto en las dos ecuaciones anteriores :
2(t) = ax(t)-bx(t)y(t)

§(t) = -cy(tdz )y ()

donde a es la tasa instantanea de aumento de presas en ausencia de depredadores; mientras que c es la t
instantanea per capita de disminucion de ,depredadores en el caso de ausencia de presas. Originalmente
Volterra interpreto esto diciendo que :

...los parametros constantes a y ¢ representan la razén de nacimiento y muerte de las dos especies; mientr
gue b mide la susceptibilidad de la especie presa a la depredacion y d mide la habilidad de depredacién de
especie. Las constantes b y d son la proporcion de encuentros perjudiciales para las presas y la
correspondiente de encuentros benéficos para los depredadores, respectivamente...

Y asi logro afirmar que en una interaccién presa—depredador descrita en las ecuaciones anteriores, el tama
de la especie presay el de la especie depredadora, cambian peridédicamente al aumentar el tiempo lo que ¢
términos geométricos seria: *La dinamica de las presas.—

&

*La dinamica de los depredadores.—

b

Volterra, basandose en esto, formulo la ley que posteriormente se llamaria Ley de la periodicidad de Volter
la cual dice que el cambio de los tamafios poblacionales de ambas especies (presa y depredadora) son



periodicos y el periodo depende solamente de a, b, ¢ y d del tamafio inicial de las dos especies.... Para el ¢
de pequefias oscilaciones Volterra da como periodo T=2 / ac.

Posteriormente, formulé otras dos leyes relacionadas a su modelo presa—depredador, las cuales son :

» Su Ley de Conservacion de los Promedios. Segun ésta los promedios de los tamafios poblacionales de I
especie presa y de la depredadora son independientes de su tamafio inicial y, calculados en un periodo ¢
respectivamente :

X=cldyy=alb

« Ley de la perturbacion de los promedios. Esta dice que si las poblaciones de ambas especies son destrui
a una razon proporcional a su tamafo poblacional, el promedio de las presas aumenta; mientras que el d
los depredadores disminuye

Esta ultima ley es conocida como El principio de Volterra y tiene importantes implicaciones en el uso de
insecticidas que destruyen tanto a los insectos depredadores como a sus insectos presa. Es decir, si la
proliferacion de una plaga (presas) es controlada mediante procedimientos naturales por otra especie
(depredadores) , existe cierto equilibrio entre ambas. Si, por otro lado, en cierto momento se decide la
aplicacion de un insecticida para acabar con la plaga sin tomar en cuenta que éste también mata a los
depredadores; el resultado sera— segun el Principio de Volterra— que, en promedio, la plaga aumentay,
también en promedio, la especie con la que se controlaba disminuye.

« Modelo de presa—depredador de Volterra con limitaciones de recursos para la presa.
Partiendo del modelo clasico de Volterra, desde un punto de vista cualitativo, se puede obtener un modelo
para el cual la especie presa se alimente de un recurso existente en el ecosistema en cantidades limitadas,

decir, seria un modelo mas realista que el anterior en el cual se considera que la especie presa se alimenta
un recurso existente en el ecosistema en grandes cantidades. Luego entonces el modelo seria :

x(t) = ax(t)—(t)-bx()y(t) = f(x,y)

y(t) = —cy()+dx(D)y(t) = g(x.y)

Asi, es necesario definir en primer lugar a 'y , como:
={(x,y) a-Ex-by = 0} y = {(x,y) —c+dx=0}

donde los puntos de equilibrio son :

P =(0,0), P = (a/E,0) y P = (c/d,ad—cE/bd) = (x*,y*)

Y dependiendo de la disposicién relativa de las rectas y sera que el punto P tenga o no sentido, para lo cua
hay tres posibilidades :



Para realizar un modelo de coexistencia, los dos ultimos quedan excluidos, es decir, el Gnico util es aquél e
gue la razon c/d es estrictamente menor que la capacidad de carga, a/E, de las presas en ausencia de los
depredadores. Para obtener el comportamiento de las densidades poblacionales de presas y depredadores
transcurrir el tiempo en el caso de que el estado inicial sea cercano a los puntos P, P, P ; se recurre a real
una linealizacién y después de varios operaciones se concluye que los tamafios poblacionales de presas y
depredadores oscilan con amplitud decreciente tendiendo a x* y y* , respectivamente.

Asi, se puede deducir que si (ad—cE) > 0 entonces la coexistencia entre presas y depredadores cuya dinan
esta descrita por el sistema anterior, se da a través de la existencia de un atractor global.

« Oscilaciones en modelos generales de Lotka—Volterra para dos especies.
Posteriormente , se llego a un sistema que generaliza los dos modelos anteriores, es decir :
x(t) = [b +a x(®)+ a y()Ix(t)

y(t) = [b +ay(®)] yOly®

donde dependiendo los signos que tengan los coeficientes a , seran los tipos de interacciones entre las dos
especies.

Este modelo presenta la peculiaridad de que a través de él no puede ser modelada la coexistencia entre dc
especies por medio de comportamientos aislados, es decir, tal sistema no posee ciclos limites.
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