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« Enunciado del problema

Hay elecciones en la Republica de Tranfuyastan y se trata de disefiar una funcién recursiva, completament
verificada, que permita comprobar si hay predominio de algin partido politico en una circunscripcion
determinada, compuesta por un nimero variable de distritos electorales. Asi, esa funcién debera poder ser
utilizada para poder comprobar los datos de cada curcunscripcién que en la noche electoral llegaran a la se
central del servicio informatico del PINTA. En los casos en que no haya predominancia, serd necesaria una
segunda vuelta.

« Especificacion del algoritmo

{Q"n0}

fun kpred (a: vector [1..n] de etiquetas, p: etiqueta, u: natural dev b: booleano)

{R"b=(N {1..n}.p =a[])>u}

Dado un vector a de etiquetas de partidos politicos (vencedores de los distritos de una circunscripcion), kpr
devolvera 1 o verdadero si la etiqueta p (el partido p) esta presente en ese vector en niamero superior al urr
u. Si es inferior, kpred devolvera 0. Veamos qué ocurre con 3 valores para el valor umbral u:

u=0 kpred devolvera verdadero siempre que el partido p haya sido votado

u=n-1 kpred devuelve verdadero sélo si p ha ganado por unanimidad

nMOD2 kpred devolvera verdadero si p tiene mayoria absoluta

« Algoritmo recursivo no final
 Funcién auxiliar.

Nuestro problema no permite un disefo recursivo de forma directa. Para eso dividiremos el problema en do
partes: conteo y decisidn sobre la predominancia. Para la primera parte del problema definimos una funcior
mas sencilla que kpred, que llamaremos kcont, que solamente cuenta las veces que una etiqueta p aparece
un vector a. Es nuestra funcién auxiliar. Dejamos para después la decisién sobre u.

« Especificacion de kcont.

{Q"n0}

fun kcont (a: vector [1..n] de etiquetas, p: etiqueta dev k: natural)



{R"k=(N {lL.n}.p=a[])}

Como decia en 3.1, kcont devuelve el nimero k de veces que p aparece en el vector de etiquetas a.
» Expresion de kpred respecto a kcont.

kpred( a, p, u) =(kcont(a,p)>u)

* Especificacion de la funcion inmersora y llamada inicial

A partir de kcont construiremos una funcién inmersora ikcont que permitird una solucion recursiva del
problema. Para ello debilitaremos la poscondicion de kcont, sustituyendo la constante n por una variable i:

(R"k=(N {L.i}p=a[])i=n}
pasa a ser
{R"k=(N {1..i}.p=a[])}

y por lo tanto disefiaremos ikcont para que se cumpla kcont( a, p) = ikcont(a, p, i) i =n, que seria la llamada
inicial.

La especificacion de la funcién inmersora queda entonces:
{Q"n00"i"n}

fun ikcont (a: vector [1..n] de etiquetas, p: etiqueta, i: natural dev k: natural)
R"k=(N {L.iLp=a[])}

 Analisis por casos de ikcont.

Sin 0, como dice la precondicién, entonces se pueden dar tres casos:

i = 0{1..0} = conjunto vacio, luego ikcont devolvera k =0

Este es el caso trivial: cuando i=0 el vector esta vacio. Este seré el caso donde debera terminar la
descomposicién recursiva.

i>0sip=ali] k=ikcont(a,p,i-1)+1

sip"a[i] k=ikcont(a, p,i-1)+0

Este seria el caso no trivial, que tiene ademas un predicado l6gico que sera necesario evaluar para enlazar
la llamada recursiva posterior. En concreto, se comprueba si el elemento a]i] es igual o no a la etiqueta de
referencia p. Cada vez que el algoritmo pase por este punto, la recursion avanzara y la fraccion del vector
original que queda por analizar sera 1 posicion menor: i-1.

» Composicidn algoritmica

{@"n00"i"n}



fun ikcont (a: vector [1..n] de etiquetas, p: etiqueta, i; natural dev k: natural)

asoi=0k=0

O

i>0p=ali] k=ikcont(a, p,i-1)+1

p " ali] k = ikcont( a, p, i-1) + 0

—h

caso

—h

un

{R"k=(N {1..i}.p=a[])}

Como vemos, es una funcidn recursiva no final, puesto que hay que combinar (sumar 1 6 0 en este caso) ¢
llamada recursiva con un valor acumulado anterior.

« Verificacion formal de la correccion
« Completitud de la alternativa

Q(a, p, i) ! Bt(a, p, i) " Bnt(a, p, 1)

n00"i"n!i=0"i>0

n00"ii"n!0"i

« Satisfaccion de la precondicién para la llamada interna

Q(a, p, i) Bnt(a, p, i) ! Q(s (a, p, 1))
n00"i"ni>0!In00"i-1"n

* Base de la induccién noetheriana

Q(a, p, 1) Bt(a, p, 1) ' R((a, p, 1) , Bnt(a, p, i) )
n00"i"ni=0!0=(N {1..0}.p=a[])

n0i=01!0=0

 Paso de induccion

Hipotesis de inducciéon: R(s ((a, p, 1), Y))

Q(a, p, i) Bnt(a, p, ) R(s (@, p, 1), y) ) ' R((a, p, i) , c(y'.(a, p, 1)) )
En este caso particular, la demostracion del paso de induccion la haré para los dos posibles casos no trivial
an00"i"ni>0 (N {1..i-1}.p=a[]!

(N {1..i-1}.p=a[])+1=(N {1..i}.p=4a[]) sia[i] esigual a p



b)n00"i"ni>0 (N {l..i-1}.p=a[])!
(N {1..i-1}.p=a[]) +0=(N {1..i}.p=4a[]) sia[il no esigual a p

Hasta quedaria demostrado que ikcont es una funcién parcialmente correcta.Ahora terminaremos de
comprobar su correccion estudiando si termina.

* Eleccién de un preorden bien fundado

Observando el dominio de los datos de entrada (a, p, i) en la precondicion de la funcién, elegimos una funci
t que sobre ellos nos devuelva un natural, puesto que los nimeros naturales forman un preorden bien form:
cuyo minimal es el 0. En tal caso, t (vector, etiqueta, natural) natural, ot (a, p, i) i .

» Decrecimiento de los datos con las llamadas recursivas

Qa, p, i) Bnt(a, p, i) 't (s(a, p, ) <t(a, p, i)

nN00"i"ni>0!i-1<i

* Estudio del coste

Nuestra funcidn ikcont es recursiva y reduce el problema por sustraccion.

Para el caso trivial, el coste es el coste de una asignacion, k=0, por lo tanto es constante, c0. Para el caso |
trivial, la funcién de coste es recursiva: coste(i) = c1 + coste(i—1) . En general, el coste del algoritmo es

coste(i)=cO+icl, linealeni.

» Transformacion de ikcont a recursiva final: desplegado-plegado
* Arbol sint4ctico de la funcién recursiva

Basandonos en la rama no trivial de ikcont, con la funcién de combinaciéon = suma, dibujamos el arbol
sintactico de la funcion:

Suma +
Resultado de la comparacion ikcont( a, p, i-1)
conp:160
.l
introduzco un nuevo parametro pongo los paradmetros originales
u ikcont( a, p, i)
Y la funcién generalizadora queda como: iikcont( a, p, i, u) = u + ikcont( a, p, i)
La llamada inicial seria entonces iikcont( a, p, i, 0) = ikcont( a, p, i). El desplegado de la funcién seria:
iikcont(a, p,i,u)=u+0sii=0

u +ikcont( a, p,i-1) + 1 sii> 0y ademas p = ali]



u +ikcont( a, p,i-1) +0sii>0yademas p " afi]

Por lo tanto,

iikcont( a, p, i, u) =iikcont( a, p,i-1,u+1)sialij=py

iikcont( a, p, i, u) =iikcont( a, p, i-1,u+0)siali]"p

» Cddigo de la funcidn iikcont, recursiva final

{Q"n00"i"nu=(N {i+1..n}.p=a[])}

fun iikcont (a: vector [1..n] de etiquetas, p: etiqueta, i: natural, u: natural dev k: natural)

asoi=0k=u

O

i >0 p=ali] k=iikcont( a, p, i-1,u+1)

p " ali] k = iikcont( a, p, i-1, u + 0)

—h

caso

—h

un

{R"k=(N {1..i}.p=a[])}

El cédigo de la funcidn recursiva final es muy similar al de la no final, salvo que aqui reforzamos la
precondicion con el valor previo del pardmetro u, el contenido del vector desde i+1 hasta n.Podriamos habe
modificado la poscondicién, pero al hacerlo de esta manera obtenemos el invariante del bucle iterativo
equivalente a esta recursion, que es lo que haremos ahora.

« Disefio iterativo de un algoritmo que resuelva el mismo problema

Una funcién recursiva para este problema tendra un aspecto similar a:

{Q}

<condiciones iniciales>

mientras B hacer {P}

{P B}
reestablecer
avanzar

{P}
fmientras

{R"k=(N {1.n}p=a[])}



Sabemos que el invariante P de un bucle se debera conservar siempre antes de la primera iteracion y desp
de todas las demas, en particular al terminar el bucle. Derivemos ese invariante.

« Derivacion del invariante partiendo de la poscondicién de kcont

{Q"n0}

fun kcont (a: vector [1..n] de etiquetas, p: etiqueta dev k: natural)

{R"k=(N {1.n}.p=al])}

Esta poscondicion podria reescribirse como: (N {1..n}.p = a[]) i=n . Si eliminamos el segundo término de
la conjuncidn, la debilitamos, quedando entonces

N {1..i}.p=a[]. Como el invariante es un predicado mas débil que la poscondicién, podemos asumir que
éste es el invariante P. Y la expresién i=n es la condicién de terminacién del bucle, -B.

* |[nstruccién avanzar

Sabiendo que -B es i = n, y que por tanto B es i " n, avanzaremos en el bucle incrementando la variable i, c
un contador como i :=i+1.

* Reestablecimiento del invariante

Al avanzar el bucle generalmente es necesario incorporar una nueva instruccion —reestablecer— que garant
la conservacion del invariante al avanzar el bucle. Nuestro predicado de reestablecer sera:

k:i=k+1sia[i+l]=py
k:=k+0sia[l+1] " p

» Cbdigo completo del algoritmo iterativo
{Q"ni0}

<i,k>:=<0,0>

mientras i " nhacer /*{P"N {1..i}.p=4a[]}*
casoa[i+l]=pk:=k+1
afi+l]"pk:=k+0

fcaso

=i+l

fmientras

{R"k=(N {lL.n}.p=a[])}

« Estudio del coste



Primero proponemos una funcién de cota para este algoritmo. Debe ser una funcién descendente, cuyos
valores sean menores segun avance el bucle. El valor de i aumenta, por lo que no nos vale. Si pensamos €
entonces si es descendente, pero para asegurarnos mayores o iguales a 0, proponemos cota(i): n—i .

En cuanto al coste, este algoritmo tiene un coste citer por iteracion constante, puesto que siempre se ejecu
una comparacion y dos sumas. En tal caso, el coste total sera lineal respecto al niUmero de iteraciones, n. F
lo tanto, en total queda una expresién como:

Coste = n citer .

Podriamos haber puesto el cuerpo del bucle asi:

mientras i "n hacer *{P "N {1..i}.p=a[]}*

casoafi+l]=pk:=k+1

—h

caso

=i+l
fmientras
En tal caso, el coste por iteraciéon seria dependiente de la operacién de comparacién de p. En caso de

desigualdad sé6lo se haria una suma, ganandose en eficiencia. Estas iteraciones tendrian un coste cdesig <
. El coste total estaria entonces comprendido entre n cdesig y n citer , dependiendo del contenido del vecto



