METODO DE DIFERENCIAS FINITAS
INTRODUCCION

El método de diferencias finitas es un clasica aproximacion para encontrar la solucién numérica de las
ecuaciones que gobiernan el modelo matematico de un sistema continuo. Es valioso familiarizarse con éste
aproximacion porque tal conocimiento reforzara la comprension de los procedimientos de elementos finitos.

Basicamente, en una solucién por diferencias finitas, las derivadas son reemplazadas por aproximaciones ¢
diferencias finitas, convirtiendo entonces un problema de ecuaciones diferenciales en un problema algebrai
facilmente resoluble por medios comunes (especialmente matriciales).

METODO DE EXPANSION DE TAYLOR

El método de expansién de Taylor es una forma alternativa de obtener aproximaciones de diferencia. Este
método no solo deduce las férmulas de diferencia sistematicamente, sino que también deduce los términos
error.

Para una derivada de p—ésimo orden, el nUmero minimo de puntos de datos requeridos para deducir una
aproximacion de diferencia ps+]

, asi por ejemplo una aproximacién de diferencia para la primera derivada de una funcién necesita por lo
menos de dos puntos de datos. Consideremos la deduccién de la aproximacion de diferq‘pc—jaﬁqr@ ]

en términos dg. :f( X, | fiu =f|: Xy
. La expansion de Taylor (;ﬁ;H
alrededor dex,

f f+hf+—f+—f,+ f,. 4K

(1). Resolviendo la ecuacién anterior para la primera derivada, te;gemgé+| f, 12

o 2l% f" K

(2). Siignoramos todos los términos con excepcién del primero del miembro derecho de Ia ecuacion (2),
obtendremos la aproximacién por diferencia hacia adelante. Los términos que se ignoran constituyen el err
de truncado, representado por el término iniciamz/z]

. Los demaés términos desaparecen mas rapidamente que el inicial 8uando
disminuye. La aproximacion de diferencia hacia adelante, con el error de truncado incluido, se expresa com

f — fH»I _fl + E
' h
(3), donde; _ 1 f

e

. El término~
indica que el error es aproximadamente proporcional al intervalo de la réticula
. El error también es proporcional a la segunda deriﬁ}da

De la misma manera podemos expayf,d_i{
alrededor dex,



en la forma h* h’ h* W
fa=fi=h fiv> f -4 fivr57 i K
(4), y resolviendo nuevamente para la primera derivada, ter}ernoﬁ - fi N h h* K
T 2 liTwe h

y aqui de la misma manefa: fi—f. +E
' h
(5), dondey; g f

“

. Esta aproximacion se denomina de diferencia hacia atras.

Tomemos ahora ambas aproximaciones y restemos (4) de (1):

fu=f=2h fa i f+K

(6), expresion de la cual se ha eliminado el ténﬁgo
. Resolviendo parg,
,obtenemo?i _ f,-‘,?—lf,-_. 1 R f 4K

2 h

).

Con el término de error incluido, la aproximacion de diferencia central se expres? cgnfo” - f,~_, +E
: 2 h ’

(8), donde; _% e f

Resulta interesante observar que gracias a la cancelacion del tﬁ,mino

, el error de la aproximacion es proporcional al cuadrad® de

y no afz

. Entonces, reduciend@

reducimos el error con mayor rapidez que con las otras aproximaciones.

Como ya se expuso, una aproximacion de diferencﬁ‘ de

requiere al menog + |

puntos de datos. Aumentando el nimero de puntos de datos puede obtenerse una aproximacién de diferen

mas exacta.

Como ilustracién de lo anterior, deduciremos una aproximacion de diferencia para la primera ﬁ;rivada
utilizando tres puntos de datﬁs fr+1 , f{.+2

, de modo que tenemos un punto mas del minimo requerido. Las expansiofgzﬁ pard, .,
se escriben:

h* h’ h? .
f;‘,,:f;'*‘h f,+T fl+? f,+§ f“:+K
).



4 h* 8 h' .
fi¢;‘=f'+2 hf:+ ~ .fi+ 6 .fl 24 f”l+K

(10). )

Con éstas dos ecuaciones es posible cancelar los términos de la segunda derivada, de modo que el términ
inicial de los errores de truncado es el término de la derivada de tercer orden. Por otro lado, si se eliminarar
los términos de la tercera derivada de las ecuaciones (9) y (10) en lugar de los de la segunda derivada, la
aproximacion de diferencia obtenida seria menos exacta porque el término del error inicial seria de segund
orden en lugar de ser de tercer orden.

Multiplicado la (9) por 4 y restandole la (10), obtenemos

4 fo—-f,=3f+2h f - h’ f.+K

(11). Resolviendo parf’;

W o

f, =|4 f{+l:f}+2_3.f{]+E
~ n

7 7 - s I 5
(12), donde el término de error esta dadolf)or ~hf

i

. La (12) es la aproximacion de diferencia hacia adelante de tres puntos. Su error es del mismo orden que €
la aproximacién por diferencia central de dos puntos.

Analogamente, la aproximacién de diferencia hacia atras de tres puntos puede deducirse utilizando
fisdiasfis
- 4 ' + o) + 3 . II
oot St fat3F)
2 h

(13), dondeg ! B f
3 ,.

Las aproximaciones de diferencia para la segunda derivada se deducen aplicando el mismo principio, el cu
consiste en eliminar la primera derivada y el mayor nimero posible de derivadas de orden dos 6 superior.

Como ilustracién deduciremos la aproximacion de diferenciaﬁara

entérminos df , f_, [,
. Las expansiones de Taylorﬁgl

Yfin
estan dadas por las ecuaciones (4) y (1) respectivamente. Sumando ambas obtenemos:

, Rt
Foutfu=2 f+h’ f,.+]1—q FV 4K

5 de f ivalent , h*
0 de 1Torma equaen){a“_'_f;_' _2 f, =h_ f,:+]_,’ ;ll +K

. Entonces si truncamos después del térrﬁno



y reacomodamaos los términos tendrer?:u0§ f,-,,, +f;_, -2 f +E
i hl
(14). La ecuacion anterior es la aproximacion de diferencia centraﬁ)ara

, donde el error esta representadoi:)or h* f"
27

Podemos deducir otra aproximacion de diferenciafe}ra

en términos dé ,f{_l ’f;-:
(el nimero minimo de puntos de datos gara 2
es 3). Si multiplicamos por 2 la expansion de Taquﬁgp

y la restamos df-:"._q
, el resultado sera:

foo=2 fu==fi+h* fi-h" f+K

Resolviendo la anterior para la segunda derivada:

f, — f.’-: —2, 2f;-1 + f;
1

(15), en la cual el error esta dado por / ﬁ

+ E

La ecuacion (15) es la aproximacion de diferencia hacia atréfpara

. El orden de su error de truncado es menor que el de la aproximacion de diferencia central, dada por (14).
éste modo la mayor exactitud pertenece a la aproximacion de diferencia central.

De forma similar podemos obtener aproximaciones de diferencia para derivadas superiores, pero la deducc
se hace cada vez mas laboriosa al aumentar tanto el nimero de términos como el orden de la derivada.

Seria util por lo tanto el desarrollo de algoritmos computacionales que permitan hallar automéaticamente la
aproximacion de diferencia para un conjunto dado de datos.

No obstante, seguidamente damos las expresiones de diferencias, cuyo uso es frecuente.
Primera derivada

Aproximaciones de diferencia hacia adelante

— fi+l_fi AT o) I

f. —T+L . E —? h f.
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Aproximaciones de diferencia hacia atras

— ‘fa - fi—l T -
f. —T+b . E 3 h f.
‘Y _4 : 3 : 1 2
ﬁ=+f"“ fi * f‘+E . E = h" f
2 h 3

-2 f . —18 f. .
f' - - f:-l +9 f:—- 18 fn-l +11 fl + E . E l h} f_l\'
‘ 6 h 4 '
Aproximaciones de diferencia centrales

f'+| B f’-l I 2

L e N .

f 2 h 6 v
f. — - .fl-b-l +8 fi+l -8 .fi-l + .fl-2 + E . E L h.l f\
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Segunda derivada

Aproximaciones de diferencias hacia adelante

=2 f. +f
f’.:f‘t ij:H f'+E v E h f,
)2

]

p
h° 12

fiz_fm'*"1 fir =5 fint+2 fi+E - E 1, £

Aproximaciones de diferencia hacia atras

=2 ..+ f.
ﬁ:ﬁ“ ,ﬂ'ﬁ+5 . E h f
2

- f =5 f+2 f mn o, .
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Aproximaciones de diferencia centrales

L .
f+ﬁ*+5; E Fm-ﬁ”

f,' - fi+l -2
h

- f.. =30 f. =1, 1
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Tercera derivada
Aproximaciones de diferencia hacia adelante

=3 f 3 f..—f , ,
f;=f'+3 f;+2+ fm-l f'+E . E _ih- fi"

3
h 2

Aproximaciones de diferencia hacia atras

f‘ Vi
1



=3 f_ +3 f,-f , ,
f;=f' f,_l’:; f.-: f.-3 +E . E %hh f,»”
U 2

Aproximaciones de diferencia centrales

=2 f.+2 f =2 f ,
f.+2 f:+| f-—l f:-l + E . E _lh~
2 0 4

f = !

APROXIMACION DE DIFERENCIA PARA DERIVADAS PARCIALES

Las formulas de aproximacién de diferencia para derivadas parciales de funciones multidimensionales son
esencialmente iguales a las de diferenciacion de funciones unidimensionales.

Consideremos una funcion bidimensiofiéik, y)

. La aproximacion de diferencia para la derivada parcial con respécto a
, por ejemplo, puede deducirse fijan¥o
en un valor constantg,

y considerand¢( x, y,, |

como una funcién unidimensional. Por tanto, las aproximaciones de diferencia hacia adelante, central y hac
atras para éstas derivadas parciales se pueden escribir, respectivamente:

f. = i f( Xy + Ax, ..V[J) - f( Xps _VU] E A
X ‘ Ax |

f. = i f( X +Ax, _V,,) - f( Xo — AX, y, ’ E (A,\‘]I
X _ ‘ ?. Ax

f‘ — i f( Xo» Yo | - i' Xp — Ax, yl)) £ Ax
X X

(16).

Las aproximaciones de diferencia central para las segundas derivfdas dé
en( xl) ’ yl) I
estan dadas por:

f" — :_{. f' xp + Ax, .Vu] -2 f{ "'n:yn] + ﬂ Xy — Ax, _Vn} E l Ax)z
x" [Ax)”

f 2f f1 Xos Yo + A.V) -2 f‘ Xo» .Vu] + ﬂ Xos Yo — Ay}

Ty’ (Ay)*
f= 3f f' Xy + Ax, y, + Ay - ﬂ Xo = Ax, y, + Ay)

Yoxy Ax Ay
Lo f[ xy + Ax, y, = Ay) - f[ xy = Ax, yy = Ay)

Ax Ay

@n.

DIFERENCIAS FINITAS EN UNA DIMENSION



Supongamos estar frente a un simple problema unidimensional de contorno, esto es, queremos determinar
funcion| x|
, la cual satisfaga una ecuacion diferencial dada en una Qegié‘n L

, junto con condiciones de contorno apropiadaé%é)
y.&‘ =L

X fux) R

RAURRRERRRPRRRRRRR RN

Como ejemplo, consideremos el analisis de una barra uniforme (médulo elastico Iong@dinal
y area de seccion transvershl
) como la mostrada en la figura.

., . . <z - B
La ecuacion diferencial que corresponde a la formulacion de éste problemf eb 0
u =
E A

(18), con las siguientes condiciones de contofrie) en x =0
1
EAZ=R enx=L
dx
Tomamos por simplicidad la funcion de carga Iongituc}hﬁl,\-} =a x
(variacion lineal).

Para resolver el problema via diferencias finitas, comenzamos por diferenciar la variable indep&ndiente
, €sto es, construimos un conjunto (6 grilla 6 mallaé«de]
puntos de grilla discretos, igualmente espaciafdos=0,1,2,K , L}

sobre el rango (6 domini®) x L
,donde, =0, x, =L, x,, —x, =h=cte.



El siguiente paso es reemplazar los términos de la ecuacion diferencial que involucran diferenciacién por
términos que involucren solo operaciones algebraicas. Este proceso, necesariamente, involucra una
aproximacion y puede lograrse haciendo uso de aproximaciones de diferencias finitas (deducidas
anteriormente por medio de las expansiones de Taylor).

Sustituyendo la aproximacion de diferencia central de la segunda derivada en un, punto
en (18), obtenemos:
E A
. \—u,, +2 u,—u,_|=f" h
< B
(19), dondef, .
es la cargg ” ( x|
en el punto de grill&,
yf," h

puede pensarse como la carga total aplicada sobre la estaciéon de diferencia finita.

Tomando ahora las condiciones de contorno:
u, =0

(20)

(“m —uyy)
2 h
(21), en la cual hemos tomado las estaciones extremas y la aproximacién de diferencia central para la primi

derivada. El punto de grilla e¥y ,,

so6lo se coloca con el fin de imponer la condicién de contorno.

E A =R

Para la solucién por diferencias finitas aplicamos (19) a todas las estdciohdsK , L
y utilizando las condiciones de contorno anteriores, obtenemos:

2 -1 u, R,

-1 2 -1 U, R,

7 4 -1 2 -1 U R,

: 0 M = M
h

- l 2 - ] u n=-2 Rn-l

- ] 2 - I u n-1 Ru—l

-1 1 u R

” n

(22) (los elementos no mostrados de la matriz son nU|OS).[6q:HI'le hl1=1K ,n-1
YR, = f””' [ h/EH— R

De modo matricial podemos escribir (22) de la folnaur = f
(23), donde evidentemente:



-1 2 -1 T R,
7 A -1 2 -1 us R,
K=—— 0 ,u= M, f= M
h -1 2 -1 u R _,

-1 2 -1 u

La ecuacion (22) es idéntica a la que se hubiera derivado utilizando una serie de n elementos de resorte, c:
uno de rigideZ. A/h

. Las cargas en los puntos de grilla correspondieryté‘s(g-)

se obtendrian usando el valor de carga distribuida en el punto de grilla | y multiplicando ese valor por la
longitud de contribucion (h para los puntos de grilla interrbﬁZ/

para el punto de grilla final).

Tal vez con éste ejemplo no se aprecie la utilidad de las diferencias finitas, pues la naturaleza de la
formulacion diferencial hace que su resolucion analitica sea viable por métodos de uso comun. No obstante
importante de recalcar y que es conclusion general es que hemos reemplazado un problema de
determinacién de una funcién continua desconocida/ x|

por un problema de resolucion de una ecuacién matricial para un conjunto de valores discrettds
. Esta es la esencia del método.

Debe recordarse que la solucidn ‘
s6lo aproxima a la solucién exacta del problema)

porque hemos reemplazado derivadas por diferencias.

., 3
La solucién exacta corresponde a: a Xx

] .
+ R+—a L' «x
)

ll( .\" = F A

Se deja como ejercicio plantear el problema con nimeros crecientes de puntos de grillay ver como evoluci
el error comparando los resultados obtenidos con los que se obtienen a partir de la solucion exacta.

Es evidente que el error decrece a medida que se aumenta el nimero de puntos de grilla. Esto es conclusic
inmediata de la formulacién de las aproximaciones de diferencia por medio de las expansiones de Taylor.

DIFERENCIAS FINITAS EN MAS DE UNA DIMENSION
El problema de aproximacion de ecuaciones diferenciales en dos 6 mas variables independientes es
obviamente un poco mas comprometido, aunque los principios utilizados son idénticos a los de una

dimension.

Consideremos un problema de torsion elastica de una barra prismética%gién
rectangular) , regido por la ecuacién diferencial siguiente:



2 2

0, 0

—— —— _2 G 9
X y
(24). AquiG
es el médulo elastico transver&al= E
2 (1+v)
, dondef~

es el madulo elastico longitudinal™y

es la relacion de Poissdf;

es el angulo de torsién de cada seccidh y

es la funcién de tensién que satisface la condipién()

en los contornos.

El momento torsod
estadadopof =2 @ dx dy
Q
y la tension tangencial en una direccion cualgdiéra
en la seccion se obtiene a partirde _¢
n

Para aplicar el método de diferencias finitas en ésta situacion, procedemos exactamente de la misma mane
gue en el caso unidimensional. A tal fin, construimos un conjunto de puntos d,elgvilh(),] 2.K.L|

t

, igualmente espaciados en el raﬂgo X L“,

conx, =0, x =L, x, —x =Ax=cte
, Y también un conjunto de puntos de grilla igualmente espaq;bgdpﬁ =0,12K M)
sobreelrangd x L.

¥
» conyg = ()3 Yu = L_v' Yot = Vm = AV =cte

La region en la cual se requiere la solucion esta entonces cubierta por una grilla rectangular de diferencias
finitas, a través del trazado de lineas paralelas Q.Eje

a través de cada puntg

; 'y de la misma forma, trazando paralelas a()e}"e
a través de cada punty,

Un punto tipico de grilla estd dado entonces por las coorde{n@@gg‘ ]

. EI método de diferencias finitas es ahora aplicable a la ecuacién (24), lo que significa que nuevamente
reemplazaremos los términos que involucran ahora derivadas parciales por sus correspondientes
aproximaciones de diferencias finitas.

10
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Aplicaremos a la resolucién de la siguiente barra prismatica, utilizando la grilla que vemos a continuacion:

Por condiciones de simetria, la solucién necesita ser obtenida sélo para una cuarta parte de la seccion, con
muestra en la figura anterior. Utilizaremos una malla de tadafeAy = 1

. Notamos que el valor de la funcién de tengon

debe ser proporcional a la constafite ©
, y por simplicidad tomamdg 6 = |

Utilizando las aproximaciones por diferencia (17), tenemos que, para un punto ¢ng’el]

m

¢M"" +¢H-"’ +¢1.HH~1 +¢Lm-1 -4 (blm =-2
(25).

El uso de las condiciones de simetria requiere ¢./ex =0
a lo largo del eje*

11



y que similarmente¢/ y=0
alo largo del ejev

Aplicando ésta condicién por ejemplo en el punto cono €l

, tenemos que la aproximacion de diferencia central de la primera deriv?dz;eféﬂ - f,-_1
‘ 2 h

(despreciando el término de error). Entonces las condiciones son:

_¢ =0 _¢ = M =() Oro) =00l
X X l(l.nl 2 ll) |4 s
¢ _ ¢ =¢[n,1]| —¢’(n_-|) _ —

De igual manera se aplican en todos los puntos situados en el contorno de Igegién
, llegandose a condiciones similares en todos los casos.

Planteando ecuaciones de tipo (25) para todos los puntos interiores de la region, tenemos:

10,0) B0 +Diro) + Doy +Pio-i) =4 Po) =2

(L0)  Bpa0) +Pro0) + Py +Pprog) =4 Py = =2

12,0) B0 Vi) Ty Ty —4 Pg) =2

101) Py +Porgy +po.2) +Pro.0) =4 Py =2

(L) gy +Pan +D) + o) =4 by =2

12,1) P59 + O +¢|2.2) +0, ) —4 ¢|:.1) =-2

Las anteriores, han sido planteadas sistematicamente, siguiendo solamente la regla de la aproximacion de
diferencia de la segunda derivada. Aplicando los criterios de simetria, y las condiciones de contorno sobre |
limitest =3 y=2

, las anteriores se reducen al siguiente conjunto:

2 Qo)+ 2 Py =4 P =2

D20 +Pro0) +2 Gy =4 Py =2

Do) +2 Gy —4 P =2

2 Q) + P00 =2

D2y + Doy + o) =4 Pppy =2

D) + P2y +Pp20) =4 Ppoyy =2

Disponiendo las anteriores de forma matricial, cc")'n:[q,mm Do) Do Dow P ¢(‘”]

, tenemos:

12



4 -2 0 -2 0 0 q)l 0,0)

[S]

-1 4 -1 0 =2 0 ¢, 2

0 -1 4 0 0 =2 opg 2

-1 0 0 4 =2 0 Gro.1) - 2

0 -1 0 -1 4 -1 &, 2

0O 0 -1 0 -1 4 oy 2
(26).

Nuevamente tenemos un sistema del [ﬁooll =f
, €l que puede resolverse para el vector incognita por cualquier método adecuado. Resolviendo, entonces s

tiene que T =[3.1370 2.8866 1.9971 2.3873 2.2062 1.5508]
como solucion del sistema de ecuaciones (26).

Para evaluar el momento torsor, se utiliza la regla trapezoidal en un dominio bidimensional, obteniéndose
T =65.41

, valor que puede compararse con la solucion exaeta/6.40
. Similarmente, la maxima pendiente esta en el punm)

y una posible aproximacion al valor absoluto de la méaxima tension de orn[’tz?‘lﬁ 2.3873
!

, utilizando la aproximacién de diferencia hacia atras para la deriq)aiélan
. Nuevamente podemos comparar con el valor exacto da<'|xc'>"|3+|: 2.96
!
(error:19.4%
). La aproximacion obtenida por el uso de la formula de diferencia hacia atrds es de menor orden de exactit

que la aproximacion utilizada para la formulacién principal del problema. Podemos mejorar nuestra

aproximacion d& .

utilizando tres valores de la funcién de tension sobre la seccion central como sigue. Denotando el punto
(0,2) = A

J10,0)=B

yl0,0)=C

, podemos escribir, segln la expansion de Taylor:

1., 1 :

(p" :¢4 —Ay i{ + — A'v“ q) _ Ay] ¢

y . ) 2 3

y A “ Yola Yip
, dénde D esta en la linea AB.
2 3

. =0,-2 Ay i 12 Ay)? ¢ 1 Ay)’ L

- Yl 2 Yola 6 -"3 E

, dénde E esta en AC.

De ambas es posible eliminar el término d¢ / y*

A
, obteniendo entonces:

“D{ =¢(‘ -4 ¢, +3 0, +1:'(A_)’2)
y A

9, AV

. Utilizando el primer término del lado derecho como aproximacion, el error cometido es entonces del mismq

13



orden que el cometido en la aproximacién de la ecuacion que gobierna el problema.

Insertando adecuadamente los valores, tenFrm%: 3.21
(error:8.45%

). Obviamente este resultado presenta mayor exactitud que el obtenido con la aproximacion de diferencia
hacia atras.

APROXIMACION Y CONVERGENCIA

Las soluciones uni y bidimensionales para ecuaciones diferenciales parciales ordinarias derivadas
anteriormente por procedimientos numeéricos de diferencias finitas, ilustran las posibilidades de la
discretizacion. El aparentemente inabordable (6 a lo sumo matematicamente dificultoso) problema de
resolucién de ecuaciones diferenciales en derivadas parciales ha sido reemplazado por un problema purarr
algebraico en el cual debe resolverse un cierto nimero de ecuaciones simultaneas. Para problemas pequel
es viable una resoluciébn manual, pero es conveniente desarrollar algoritmos computacionales para automa
las operaciones de célculo. Lo importante es comprender que existe una posibilidad de solucion, aunque és
involucre una aproximacion.

Hemos mostrado ya que el error en las aproximaciones de diferencias finitas decrece incrementando la
densidad del mallado. Para aplicar el proceso a una situacién en la cual no disponemos de la solucion exac
es necesario estudiar la convergencia del método de acuerdo al refinamiento de la malla, en un intento por
estimar la magnitud de los errores ocurridos al producirse una aproximacion.

Si, por ejemplo, el error de una aproximacion es del ord(ag_ple]

, entonces los resultados de dos soluciones sobre grillas de espagiadd\x,
pueden extrapolarse como se detalla a continuacion. Digam¢s]que

yo-
corresponden a las soluciones para las grillas anteriores 1y 2 respectivamenpé’y que

corresponde a la solucion exacta en el punto que estamos considerando. De ésta forma, aun cuando no
conocemos la magnitud del error, podemos escribir:

q)r —(pl — A'\’1
o _q)? Ax,

, de la cual podemos extraer la solucion exacta.

~

Esta relacion se conoce como extrapolacion de Richardson, y proporciona un método para mejorar la soluc
a partir de los resultados obtenidos para dos grillas de distinto tamafio de espaciado. Es aplicable también
casos bidimensionales y tridimensionales.
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