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Légica Proposicional
Término: Sindnimo de palabra (con significado propio o no).

Proposicion Légica: Agrupacion de términos de la que se puede averiguar si su contenido es verdadero o
falso. Ej: Lamesaesredonda;3+2=5

Clasificacion

» Atémicas: Si no puede subdividirse en otras proposiciones mas pequefas y siempre son afirmativas. Ej:
Esta lloviendo;3+2=5

» Moleculares: Pueden subdividirse en otras proposiciones enlazadas y/o modificadas por algunos término
Ej: Llueve y es de dia

La mesa no es redonda No la mesa es redonda Molecular



Conectores Proposicionales

Términos usados para enlazar y/o modificar.

1. Negacién: NO Simbolo: = Conector monadico

2. Conjuncién: Y y Simbolo: "

3. Disyuncion No Exclusiva: o Simbolo: "

4. Disyuncion Exclusiva: o o Simbolo:

5. Condicional: si entonces Simbolo: !

6. Bicondicional: si y sélo si Simbolo: !

Del 2 al 6 son conectores Diadicos.

Formulacion Algebraica

Para las proposiciones atdbmicas se utilizan variables proposicionales que van de lap ala z.
Para las moleculares se utilizan férmulas l6gicas que van de la P a la Z.

Esta lloviendo = p Si llueve entonces me mojo = Q

Valor Légico de una Proposicion: 0 cuando es falsa y 1 cuando es verdadera.
Algebra de Proposiciones

Se encarga de la construccidn y estudio de la proposiciones. Se basa en:
Axioma 1: Toda proposicion es verdadera o falsa.

Axioma 2: Toda proposicién molecular tendra un valor de verdadero o falso dependiendo de las proposicior
atémicas que la compongan y de los conectores que la modifican y/o enlazan.

Axioma 3: El valor logico de las proposiciones se establece en unas tablas llamadas tablas de verdad.
Reglas de Inferencia

Argumento Deductivo: Conjunto de proposiciones, una de ellas llamada conclusion que se sigue del resto,
llamadas premisas.

p! g premisas
p

g conclusion
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Un argumento es valido cuando, siendo ciertas las premisas, la conclusién no puede ser falsa.
Deduccion Formal

Es una secuencia finita de férmulas de forma que a partir de las premisas llegamos a la conclusion. Estas
férmulas pueden ser:

» Premisas
» Supuestos Provisionales: Férmula que se introduce transitoriamente y ha de ser cancelada antes de lleg:
la conclusion.
» Eérmulas de Nueva Creacion: Férmulas que se crean a partir de las reglas de inferencia.
¢ Clasificacion

A). Reglas Basicas de Inferencia: El minimo conjunto de reglas necesario para llevar a cabo cualquier
deduccién formal. (Gentzen 1934)

Condicional:

De Insercion: Teorema de la Deducciéon (TD) p

(0

plq

De Eliminacién: Modus Ponen (MP). Si el antecedente vale 1, el consecuente
tiene que valer 1.

plq

b
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Conjuncioén:

De Insercion: Producto (Prod). Sip vale 1y g vale 1, p " g tiene que valer
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De Eliminacién: Simplificacién (Simp)p"gp"q
Pq

Disyuncién No Exclusiva:

De Insercion: Adicion (Ad)p_ _ g
p"ap"q

De Eliminacién: Casos (Cas)p " qp

L
r
Negacion:

De Insercién: Absurdo (Abs) p

n

9-29

J

-p
De Eliminacién: Doble Negaciéon (DN) =— p
p

Bicondicional:



De Insercién: Introduccion del Coimplicador (ICO) p ! q

alp_

plq

De Eliminacién: Eliminacion del Coimplicador (ECO)p!qg_p!q

plag!p

El simbolo que se utiliza para representar los conectores l6gicos se llama conectiva logica.

Operacion Logica

Es la aplicacién de operadores para modificar y/o enlazar proposiciones y generar una nueva proposicion.

1. Negacién: Se aplica el operador (=) a una proposicion para cambiar su valor de verdad.

p

P

1

0

0

1

2. Conjuncion: Se aplica el operador (") a dos proposiciones p " g. Vale 1 s6lo cuando las dos proposicione:
valen 1.

PP |O|O|T

= |O |k |O |

R |O|O|O [T

3. Disyuncion No Exclusiva: Se aplica el operador (") a dos proposiciones. Vale 1 cuando al menos una de |
variables vale 1.

PP [O |0 |T

= |O (k|0 |

B [= [~ [O[o

4. Disyuncion Exclusiva: Se aplica el operador (8) a dos proposiciones. Vale 1 cuando solo una de las
variables vale 1.

pdq
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|k [O]|O [T

(el (el e]

1
1
0




5. Condicional: Se aplica el operador (!) a dos proposiciones. Vale 1 siempre, excepto cuando el anteceden
vale 1y el consecuente 0.

'q

N EIEIEEE
=[O [~ O [a
MNEIEREE

6. Bicondicional: Se aplica el operador (!) a dos proposiciones. Vale 1 cuando ambas variables tienen el
mismo valor légico.

'q

PP |[O|O|T
el ol (el ie]
1O |O (| |T

Ecuaciones
pg'-(p!a)pla”-(p )
Hay que tener en cuenta los paréntesis y darles prioridad.

(P'a)"@!'p)=p!q

(p'a) |(@!p)
P (q 1"2

1) 2)
001 1 1 Propiedad indeterminada o
Of11 0 0 ! contingente (puede ser
1(0/0 1 0 verdadera o falsa)
111)1 1 1
p"-p
P =P |p"-p
110 ;1 ! Tautologia (siempre es verdadero)

1 1

q"-q
a9 9" ~q
10 |0 ! Contradiccion (siempre es falso)
o1 |0

Se llama implicacién tautolégica a un condicional tautoldgico (1).



(p!a)!(=p"aq)
REGLAS DERIVADAS

Silogismo (Sil). A!' B

[us]

1C

>

1C

Regla de Mutacién (Mut). A!' (B! C)
BI(A!C)

Identidad (Id). _A_

A

Contraposicion (CPr). _A

BIA

Dilema (Dil). Dil1. A" B Dil2. -A " -B
AICC!A

BlC_ C!B_

C-C

Dil3. -A" -B

Modus Tollens (MT). A!B

-B

-A

Introduccién Doble Negacion (IDN). A
-—A

ECQ.A'-A_

B



Silogismo Disyuntivo (SD). A" B

-A__

B

Principio No Contradiccion (PNC) TEOREMA

Teorema: Argumento deductivo con O premisas.

PTE: A" -A

De Morgan (DM)_=(A " B) _=(A"B)

-A"-B-A"-B
Identidad (IDN) __A -1 A
--A 2. -A
3.A"-AProd1,2

4. --A Abs 2-3
ECQA-A-1A"-A
B2 -B

3.ASimp 1

4, -A Simp 1
5.A"-AProd 3,4

6. -BAbs2-5

7.BDNG6

[(en)"(@s)](P"q)(r"s)
L(pn"(as)

2.p"q
3.pSimp 2
4,9 Simp 2
5.prSimp1

6.qsSimp1



7.rMP5,3

8.sMP 6, 4

9.r"sProd 7,8

10.(p"a) (r"s)
11.{(pn"@9s)](p"a)(r"s)]
PTE: A" -A 1. (A" -A)

2.A

3.A"-AAd2

4. (A" =A)"=(A"-A) Prod 3, 1
5. -A

6.A"-AAd>5

7. (A" =A) " =(A " -A) Prod 6, 1
8. -=(A"-A)Abs 1 -7
9.A"-ADNS8

pr-1.pr8.s
20s—-2.1.0s9..sSD 3,6
r"-s-3.r"=-s10.s"-=s Prod 8, 9
Aar"t-4.-r"t11l. -s Abs 8 - 10
at -5, -t 12, --q MT 2, 11
-p"q6.-rSD4,513.qDN 12
7.-pMT 1, 6 14. -p " q Prod 7, 13
2(AZB)-1.~(A"B)

A" =B 2. ~(-A" =B)

3.A

4.B

5. A"BProd3, 4



6.(A"B)"~(A"B)Prod5, 1
7.-BAbs4-6

8.-A"-BAd7

9. (=A " =B) " =(=-A " -B) Prod 8, 2

10. -A Abs3-9

11.-A" =B Ad 10

12. (<A " -B) " =(-A " =B) Prod 11, 2

13. ==(=A " =B) Abs 2 — 12

14. -A " -B DN 13
P"gQE")-1.(p"g)(s"t)9. -t MT 2,8
tr—2.tr10. -s " =t Prod 4,9

(" q)-3.-(r"qg) 11. =(s " t) DM 10
-s-=q4.-s12.-(p"q)MT 1, 11

5.q 13.-p" ~q DM 12

6. -r" -q DM 3 14. -q Simp

7.--q IDN 5 15. g " ~q Prod 5, 14
8.-rSD 6, 716. -.q Abs 5 - 15
17.-.s-qTD 4 - 16

Conjuntos

Conjunto: Coleccién o reunién de objetos.
Elemento: Cada uno de los objetos de un conjunto.
Simbologia

Mayusculas Conjunto MinUsculas Elemento
X" A X pertenece o esta en A.
Determinacion de un Conjunto

a). Por extensién: Citando todos los elementos que caen en el conjunto.
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A={a, e i 0,u}

b). Por comprension: dando una propiedad caracteristica (todos se pueden definir por esa caracteristica). A
{vocales}

» Conjunto Vacio: es el conjunto formado por 0 elementos. (*)
« Conjunto Unitario: es el conjunto formado por 1 elemento. A = {1} A = {x}

Representacion Grafica

Diagrama de Venn:

aeAa"A

iox"A

u

Simbologia Algebraica

". Cuantificador universal (para todo, para cualquier).
. . Se verifica que..

". Cuantificador existencial (existe algun, existe al menos uno...).
". No existe ningun...

"1, Existe un dnico...

/. Tal que...

I. Implicacién logica

I. Siy solo si...

. Subconjunto de... ; Esta incluido en...
". Conjuncion ". Disyuncién

Subconjunto

A es subconjunto de B, si todo elemento de A también esta en B.
Partes de un conjunto

SeaA"E.I(A)={S/S"A)A={xy}!(A) ={" {x v} {x}, {y}}

Igualdad de conjuntos

Dos conjuntos son iguales cuando tienen los mismos elementos:

11



{1,2}={2,1}{1,2}"{1,2,5}A=B!A"B"B"A
Operaciones con Conjuntos

Unién: Es un nuevo conjunto formado por afiadir elementos que estan en A a todos los elementos que esta
en B.

A={x,y}B={z} C={x,y,zZ} A"B=A"C={x,y, 2}
A"B={x"E/x"A"x"B}E

A"A"BB"A"B

Propiedades de la Union:

1°. A" A=A (Ley de Idempotencia)

2°. A" B =B " A (Conmutativa)

3. (A"B)"C=A"(B"C) (Asociativa)

4°, A" "= A (" es el elemento neutro)

5°. A" E = E (E es el elemento absorbente)

Interseccion: Es un nuevo conjunto formado por todos los elementos que estan en A y al mismo tiempo est
en B.

A"B={x"E/x"A"x"B}E

A"B="

Conjuntos disyuntos (no tienen ningln elemento en comn)
Propiedades de la Interseccion:

1°. A" A = A (Idempotencia)

2°. A" B =B " A (Conmutativa)

3. (A"B)"C=A"(B"C) (Asociativa)

4°, A" E = A (E es el elemento neutro)

50, A" " =" (" es el elemento absorbente)

Complementario: Es un nuevo conjunto formado por todos los elementos que no estdanen A. A={x"E/x"
A} E

Propiedades del Complementario:

I A"A="

12



2°2.A"A=E

A=A
40."=E
5. E="

6°.A"B!B"AE

Diferencia: Es un nuevo conjunto formado Unicamente por los elementos que estan en Ay no estan en B. A
B={x"E/X"A"x"B)

E

Propiedades:
1°A-B=A"B
22.A-B="1A"B
3.A-B=AIA"B="

42 A-B=B-A="1A=B

Diferencia Simétrica: Esta formada por todos aquellos elementos que estan A o estan en B, pero no en los
dos al mismo tiempo.

A B=(A-B)"(B-AE

Propiedades:

1°A B=(A"B)-(A"B)

2°.A B=B A

3°A (B C)=(A B) C

Cardinales

El cardinal de A esta asociado al niumero de elementos de A.
|A|=card(A)A={1,2,3}|A|=3B={4,5}|B|=2
Primer Axioma: ""E:|A|"0

Segundo Axioma: |A"B|=|A|+|B|!A"B="
A=(A-B)" (A" B) Sdélo cuando son

|Al=](A-B)"(A"B)|=|A-B]|+]|A"B]|distintos

13



|A-B|=|A|-|A"B]
| A" B | genérico
|A"B|=|(A-B)"(A"B)"(B-A)|=|A-B|+|A"B|+|B-A]|
|A"B|=|A-B[+|A"B[+|B-A[=[|A[-|A"B[]+[A"B|+[|B|-]A"B]]
|A"B|=|A|+|B|-|A"B|UNION
Diferencia Simétrica
|A B|=|A-B|+|B-A[=|A|-|A"B|+|B|-|A"B|=|A[+|B[-2[A"B|
Ejercicios:
*[(A"B)"[(A"B)"(A"B)II"[(A"B)" (A" B)] =
[A"(B"B)(A"A) "B

- E
[(A"B)"Al"B=[(A"A)"(B"A)]"B=B
*[[A"B"CI"(A"C)"[B"(A"C)]=
[A"(A"C)I"[B"C)"(A"C)"[B"(A"C)]] =
[MA"A)"(A"C)]"[B"C)"(A"C)]"[B"(A"C)]=
E
=[A"C)"(A"C)"B"[(B"C)"(A"C)] ="
Producto Cartesiano

Par Ordenado: Conjunto de dos elementos en los que si se tiene en cuenta el orden en que aparecen los
elementos. (X, Y).

(x, y) no tiene porqué ser=(y, X).si(x,y)=(u, V) ! x=u"y=vw.

Terna Ordenada: Conjunto de tres elementos en los que si se tiene en cuenta el orden en que aparecen |os
elementos. (X, Yy, z).

n — Tupla Ordenada: Conjunto de n elementos en los que si se tiene en cuenta el orden en que aparecen Ic
elementos.

"A,B"E:AXB={(x,y)/x"A"y"B}

"A,B,C"E:AXBxC={(x,y,2)/x"A"y"B"z"C}

14



Propiedades
*A/B"":AXB"XXY!TA"X"B"Y.
|AxB|=|A|x]|B]

cAxB="1A=""B="
«sAxB""TA"""B""

*AxB=BxA!A=B
*Ax(B"C)=(AxB)"(AxC)
*Ax(B"C)=(AxB)"(AxC)
*(AxB)"(CxD)=(A"C)x(B"D)
*(AxB)"(CxD)"(A"C)x(B"D)
*(A-B)xC=(AxC)-(AxB)
*AxB=(AxB)"(AxB)"(AxB)

Grafos

A cualquier subconjunto de un producto cartesiano de dos conjuntos se le llama grafo. G" A x B
Pri(G)"A;Pr2(G)"B

Grafo Reciproco o Inverso

G={y.x)/(xy)" G}

G={(y.2), (. 1), (x 3G ={2y) 1y) B x)}
Composicién entre los grafos
GoF={Xx2)/"y:((xy)"F;(y,2)"G)
F'AxB;G"BxCGoF"AxC

R={( 1), (b, 1), (c, 2), (d, 3), (e, 2), (f, 4)}
S={(@ 4), (b, 3), (c, 2), (1, d), (5, e), (6, )}
S={4 a),(3,b),(2 c), (d 1) (e 5), (f 6)}
RoS={4,1),(3,12),(22),(1,3),(5,2),(6,4)}

SoR={(a,d), (b, d), (c, c), (d, b), (e, c), (f, a)}

GoF"FoG
(RoS)=SoR
(GoF)=FoG

"Z,X)"(GoF):(X,2)"GoF!I(X,Y)"F"(y,2)"G}(y,X)"F"(z,y) " G}

15



Pz, x)" G

Establecer una correspondencia entre un conjunto A y B, consiste en asociar elementos de A a elementos ¢
B.

«2xf=(F, A, B)
34yzF"AXxB
X y)"F"y=1(x)
Conjunto Original de F: Elementos del conjunto original que tienen imagen. (or f).
Conjunto Imagen: Elementos del lado final que son imagen de algunos del inicial. Im(f) o f(A).
orf={x"A/"y"B:y=1(Xx)}
f(A)={y"B/"x"A:y=1Xx)}
Correspondencia Reciproca
f = (F ; B x A) Esta asociado al grafo inverso.
y=f(x) ! x=f(y) x!yyimagen de x x ! y X antiimagen de y
Composicion
gof=(GoF A C)gof(x)=g(f(x)
Propiedades:
1.x1"x2!f(x1) "f(x2) y " f(A) 'y =f(X) x " A.
2. f(x1 " x2) = f(x1) " f(x2)
3. f(x1 " x2) " f(x1) " f(x2)
f: Al B esaplicacion; g : B! C es aplicaciébn ! go f: A! C también es Aplicacion.
Fotocopia
15. G ={(b, b), (b, ¢), (a, d), (d, b)} H ={(a, a), (c, a), (d, a)}
G ={(b, b), (c, b), (d, a), (b, d)} H ={(a, a), (a, ), (a, d)}
(GoH)=Ho G ={(d, a), (d, ¢), (d, d)}
(H"G) ={(b, b), (b, ¢), (&, d), (d, b), (a, &), (c, a), (d, a)}
ran(H) !'ran (F) ={y /" x: (X, y) " F} (conjunto de las segundas proyecciones)

dom(F) ! conjunto de las primeras proyecciones.

16



dom(F)={x/"y:(X,y)"F}

16. NN F ={(x, y)/ 4x + y = 24}

F ={(0, 24), (1, 20), (2, 16), (3, 12), (4, 8), (5, 4), (6, 0)}
dom(F) = {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6}

ran(F) = {24, 20, 16, 12, 8, 4, 0}

F ={(24, 0), (20, 1), (16, 2), (12, 3), (8, 4), (4, 5), (0, 6)}
FoF={(5,8), (6, 24)}

Relacién Binaria

Correspondencia entre un grafo y si mismo. F: AT A
f=(RAA); T(X) =y, (X, y)"R; xRylaimagen de x es y.
X esta Relacionado con 'y

"X, y"Z:xRy!'x"y4noR3!4n0o"3
"A,B"(E):ARB!A"B

Propiedades que pueden cumplir 0 no, las Relaciones Binarias:
1. Reflexiva: "x " A: xR x

2. Simétrica: "X, y"A:xRy!yRX

3. Antisimétrica: "X, y"A:XxXRy"yRx!x=y

4. Transitiva: "x,y,z"A:XRy!yRz!xRz

5.Conexa: "X, y"A: XRy"yRX

Relaciones de Equivalencia

Es una relacion reflexiva, simétrica y transitiva.

Una correspondencia de elementos con si mismos, en la que todo x esta relacionado con x, todo x esta
relacionado cony, ey con x,y x cony,y con z, luego x con z. Se utiliza el signo ".

Sea A, " relacion de equivalencia definida en A:
"a"A:[a={x"Alx"a}"a"A:a"[a]puesa"a.
clase de equivalencia del elemento a.

En la clase de un elemento estan todos los elementos del conjunto relacionados con ese elemento.

17



Si un elemento no esté en la clase de otro, ninguno de los elementos de la Gltima clase puede estar en la cl
del primer elemento. Si un elemento esta en la clase de otro, todos los elementos de dicha clase estaran er
clase del primer elemento. a" b ! [a] = [b]

» Conjunto Cociente
Contiene las distintas clases de equivalencias.
A" ={[a], a" A} ! nos da los distintos tipos de elementos que hay en un conjunto.
x+y=2kk"Z"a"A:[a]={x"Al/x"alx+a=2k;x=2k - a;
[al={x=2k-a},k"Z[0]={x=2k-0}=/{0, 2, 4, 6, 8} Pares
[1]={x=2k-1}={-1,1,3,5,7,9} Impares
Z /" ={[0], [1]}
Sea A, {C1,C2,C3, ,Cj},Ci"A
son particibn de Asi: 1."de Ci= A
2. Ci no tienen elementos en comun.
9.R-{0};"a,b"R:aRb'!a+ (1/a)=b + (1/b)
1. Reflexiva: "x "R :x+ (1/X) =x+ (1/x) I x " X
2.Simétrica: "X, y"R:x+ (/X)) =y+(Aly) 'y +(Qly)=x+ (LX) 'y " X
3. Transitiva: "X, y, Z"R:x+ (/X)) =y + (1ly); y + (Lly) =z + (1/2) !
X+(@A/X)=z+((1/z)'x"z
"a"R:[a]={x"R-{0}/x"a}={x+ (1/x) =a+ (l/a)}[a] = {a, (1/a)}
11. Reflexiva: "x"RXR :x2+x2=x2+ x2 ! x" X
Simétrica: "X, y"RXR:x2+y2=y2+x2Ix"y
Transitiva: "X, ¥, Z"RXR:x2+y2=y2+721x" 2
"a"RxR[@]l={x"RxR/x"a}={x+x2=a2+a%
SeaN; E(n):"a,b"N:aRb!E("a) = E("b)
Reflexiva: "x " N ; X R x  E("X) = E("X)
Simétrica: "X,y "N ; x Ry 'E("X) = E("y) ! E("Y) = E("X)

Transitiva: " x,y, z"N; xR z!E("X) = E("y) ; E("Y) = E("2) ' E("X) = E("2)

18



"a"NJ[a]={x/x"a}={E("X) = a}

[a7] = {x " [a%, (a+1)?)} [a] = {[E("a)]* ((E("a)*+1)>-1)}

N/* = {[a%]}

Relacion de Orden

Relacién con las propiedades reflexiva, antisimétrica y transitiva.
a<b!aanterior ab o b posterior a a
Z;aRbla"bNaRDb!a|b (adivide a b) } Divisibilidad

La relacién de orden por excelencia es el .

Preorden: Relacion que es reflexiva y transitiva.

Aplicaciones

Seaf = (F; A, B) correspondencia. f es una aplicacion si:

1. Todo elemento de A tiene imagen!orf=A

2. Laimagen es Gnica. ! f(x) =yl " f(x) = y2 1yl = y2

f:NIN; f(x) ="x f(4) = +2 } No es aplicacion.

f:Z1Z;f(x) =x2} Si es aplicacion.

Clasificacion de Correspondencia

Inyectiva: Dos elementos no pueden tener la misma imagen.
NI'R; f(x) = "x } Inyectiva f: Z ! Z; f(xX) = x2 } No Inyectiva
(porque (-1)2=1y 12=1, dos elementos

distintos con misma imagen)

Sobreyectiva: Todo elemento del conjunto final es imagen de al menos uno del conjunto inicial.
"y"Z:y=1(x); x"Zy=x2;x=4="y } No Sobreyectiva

Biyectiva: Cuando es inyectiva y sobreyectiva al mismo tiempo.
f: RIR; f(x) = x/2 Aplicacién; Inyectiva, Sobreyectiva } Biyectiva.
Inyectiva : (x1/2) = (x2/2) ! x1 = x2

"XUAITFX) =y B! gf(x)=2"C



gof(x)=zl;gof(x)=z2!g(f(x)) =z1; g(f(x)) =z2!z1 =22

Sify g son inyectivas, g o f también es inyectiva.

Si fy g son sobreyectivas, g o f también es sobreyectiva.

18.f: R?2I R?

a. f(x,y) = (x, x"y -y)

1. Inyectiva: f(x1, y1) = f(x2, y2) ! (x1, x1 "yl —yl) = (X2, x2"y2 —y2) I x1 = x2
X1"yl-yl=x2"y2-y2}yl(x1-1)=y2(x1-1);yl=y2"(x-1)/(x-1)!
Isix"1!yl=y2 Esinyectivaenf:R xR - {1, y}.

2. Sobreyectiva: " (z, ) "RxR:(z, ) =f(x,y) }1 (z, ) = (X, x "y —y) !
lz=x;t=x"y-ylt=z"y-ylt=yz-1!ly=t/(z-1)

Es sobreyectivaenf: RxXR!R xR -{(1, y)}

Sigofesinyectiva! f es inyectiva

f(x1)=f(x2)'g(f(x1) =g(f(x2))!'gof(xl)=gof(x2)!x1l=x2!fesinyectiva.
Si g f es sobreyectiva ! g es sobreyectiva

"z"Clz=gof(x)!z=g(f(x)) ! g es sobreyectiva.

Sigofesbiyectiva! f es inyectiva 'y g es sobreyectiva

Relacién de Equivalencia Inducida por una Aplicacién

La relacién de equivalencia inducida por una aplicacion dice que 2 elementos estan relacionados cuando st
imagenes son iguales.

"x1,x2" A x1IRx2 ! f(x1) =f (x2).

Estructuras

Ley de Compoaosicién Interna (LCI), ", definida sobre un conjunto E, una aplicacibon de ExXE ' E
(a,b)!a"b

Propiedades que se pueden cumplir:

Conmutativa: "a,b"E:a"b=b"a

Asociativa: "a,b,c"E:(@a"b)"c=a"(b"c)

Elemento Reqular: a" E esregular: alaizquierda:"b,c"E:a"b=a"c!b=c
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aladerecha:"b,c"E:b"a=c"alb=c
Elemento Neutro: e "E,"X"E:e"x=x"e =X

Elemento Simétrico: a' es simétricodea'a"a'=a'"a=-¢e
Distributiva: (E,",°)(@a"b)°c=(a°c)"(b°c)

La estructura mas pequefia que existe es un conjunto y una L.C.I. (E, ") " Grupoide o Magma.

Grupoide: Es una estructura formada por un conjunto y su l.c.i. Si un grupoide cumple ademas la propiedad
asociativa, se le llama semigrupo. Si ademas de esto, cumple la conmutativa, se le llama semigrupo
conmutativo o abeliano.

Si el semigrupo tiene elemento neutro se le llama semigrupo unitario 0 monoide.

Grupo: Es una estructura formada por un conjunto y una l.c.i., que cumple la propiedad del elemento neutrc
la asociativa, y todo elemento tiene elemento simétrico. Si ademas el grupo cumple la conmutativa, se le
llama grupo abeliano o conmutativo.

Subgrupo: Si dado un grupo G, tenemos un subconjunto de G, que también cumple las propiedades de gru
se le llama subgrupo. H " G.

El grupo y subgrupo mas pequefios que hay es el formado por el elemento neutro.
Grupo Finito: Grupo formado por un nimero finito de elementos.
(@"b)=b'""a'(a") =asdlosi G esconmutativo: (a"b) =a'"b'

Homomorfisma: Cuando la imagen de la operacion del lado inicial, coincide con la operacién de las
imagenes del lado final. f(a " b) = f(a) ° f(b)

Clasificacion de Homomorfismo:

Si el homomorfismo es inyectivo Monomorfismo
Si es sobreyectivo Edimorfismo

Si es biyectivo Isomorfismo

Dos estructuras son isomorfas si existe un isomorfismo entre las dos (los elementos de un lado se comport:
igual que los del otro lado).

Teorema de Caracterizacién de Subgrupos:

Sea (G,*) grupo,""H"G,HG!"a,b"H:a*h'"H
"ab"H:a*b"HHG

"a"H:a'"H

(Z,+)grupo2"Z={2"h,h" Z} Demostrar. 2" Z Z
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o=2"0t0o"2"z""

"X, y"2"Z:x+y'"2"Zx=hly=h2
X+y'=2hl+(2h2))=2h1+(-2h2)=2(h1-h2)"2"Z
Congruencias Médulo un Subgrupo

Sea (G, *) grupo,yseaH G

"a,b"G:a~ib'!a *b"H congruencia a la izqg mod. H
a~db!b*a'"H

~i

l.a*a=e"Hla~ia
2.a~iblta'*b"H!(@*b)"H!b'*a"H!b~ia
d.a~ib@*b)*(b'*c)"H!a*c"H!a~ic

b~ic

[ali=a*H[alJd=H*a
[eli=e*H=H[hli=h*H=H (h"G; h"H)
SeaHG!si[ali=[a]ld"a" G!H esun Subgrupo de Gy se llama
Subgrupo Normal H G

Teniendo en cuenta el Teorema de Caracterizacion de Subgrupos:
HG!"a"G:a*H*a'"H

Homomorfismo entre grupos

f:(G,*) ! (G',°) aplicacion " a,b " E : f(a*b) = f(a) ° f(b)
1).f(e)=e'!f(e) =f(e) ° €

f(e) = f(e*e) = f(e) ° f(e)

f Hom

2). F(@) = (f(a)) f(a) ° f(a) = f(a) ° f(a’)

f(a' * a) = f(a*a’)

fle) = ¢’



Nucleo de un Homomorfismo de Grupos
Kerf={x"G/f(x)=¢e"

Aquellos x del grupo inicial cuya imagen sea el elemento neutro del grupo final. En Ker f s6lo ha de estar e
para que sea inyectiva, si hay dos elementos en el nlcleo ya no es inyectiva.

7). f:(R* ™)1 (R* ") f(X) = x2 demostrar f Hom entre grupos
f(x " y) = £ " f(y)

(" y) = (" y)2= (" y) " () =X Xy Ty =0y = 109 ()
Kerf={x"R*/f(x) =1} x2=1;x==%1; Kerf={-1, 1}
KerfG

""H"G;HG!"ab"H:x*y'"H
""Kerf"GKerfG!"x,y"Kerf:x*y "Kerf
1.Kerf""!If(e)=e'le"Kerf""

2."x, y"Kerf:x*y "Kerflf(x*y)=1x) °fly)=¢€'° (f(y))=e' °e' =¢'
KerfGf(x) =x2Kerf={-1,1}[ali=a" Kerf={-a,a} Kerf G
[a]ld = Ker f"a ={-a,a}

ImfG'"y"G:y=1X)

1.f(e) =e'"f(G)

2."f(a), f(b) " f(G) : f(a) ° f(b)' " f(G) : f(a) ° f(b") = f(a*b") " G
7). Imf = R* +

"y"R*iy=fX)y=x2x=z"yy"0

(G,*) <a> potenciasdea"a" G
n>0:a=a"a"a...a(nveces)

a=n=0:a°=e

n<O0:a=a"a"a'..a (nveces)
(R*,)5=5"5"5"55°=1

(Z+)5=5+5+5+55°=0

Subgrupo engendrado por un elemento
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<a>={a,n"Z}'<a>G

subgrupos engendrados o generados por a.
""<a>"G,<a>Gl"xy"<a>:x*y' "<a>
l.<a>""e=za’"<a>""

2."a,a"<a>:a*(a) "<a>
a*(a))=a*a*a..*a*(a*a*a..*a)=-a"<a>

Orden de Grupo. Namero de elementos que tiene un grupo.
Si el grupo es de orden contable, se llama grupo finito.

Un Grupo es Ciclico si mediante potencias de un elemento puedo generar todos los elementos del grupo. S
dice que el grupo es engendrado por dicho elemento. Si un elemento genera un grupo, su simétrico tambié

La primera potencia no nula, tal que "a' elevado a ella me da el neutro, se llama orden de elemento.
orden (e) siempre 11 O(e) = 1

O(a) = K1/ a = e (k entero no nulo mas pequefio / a = e)

O(a)=k!<a>={a°% a,a? a3 ..,a}|<a>| =k

Teorema de Lagrange para grupos finitos

El orden de un subgrupo divide siempre al orden del grupo.

si O(a) = |G| ! G es ciclico

"a" G; O(a) ha de dividir al |G|

|G| =1 G ={e} ! ciclico ya que su orden es primo

Orden

Sim

*

1

e

e

|G| =2 G ={e,a}! ciclico engendrado por a

Sim orden * e a
e 1 e e
a 2 a a e

|G| =3 G ={e, a, @%@} ! ciclico generado poray a2 G = <a> =< az>

Orden * a az
1 e a a2
3 a a2 e
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3 a2 a2 e a

Orden |* e a a2 a3 Sim
1 e e a a2 as e

4 a a a2 as e as

2 a2 a2 as e a a?
4 a3 as e a a? a

|G| =4 G =<a>=<a3> ! ciclico (a?)?2 = a = e; luego orden de a2
O@)=k!(@)=a*a*a'..*a (kveces)=(a*a*a...*a)=(a)=e'=e

|G| =4 ! no ciclico G{e, a, b, c} Grupo Klein K4

Sim orden [* e a b C
e 1 e e a b C
a 2 a a e C b
b 2 b b C e a
C 2 c C b a e

Subgrupo Impropio. Subgrupo formado por e o por todo el grupo.
Induccion Matematica e Induccién Completa

Se basa en: siempren" N

1). Se demuestra la formula en cuestién para un primer elemento.

2). Se establece la Hipétesis de Induccidn, que es, suponer que la afirmacioén es cierta hastan=k. 1 + 3 +.
+ (2k 1) = k2

3). Demostrar la afirmacion para el siguiente elemento, n = k+1.
1+3+5..+(2(k+1) -1) = (k+1) 2

1+3+5... (2k-1) + (2(k+1)-1) =

k2 + (2(k+1)-1) =

k2+ 2k +2-1=k2+ 2k -1 = (k +1) 2

%(A " =A)

AB

AB

25



AB

AB
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