TEMA 1 : ESPACIO VECTORIAL
Definicion de cuerpo:
Supongamos un conjunto K. K es un cuerpo si en el se han definido 2 operaciones internas:
« Una, la suma que le da la estructura de grupo abeliano: la suma tiene las siguientes propiedades:
« Asociativa: (a+b)+c=a+(b+c)
» Elemento neutro 0: a+0=0+a
« Elemento opuesto: "a" K" (-a) a+(-a)=(-a)+a=0

+ Conmutativa: a+b=b+a

« Y otra segunda a la que llamaremos producto que le da estructura de grupo cumpliendo las siguient
propiedades:

« Asociativa: (a*b)*c=a*(b*c)

* Elemento neutro 1: a*1=1*a=a

* Elemento inverso: "a /=0 " a-1 a-1*a=1

* Se verifica ademas la propiedad distributiva del producto respecto de la suma.

Definicion de espacio vectorial:

Sea V un conjunto cuyos elementos llamaremos vectores y K un cuerpo. Diremos que V tiene una estructut
de Espacio Vectorial sobre el cuerpo si:

» En V hay definida una ley de composicion interna a la que llamaremos suma que le da estructura de grug
abeliano. Esa operacion es:

(V. +)

— asociativa (a +b) + c = a + (b+c)

- elemento neutro 0: a+0=0+a=a"a"V

- elemento opuesto "a"V " —a a+(-a)=(-a)+a=0
— conmutativa : at+b=b+a "a,b

» Hay una ley de composicion externa de elementos del cuerpo K por vectores cuyos resultados son vectol
a la que llamaremos multiplicacion de n° por vectores.

K*VV
(,a)a
« Distributiva de vectores

(atb)=a+b



* Distributiva de nimeros:
(+)a=at+a
 Asociativa de niUmeros por vectores:
(Ja=(a)","K
» Elemento neutro:
1*a=a "a,b "K
Ejemplos:
V2 vector libre
V3 vector libre
R2={(al,a2) / ai " R} R3={(al,a2,a3) /ai " R } Rn={(al,a2....an)/ai" R}
(al,a2...an)+(b1,b2...bn)=(al+bl,a2+b2...an+bn)
(al,a2...an)=( al, a2... an)
m*n (aij)+(bij)=(aij+bij)
(aij)= (aij)
P1 (x) ={a0+al x/ ai " R} Pn (x)= { a0+alx+a2x2...+anxn/ai" R}
FR (x) (f+g) (x)= f(x) + g(x) () (x)=f(x)
Ejercicios:
Demostrar que el conjunto R3 (al,a2,a3) con las operaciones ordinarias es espacio vectorial:
(al,a2,a3)+(b1,b2,b3)=(al+bl,a2+b2,a3+b3)
Suma:
—Asociativa
[(al,a2,a3)+(b1,b2 ,b3)]+(c1,c2,c3 )=(al,a2,a3)+[(b1,b2,b3)+(c1,c2,c3)]
Primer miembro = (al+bl,a2+b2,a3+b3)+(c1,c2,c3)=(al+bl)+cl,(a2+b2)+c2,(a3+b3)+c3
Segundo miembro = (b1+cl,c2+b2,b3+c3)+(al,a2,a3)=al+(bl+cl),a2+(b2+c2),a3+(b3+c3)
—Elemento neutro (0,0,0)

(al,a2,a3)+(0,0,0)=(0,0,0)+(al,a2,a3)=(a1+0,a2+0,a3+0)=(al,a2,a3)



—Elemento opuesto
(al,a2,a3)+(-al,—a2,—a3)=(-al,—a2,—-a3)+(al,a2,a3)=(0,0,0)
—Propiedad conmutativa
(al,a2,a3)+(b1,b2,b3)=(b1,b2,b3)+(al,a2,a3)

(al,a2 ,a3)=(al, a2, a3)

Multiplicacién

—Distributiva de vectores

(atb)=a+b

—Distributiva de escalares

( + )a= ata

—Asociativa de vectores por escalares

()a=(a)

—Elemento neutro

l*a=a*l=a

Sabemos que en !2 con las operaciones ordinarias:
(al,a2)+(bl1,b2)=(al+bl,a2+b2)

(al,a2)=(al, a2)

es un espacio vectorial de !.

En 12 definimos una suma que va a ser ordinaria y una multiplicacion.
(al,a2)+(bl,b2)=(al+bl,a2+b2)

(al,a2)=(al2, a2)

¢ Sera ! espacio vectorial?

La suma al ser una operacion ordinaria damos por hecho que cumple las cuatro propiedades:
* Asociativa

* Elemento neutro

« Elemento opuesto

* Propiedad conmutativa

Sin embargo debemos comprobar si se cumplen las propiedades en la multiplicacién para que sea espacio



vectorial.

—Distributiva de vectores
[(@l,a2)+(b1,b2)]= (al,a2)+ (b1,b2)
Primer miembro:

(al+bl,a2+b2)=( (al+bl)2, (a2+b2))=(al2+ bl2+ albl, a2+ b2)
Segundo miembro:

(al2, a2)+(bl2, b2)=(al2+ bl2, a2+ b2)
Los dos miembros son distintos. No es espacio vectorial.
—Distributiva de numeros
(+)(@l,a2)=(al,a2)+ (al,a2)

Primer miembro:
((+)al2,(+)a2)=(al2+al2, a2+ a2=
Segundo miembro:

(alz, a2)+(al2, a2)=(al2+al2, a2+ a2)
—Asociativa de escalares por vectores:
()(al,a2)=((al,a2))

Primer miembro:

(( )alz,( )a2)=( a12, a2)

Segundo miembro:

(al2, a2)=((al2)2, (a2))=( a4, a2)
—Elemento neutro:

1(al,a2)=(al,a2)

(1al2,1a2)=(al2,a2)

Ejercicio:

En 12 definimos:

e (al,a2)+(b1,b2)=(al+bl,a2+b2)



(al,a2)=(al, a2)

e (al,a2)+(b1,b2)=(al+bl+1,a2+b2)

(al,a2)=(al, a2)

¢12 con éstas operaciones tiene estructura de espacio vectorial?

» No seré& espacio vectorial en las propiedades de distributiva respecto de escalares.

» No seré& espacio vectorial en las propiedades del producto: distributiva respecto de vectores, escalares,
elemento neutro.

Propiedades

Axiomas de la definicion:

*0*v=0

e a*0v=0

e K(=vv)=—kvwv

e (-k)vv=—kvv

o k(vv=wv)=kvv—kwv

e (k=t)vv=kvv-tvv

Demostracion

e k+0=k vv(k+0)=kvv kvv+0vv=kvv Ovv=kvv—kvv=0v
3. w+(-Vv)=0v Kk[(vv+(-vVv)]=k0Ov kvv+k(-vv)=kOv kvv+kvv=0 k(-vv)=—kvv
Combinaciones lineales:

Sumas de productos de escalares por vectores:
wil+ w2........ pvvp="iwvi

Ejemplos:

2(-1,4)+6(3,2)—-(-1,6)

3-1431624242

60200118011

2(1+x2)+3(2—x+x2)—(-3+x2)

Las combinaciones lineales de vectores son vectores.
Dependencia e independencia lineal:

Definicion: Los vectores v1,v2....... vp son linealmente independientes o que forman un sistema libre de
vectores si la_Unica combinacion lineal de ellos que vale el vector Ov es aquella en la que todos los
coeficientes son 0.




{wil,w2......vwvp} Li.l v1+ v2..... pvvp=0v =0 "i

Los vectores v1,v2....vp son linealmente dependientes o que forman un sistema de vectores si existen
combinaciones lineales de ellos que vales el vector Ov con algun coeficiente distinto de O.

{wi,w2,.....vwp}ld. " wl, w2,...... pvvp=0v i"0
Averiguar si los conjuntos siguientes de vectores son l. i. o l. d.
« {(1,-1,0)(2,1,3)(1,2,-1)} en I3
*{(1,-1,1)(2,1,3)(4,-1,5)}en '3
o {1+x2,1-x2,1+3x-2x2} en !2(x)
: Ix,ex,e—x}
Resolucion:
x(1,-1,0)+y(2,1,3)+z(1,2,-1)=(0,0,0)
(x,y,z) x=0,y=0,z=0 I. i.
xy,z," "0l d.
X+2y+z=0 x+2y+z=0 x+2y+z=0 z=0;y=0;x=0
—X+y+2z=0 3y+3z=0 3y+3z=0
3y-z=0 3y-z=0 —-4z=0
solucion trivial: independientes
infinitas soluciones: dependientes |. i.
2.
x(1,-1,1)+y(2,1,3)z(4,-1,5)=(0,0,0)
X+2y+4z=01240
-X+y-z=0-11-10
x+3y+5z=01350
(A)=(A/b) =n
sistema homogéneo igual solucion
<ninf. Sol.
*«2"02" (A) A=5-2-12-4+3+10=0
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(A)=2inf. sol.
sol"sol. triv.
Li.
X+2y=—-4z
-X+y=z
3y=-3z
solucion (z=)
y=—
=-2
z=
"l
3.
a(1+x2)+b(1-x2)+c(1+2x-2x2)=0p=(0+0x+0x2)
a+b+c+(3c)x+(a—b-2c)x2=0p
« polinomios iguales mismos coeficientes

atb+c=01110
3c=00030A=6"0(A)=3
a+b-2c=01-1-20
menor de orden 2 " 0 rango de los polinomios por lo menos 2.
x=y=z=0
L.
5.

X+ ex+ e—-x=0
2 funciones asocian a cualquier nimero real el mismo valor en ambas
x=1 + e+ (1/e)=0

x=0 +=0



Xx=2 2 + e2+ *(1/e2)=0

Determinante de la matriz de los coeficientes " 0 independiente
lelle

011=(1/e2) +2e — (2/e) - e2"0

2e21/e2

Sabiendo que wv1, w2, w3 son l. i. Averiguar siwl, w2, w3, sonl.i.ol. d.
« {wV1, wv2, wv3}/ wvl=vv1l+2vv2-vv3

Wv2=-vv1+vv2+2vv3

wv3=2vwv1l +wv3

Xwv1l+ywv2+zwv3=0v
X(vwW1l+2vv2-w3)+y(-vv1l+vv2+2vv3)+z(2vvl +vv3)=0v
(X=y+22)vw1l+(2x+y )vw2+(—Xx+2y+z)vv3=0v

wl, w2, w3, son . i. luego necesariamente tienen que ser 0 sus coeficientes:
X=y+2z=0 x-y+22=0 x-y+2z=0 z=y=x=0|. i.

2x+y =0 3y-4z=0 3y-4z=0

—-X+2y+z=0 y+3z=0 13z=0

b) {wvl, wv2, wv3} / wvl=vv1l-vv2+vv3

wv2=2vv1+2vv2-vv3

wv3=4vv1+vv2

Xwv1l+ywv2+zwv3=0v
X(vwl-wv2+vv3)+y(2vvl+2vv2-vv3)+z(4vv1l+vv2 )=0v
(X+2y+4z)vw1l+(—x+2y+2)vv2+(—x-y)vv3=0v

X+2y+4z=0 x+2y+4z=0 x+2y+4z=0 y=z=x=0 I. .

—X+2y+z=0 4y+z=0 4y+z=0

x-y =0 3y=0 y=0

Propiedades de |la dependencia lineal.



Todo conjunto de vectores que contengan el vector 0 es un conjunto de vectores |. d.

{w1l, w2, ..... vvn, Ov} 1. d.

Un conjunto de vectores si uno al menos de ellos es una combinacion lineal del resto son I. d.
{wil, w2, ....vvn}l. d. ! " vvital que vvi= vwwl+ w2+..... ivwi

Tiene la propiedad transitiva:

Si los vectores vwl, w2,.....vvp dependen linealmente de los vectores wvl, wv2, ...... wvr y cada wv depende
linealmente de uvl, uv2, ..... uvs entonces vvl, v2,....vvp son combinacion lineal de uvl, uv2, ..... uvs.

Ejercicios:
a) Calcular K para que estos 3 vectores sean linealmente independientes:
{(1,2,k)(2,-1,3)(1,1,-1)}
b) Calcular a,b para que estos 3 vectores sean linealmente dependientes:
{(-2,a,2,b)(1,-1,2,3)(0,1,2,-1)}
* 12 forma:
Si son dependientes existen combinaciones lineales de ellos que valen Ov con "0 Rouche
x1(1,2,k)+x2(2,-1,3)+x3(1,1,-1)=(0,0,0) xi"0
x1+2x2+x3=0121
2x1-x2+x3=0 (A)<3 2 -1 1 =0 1+2k+6+k-3+4=0
kx1+3x2-x3=0 sol.dist. de la triv. K 3 -1 k=-8/3
Gauss
X3+2x2+x1=0 x3+2x2+x1=0 x3+2x2+x1=0 |.d. sol. dist. de la triv.
X3—x2+2x1=0 —3x2+x1=0 —3x2+x1=0 inf. sol./ sist. equiv. a un
—x3+3x2+kx1=0 5x2+x1(1+k)=0 (5+3+3k)x1=0 sist. con + incog. que ecu.
Se igualan los dos miembros de la 3% ecuacion:
8+3k=0
22 forma
« vectores independientes: uno de ellos ha de ser combinacién lineal de los otros 2

por ejemplo el primero:



(1,2,k)=x1(2,-1,3)+x2(1,1,-1)
2x1+x2=1211

-x1+x2=2 -1 12 (A)=2 luego (A/b)=2
3x1-x2=k 3 -1 k A/b =0
2k+6+1-3+4k=0

3k+8=0

k=-8/3

211

035

0 -5 2k-3

211 6k+16=0

0 35 k=-16/6 : k=-8/3

0 0 6k-9+25

Sistemas de generadores:
Generadores:

Los vectores vv1, vv2,...vvn son un sistema de generadores del espacio vectorial V si todo vector de V se
puede expresar como combinacion lineal de ellos:

{w1, w2,....vvn} s. g. de V!I"xv"™ xv=vv1+ w2..... nvwvn
Ejercicio:

Indicar si los conjuntos siguientes de vectores son generadores:
*{(1,-1)(2.3)}en!2

*{(-1.1)1.3)(2,-1)} en 12

*{(1,1,-1)(2,0,1)(0,1,1)} en 13

+ {(1,1,2)(-1,1,3)((1,3,1)} en I3

o {1+x2,1+x2,1+x+x2} en 12(x)

11-1011

0111-10en x2

11010010

00101101enM2x2
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» Sea un vector cualquiera del espacio y le expresamos como combinacion lineal de los vectores:
(al,a2)=x1(1,-1)+x2(2,3)

x1+2x2=al 1 2 al comp. det. " que sea al,a2

-x+3x2=a2 -1 3 a2 (A)=2 (A/b)=2

Sol: " que sea al,a2 seran generador Todo vector del espacio vectorial se puede
si tinicamente tiene solucion para al— expresar de forma Unica como expresion de
gunos valores de al, a2 no seran gene- los dos generadores

radores.

e (al,a2)=x1(-1,1)+x2(1,3)+x3(2,~1)

—x1+x2+2x3=al -112al (A) (A/b)=2 x1+3x2-x3=a2 1 3 —1 a2 Comp. indet.
<incog

" vector se puede expresar de infinitas formas como combinacion lineal de esos 3
Generadores

c)

d)

(al,a2,a3)=x1(1,1,2)+x2(-1,1,3)+x3(1,3,1)

x1-x2+x3=all-11al

x1+x2+3x3=a2 11 3 a2

2X1-3x2+x3=a3 2 -3 1 a3

«-1
11"0 =2 por lo menos

A = 1-6-3-2+9+1=0

(a)=2

Sistema debe de tener soluciéon (A/b) también tiene que ser 2

1-1al



11a2=0
2-3a3

Base de un espacio vectorial:

Los vectores ul, u2,....un forman una base del espacio vectorial " si son un sistema de generadores y son L
conjunto [. i.

B={ul,u2,.....un} base de " ! generadores /. i.
Ejemplos:
A{(1,-1,2)(0,1,3)(1,-1,1)}en I3
B{(1,-1,1)(1,1,2)(2,0,3)} en I3
C{1+x2,-1+x+x2,x+2x2} en '2(x)
D1-111-1100
0101130-1enM2x2
1-11101
E10131-1enM2x2
F{(1,1,0)(0,1,0)(-1,1,1)(0,2,3)} en I3
A)

» Generadores:
(al,a2,a3)=x1(1,-1,2)+x2(0,1,3)+x3(1,-1,1)
x1 +x3=al x1 +x3=al Comp. det. " que sea
al,a?2,a3
—x1+x2-x3=a2 x2 =al+a2 x2=al+a2
2x1+3x2+x3=a3 3x2-x3=a3-2al x3=3al+3a2-a3+2al=5al+3a2-a3
xl=al-5al-3a2+a3=-4al-3a2+a3

« Independientes
x1(1,-1,2)+x2(0,1,3)+x3(1,~1,1)=(0,0,0)
x1 +x3=0 x1=0

—Xx1+x2—-x3=0 x2=0 solucién Unica BASE
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2x1+3x2+x3=0 x3=0 (nos queda el mismo sistema igualado a 0)
B)
» Generadores
x1(1,-1,1)+x2(1,1,2)+x3(2,0,3)=(al,a2,a3)
x1+x2+2x3=al 112 al (A)>=2
-x1+x2=a2110a2 A=0 (A)=2
x1+2x2+3x3=a3 12 3 a3
Para que sea compatible (A/b)=2
11ala3+a2-2al-al-2a2+a3=0
11a2=0
12a3
No son generadores
No son base. Todos los vectores tienen que cumplir esa condicién y no todos la cumplen.
C)
» Generadores
(a0+alx+a2x2)= (1+x2)+ (—1+x+x2)+ (x+2x2)
- =a01-10a0
+=al01l1lal (A)=2
++2=a2122a2
(A/b) debe ser 2
1 -1 a0 Unicamente son combinacién lineal aquellos cuyos
0 1 al coeficientes cumplen esta condicion. No son gen. No son Base
11a2
D)
E)

* Generadores:
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abl-11101
cdl10131-1
X+y =a x+y =a x+y =a x+y =a
—X+y+z=b 2y+z=a+b 2y+z=a+b 2y+z=a+b
X+y+z=c z=c—a z=c-a z=c-a
3y-z=d 3y-z=d -5z=2d-3a-3b 0=-8a-3b+5c+2d
para que el sistema tenga solucion se tiene que cumplir la dltima ecuacion. Unicamente son combinaciones
lineales de esos tres elementos cumplan esa igualdad. No todas las matrices cumplen esa condicién . No s
generadores. No son base.
F)
e generadores
al,a2,a3)=x1(1,1,0)+x2(0,1,0)+x3(~1,1,1)+x4(0,2,1)
x1-x3=al1l0-10al
x1+x2+x3+2x4=a2 1112 a2 (A)=3
x3+x3=a30011 a3
(A/b) no puede tener — que 3 filas (A/b)=3 Sistema compatible indeterminado porque el (A/b)<x con
infinitas soluciones deopendientes de un paramentro. Todo vector se puede formar de infinitas formas com
combinacién de esos 4. Son generadores.
 Independientes:
(0,0,0)=x1(1,1,0)+x2(0,1,0)+x3(-1,1,1)+x4(0,2,1)
Son independientes y

Son BASE

Un espacio vectorial puede tener mas de una base. ¢ Qué relacion existe entre las distintas bases de un es;
vectorial?

Teorema de la Base

Todas las bases de un espacio vectorial tiene el mismo ndamero de vectores.
Demostracion

Hay dos tipos de bases:

Generacion finita: Aquellos que estan engendrados por un namero finito de vectores. Tiene un sistema de
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generadores que contienen un numero finito de vectores:

12,13........ In Son espacios de generacion ——>infinita[Author:A].

P.1 Todo espacio vectorial de generacion finita posee una base.

" es un espacio vectorial H={ vw1,vv2,.....vvn} es un sistema de generadores de generacion finita.
Los vectores de H son independientes H son base.

Los vectores de H sean dependientes No son base. Consideramos el conjunto H el nimero maximo de
vectores independientes.

T={wl,w2,..vvn} el resto n—k seran dependientes de ellos.
T es una base
T son independientes.

¢.Son generadores? Cualquier vector de " hay que probar que todos los vectores de H son combinacion line
deT.

Xv c.l{vwl,w2.....wwk,vwk+1......... vvn} wk+1....... vvn c.l. de los vectores que van del 1 hasta el k.
{wil,w?2......... vvk}=Xv c.l. Propiedad transitiva son base de ".

P.2. Si " espacio vectorial posee una base formada por n vectores cualquier conjunto vector formado por n
vectores independientes es otra base.

" base B={uv1,uv2,........ uvn}

H={wl,w2......... vvn} independientes H es otra base.

Vector H son independientes¢, Son generadores?

H sistema de generadores cualquier vector del espacio es c.l. de los vectores de H.
"x""c.l. de H

El conjunto B por ser base el un sistema de generadores.

Cualquier vector del espacio es c.l. de ellos. En particular el primer vector de H.

B es un sistema de generadores vv1 es c.l. de B.

Vv1=uvl+ uv2..... nuvn En esta relacién algun "0 porque si todos los =0 al sustituir nos quedaria que
vv1=0 que no puede ser porque vv1 es de un sistema independiente

"0 despejamos vv1 uvl=(1/ )vvl-(/)uv2........ -(n/)uvl

uvl es c.l. {vwl,uv2,......uvn}=H1 H1 es un sistema de generadores.
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Si xv es un vector cualquiera x es c.l. de los vectores de la base B={uv1,uv2,........ uvn} entonces el uvl pue
ser sustituido por un c.l. de los vectores de vv1,uvl....... uvn.

xv=c.l. {uvl{vvl,uv2...uvn},uv2.....uvn}
vv2 también sera c.l. de H2={vv1,vv2,uv3,uv4.....uvn}
Son un sistema de generadores del espacio.

Sustituyes uvl por vvl etc... Iterando el proceso n veces el conjunto H es un sistema de generadores y con
eran independientes forman base.

P.3. Si un espacio vectorial " posee una base formada por n vectores en ese espacio vectorial no puede ha
mas de n vectores independientes.

e si B={uvl,uv2.......... uvn} base de "
y H={wi1,w2.......... vvp} independientes In"p
Si p>n contradicciénp>n y los vectores de H son independientes los n primeros seguiran
siendo independientes.
{wwl,w2....vvn}li. resto {vvn+1,vvn+2.....vvp} c.l. por la propiedad 2
Contradiccion 1-p son independientes p>n
1-n son independientes n—p c.l. dependientes.
P.4. Teorema de la Base.
Todas las bases de un espacio vectaorial tienen el mismo namero de vectores.
Supongamos de bases de "
B={uvl,uv2.......... uvn} Base de "
B ={wl,w2.......... vvp}Base de " n=p

En primer lugar:

n

p'n

B” es base y B al ser base son independientes. Por P.3. el nimero de vectores independientes es menor o
gue el nimero de vectores independientes de la otra base.

p=n
Dimensién:

Llamaremos Dim. de un espacio vectorial al nUmero de vectores que tienen sus bases.

16



12 2 Dim. 2 vectores.
Bases Canonicas.
12{(1,0)(0,1)}

13{(1,0,0),(0,1,0)(0,0,1)}

In{(1,0,0.......0),(0,1,0,......... 0),(0,0,1,...ccou..... o) T (0,0,0, e 1)}
10.......... 001............ 000 .cciiiiiiiiies 0

00......... 000 .cccon....n. 000 .cciiiiiiiiees 0
....................................................................... M2x2

00 .counnnn. 0000001

In(x) n+1 dim {1,x,X2............ xn}

Consecuencias practicas:

La Dim de " es el nimero de vectores que tienen sus bases.

La Dim es el nimero maximo de vectores independiente que tiene ese espacio.

La Dim es el nimero minimo de vectores que se necesita para engendrar ese espacio.

Si conocemos la Dim de un espacio vectorial para demostrar que un conjunto de vectores es una base de ¢

espacio bastard con comprobar que su nimero coincide con la Cdim y comprobar si es generador o
independiente.

Ejemplo:

Sea " un espacio vectorial y en el una base formada por evl,ev2,ev3. Sean H1,H2 y H3 los siguientes
conjuntos:

B={ evl,ev2,ev3}

H1={uvl,uv2,uv3} uvl= evl+ ev2 / uv2=evl+ ev3 / uv3= uv2+uv3

H2={vv1l,w2} vwil=evl-ev2 / vw2= evl+ev2+ev3

H3={wv1,wv2 wv3,wv4} wvl= evl+ev2+ev3 / wv2= evl- ev3 / wv3=2evl- ev2 /[ wv4= —evl-ev2-ev3
Estudiar si son base de ese espacio:

H2 no es base porque el espacio es de tres dimensiones y H2 tiene 2 vectores nada mas. Nimero minimo

H3 no es una base porque el espacio es de tres dimensiones y H3 tiene 4 vectores pueden ser generadore
minimo 3 pero no son independientes n® maximo 3.
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H1 tiene 3 vectores y es de tres dimensiones. Demostraremos si es base demostrando Unicamente si son
independientes.

Tutoria del 26 de octubre de 1999:
- Ejercicio junio 99
a) Hallar los valores de K para que éstas matrices formen base del espacio de las matrices 2x2.
102-101-13
0021213K
Para que un conjunto de vectores formen base tienen que ser independientes
102-101-1300
00+21+ 21+ 3K=00
+2 -=0
-+ +3 =0
-2 +2 +3 =0
+ +K =0
120-1-113
0-113"0A=1*223
022311K
011K
—2K+3+6-6+3-2K=6-4K=0 K=3/2
Son Base si A "0!'K"3/2
» Cuando no sean Base expresar la cuarta matriz como combinacion lineal de las otras tres:
-13102-101
=Xty +z
332002121
—1=x+2y -1=x+2y
3=-y+2z 3 =-y+zy=(9/4)-3=-3/4

3=2y+2z2 9 =4z z=9/4

18



3/2=y + z 9/2= 27 x=—1+(6/4)=2/4=1/2

« Demostrar que los polinomios siguientes forman Base del espacio de los polinomios de grado menor
igual que 3.

{1,x-1,(x-1)2,(x-1)3}

Dim !3(x)=4hay 4 polinomios por lo que bastara con ver que son independientes.
*1+ (Xx=1)+ (x=1)2+ (x-1)3 =0

Desarrollar; ordenar en potencias, igualar coeficientes en ambos miembrros.
Xx=1; si sustituyo:

+2 (x-1)+3 (x—1)2=0 He derivado

x=1

2 +3*2 (x—1)=0 He vuelto a derivar

x=12=0

3*2 =0

=0

Son Base porque todos son 0

— Ejercicio de septiembre del 99

Sea " en espacio vectorial sobre ! y B={uv1,uv2,uv3} una base de ".
Probar que B'={vv1,vv2,vv3} es otra base si :
wil=uvl

vv2= —uv1l+uv2

vw3= uvl-uv2+uv3

Hay que ver si son independientes:

wil+ w2+ vww3=0

Se sustituye:

uvl+ (—uvl+uv2)+ (uvl-uv2+uv3d)=0v

(= +)uvl+(-)uv2+ uv3=0v
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-+=0 =0
- =0 =0
=0 =0
Hallar las coordenadas de los vectores de B respecto de los vectores de B’.
w1+ w2+ vw3=uvl
uvl+ (—uvl+uv2)+ (uvl-uv2+uv3)=uvl
(—+)uvl+(+)uv2+ uv3=uvl
-+ =1 =0
- =0 =0
=0 =1
Se hace lo mismo pero igualando a uv2 y queda:
-+ =0 =0
- =1=1
=0 =1
Se hace lo mismo pero igualando a uv3 y queda:
-+ =0 =1
- =0 =1
=1 =1
1+n
{1+xn,x+xn,x2+xn,........... XN=1+xn,xn+xn}
Demostrar que estos polinomios son una base de In(x):
Hay que probar que son independientes:
a0 (1+xn)+al(x+xn)+................ an-1(xn-1+xn)+an(xn+xn)=0!
a0=0

al=0



an—-1=0

an=0

Coordenadas:

Sea B={evlev2........ evn} base de "y sus vectores generadores e independientes.
"XV xv=xlevl+x2ev2+.......... xnevn Coordenadas (x1,x2........ Xn)

xv coord. (X1,X2........ xn) resp. de B={evl,ev2........ evn} | xv=xlevl+x2ev2+.......... xnevn

(de examen)

e Supongamos gque esta base M del espacio de las M2x2. Hallar los vectores de ese espacio cuyas
coordenadas respecto de x son (x,2x,3X,4X).

M=102-101-13

00212131

L={A/JA=x10+2x2 -1 +3x 01 +4x -1 3

01212131

={A/A= x 13x ={A/A=x 1 13

22x 9x 229

Dada en !3 la base B={(1,-1,1)(0,1,2)(1,2,5)} hallar las coordenadas del vector yv=(1,-1,2) respecto de ella
(1,-1,2)=y1(1,-1,1)+y2(0,1,2)+y3(1,2,5)

yl+y3=1yl+y3=1yl +y3=1

- yl+y2+2 y3=-1y2 +3 y3=0 y2 +3y3=0

y1+2y2+5 y3= 2 2y2+4 y3=1 -2y3=1

y3=-1/2, y2=3/2 y1=3/2

Sea " espacio vectorial y B={el,e2,e3} una base del mismo. Sea B"={vwv1,vw2,vv3} donde wl=el-e2;
2= el+e3 ; vw3= 2el-e2-e3.

» Probar que B’es otra base:

Hay que probar que son independientes

* Siuv(-1,2,1) tiene coordenadas respecto de B ¢, cudles son sus coordenadas respecto de B"?

» Si zv (-2,2,1) tiene coordenadas respecto de B'¢, cudles son sus coordenadas respecto de B?
* ¢, Qué vector del espacio tiene las mismas coordenadas respecto de las 2 bases?
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b)uv=—el+2e2+e3=alvvl+a2vv2+a3dvv3=al(evl-ev2)+a2(evl+ev3d)+a3(2evli-ev2-ev3)=
=(al+a2+2a3)evl+(-al-a3)ev2+(a2-a3)ev3=

-1=al+a2+2a3 -1= al+a2+2a3 —-1= al+a2+2a3

2=-al - a3 3= —a2 -3a3 3= —a2- 3a3

1= a2 -a3 1= a2 —a3 4= -4a3

a3=-1;a2=0;al=1

C)zv=—2vv1+2vv2+vv3=-2(evl-ev2)+2(evl+ev3)+ (2evli-ev2—-ev3)=2evl+ev2+ev3
Las coordenadas son (2,1,1)

* (al,a2,a3) son las coordenadas de un vector respecto de By B’.
alevl+a2vv2+a3vv3=alvvl+a2vv2+a3vv3
al(evl-ev2)+a2(evl+ev3d)+a3(2evl-ev2-ev3)

al=al+a2+2a3 —al-a2—- a3=0 a3=0

az2=-al - a3 —a2-2a3=0 a2=0

a3=a2 - a3 —a2-2a3=0 al=0

El Unico vector que tiene las mismas coordenadas respecto de las 2 bases es (0,0,0)

« Las coordenadas de un vector respecto a una base dependen del vector y de la base.
 Las coordenadas de un vector respecto de la base candnica son sus componentes. En 'n, M2x2, en

In son sus ——>coeficientes[Author:A].
e c={X,y,z Ix-y=3}

w=(X,y,z)

uv=(x"y,z’) ¢w,uv"c?

por hipotesis

X=y =3 w+uv=(x+x",y+y ,z+2")

X —y'=3 para que sea de c

XX =(y+y’)=3

XX =(y+y’)"3

3+ 3=6"3
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no es
« D={A/ AB=BA}
AlyA2"D ¢ Al + A2"D?
Por hipoétesis

A1*B=B*Al (Al + A2)*B=B(A1+A2)

A2*B=BA2 (Al + A2)*B=A1*B+A2*B

=B*Al +B*A2

=B(A1+A2)

SiA1" D¢ *Al1" D?

Se debe cumplir: (A1)B=B( Al)
(A1)B= (A1B)= por hipotesis BA1l
Luego es subespacio.

Calculo de D:

10

B=-12

abl1010ab
cd-12=-12cd

a-b2bab

c—d 2d = —a+2c —b+d

a- b=ab=0

2b =b b=0
c-d=-a+ca-c-d=0

2d =-b+2d

x+y0c+d O

D=xycd

« {B/3f(1)=f(2)}
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f,g"E ¢f+g " E?

i f"E?

Por hipoétesis

3f(1)=f(2) Deberia ser:

39(1)=9(2) 3+(f+9)(1)=(f+9)(1)!3[f(1)+g(1)]=3f(1)+39(1)

3f(1)+39(1)=f(2)+9(2)

3(f(1)+9(1)=f(2)+9(2) f(2)+9(2)=(f+9)(2)

3(N(1)=3 f(1)=1(1)={(2)=(H(2)

si es subespacio.

F! no es subespacio

{xv/i=vvl+ w2+........ pvv Xvp} un conjunto muy importantes de vectores es el formado por
una c.l. de vectores de p.

L{vvl+vv2+......... vv Jvariedad lineal

Calcular el subespacio engendrado por:

{(1,-1,2,3)(2,1,-1,1)}={(x1 ,x2,x3,x4)/ (x1 ,x2,x3,x4)= (1,-1,2,3)+ (2,1,-1,1)}

ejemplo =2

=1 (0,-3,5,5) Vector que pertenece a ese subespacio.

x1=+2

x2=-+ Ecuaciones paramétricas del subespacio

x3=2 — (los parametros son vy )

x4=3 +

"

Si despejamos los parametros | Ecuaciones cartesianas
=x1-2 | =x1+x2/3

X2=—Xx1+2 + x3=2x1-5((x1+x2)/3) 3x3=6x1-5x1-5x2

x3=2x1-4 — x4=3x1-5((x1+x2)/3) 3x4=9x1-5x1-5x2

24



x4=3 -6 +
X1-5x2-3x3 =0
4x1-5x2 —3x4=0

Los subespacios vectoriales son espacios vectoriales que contienen sistemas de generadores , bases y
dimension-

Su base es un conjunto de generadores de su subespacio que sean independientes.
La dimensién es el nimero de vectores de la base del subespacio.
La dimension del subespacio vectorial serd menos o igual que la del espacio total.

. {ov}™

Ejemplos

Calcular un sistema de generadores , una base y la dimensién de los siguientes subespacios:
M=£{(1,-1,1)(3,1,-2)(4,0,-1)}

N= {(x—-2y,2x+y,—x+y)/x,y "1}

P={(x,y,z)/x+y—z=0}

R={(x,y,z, t)/x-y+z—-t=0 ; 2x+y-z-t=0}

T={A/AB=BAB=10

-12
M)1-11
=31-2=2

40-1

-1+8-4-3=0 A =0 dim M=2
BM={(1,-1,1)(3,1,-2)}
BM={(1,-1,1)(4,0,-1)}

N)
(X=2y,2x+y,—X+y)=(X,2X,—X)+(-2Y,Y,Y)

=x(1,2,-1)+y(-2,1,1)
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N=£{(1,2,-1)(-2,1,1)}

Dim N=2

12-1

=-211 Base N={(1,2-1)(-2,1,1)}

P) {(xy.2)/x+y-2=0}

X+y=z=0 x=-y+z

y=

7=

X=—+

{(=+,,)F£{(-1,1,0)(1,0,1)}

dim P=2

-110
101=2BP={(-1,1,0)(1,0,1)}
e X—y+z-1t=0

2x+y — z— t=0 3x+2t=0 x=2t/3

1-11-10x-y=-z+tz=

21-1-102x+y=z+tt=

3x=2t

X—y=—+

2X+y=+

3x=2 x=2/3

y=-1/3

7=

t=

R=£{(0,1,1,0)(2/3,-1/3,0,1)}

(2,-1,0,3)
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dmH=n- (A)

c+d 0

A=cO(cd")}=£1010

1001

ctd0=c0+d0=c10+d10
cdc00d1001

dim =2 dim (A)= 1010 =2

1001

1010

base=1001

Operaciones con subespacios:

Sea " espacio vectorial; H y L dos subespacios
H'L={vv/wW"H y w"L}

H H"L={vv/vww"H o w"L}

Si Hy L son subespacios ¢ Lo seran H'L y H"L?
Si Hy L son subespacios H"L es subespacio.
Teorema de caracterizacion 1° vw+wv " H"L
Seanvwywv"H"L!

2°wW"H"L

Hipotesis

w"H w"L H es subespacio!vv+wv'H

wv"H wv"L | vw+wv"H"L

L es subespacio!vv+wv"L

H es subespacio vv'H

I'w"H"L

L es subespacio wv'L
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La union de otros dos subespacios no tienen porque ser subespacios. Tengo que hallar un ejemplo para qu
se verifique.

Contraejemplo:

"=12 H={(a,0)}

L={(0,b)}

H"L={vv/vv=(a,0) o vv=(0,b)

w=(1,0)"H"L

vw+wv=(1,1) "H

wv=(0,1)"H"L "H"L

"L

Suma de subespacios:

H+L={vv/vv=xv+yv;xv"H e yv"L}

Suma de dos subespacios es un conjunto de aquellos vectores que se pueden expresar como suma de un
del primer subespacio y suma del segundo. Demostrar que la suma de subespacios es otro subespacio. (p:

Algebra lineal para la economia)

Se dice que dos subespacios son independientes cuando su interseccién es el vector Ov Cuando esto ocur
vectores de la suma se pueden expresar de forma Unica como suma de un vector de H y de un vector de L.

H"L={0v} Suma directa. H"L

Dos subespacios son complementarios cuando su suma sea el espacio " y cuando su interseccion sea Ov
H y L son complementarios H+L="

H"L={Ov}

Dimensién de la suma de dos subespacios con la suma de la interseccion es:

dim(H+L)+dim(H"L)=dim H + dim L

En el caso de que H y L sean complementarios:

dim(H"L)=0

dim H + dim L= dim "

Ejemplos:

— Sea H el conjunto de vectores de !4 tales que:
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x1+x2-2x3+x4=0
— Sea L el conjunto de vectores de !4 que son combinacion lineal de:
(1,-1,0,1)y(1,2,1,-1)
H={xv"14/ x1+x2-2x3+x4=0}
L=£{(1,-1,0,1)(1,2,1,-1)}
« Hallar la dimensién y una base de Hy L.
« Hallar las distintas ecuaciones, la dimensién y una base de H+L y H"L.
* Indicar si H+L es suma directa.
« Ampliar una base de H hasta obtener una base de 4.
* Obtener un subespacio complementario de L.
» Comprobar la relacion entre si de los 4 subespacios.
1.
Hgeneradores
Nos sobran 3 ecuaciones paramétricas.
X4=-Xx1-X2+2x3 x1=
X2=
x3=
X4=——+2
H=£{(1,0,0-1)(0,1,0-1)(0,0,1,2)}
100-1
dim H= 01 0 -1 =3 BH={(1,0,0,-1)(0,1,0,-1)(0,0,1,2)}
0012
L Tenemos los generadores
Queremos la dim
1-101
dimL= 121 -1BL={(1,-1,0,1)(1,2,1,-1)} dim L=2
2.
H+L={vv/vv=xv+yv ;xv"H,yv"L}={wv/vv= (1,0,0,-1)+ (0,0,1,2)+ (0,0,1,2)+ (1,1,0,2)+ (1,2,1,-1)}

n: vector de H que sera combinacién lineal de BH
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=£{(1,0,0,-1)(0,1,0,-1)(0,0,1,2)(1,-1,0,1)(1,2,-1,1)}

Para hallar la suma de 2 subespacios se necesitan los sistemas de generadores de los 2 subespacios
(ecuaciones paramétricas).La suma de dos subespacios es aquel subespacio que esta engendrador por un
sistema de generadores del primero mas un sistema de generadores del 2°.

Si queremos la dimensién y tenemos los generadores:

100-1

010-1

dimH+L=0012=4

1-101

12-11

100-1

010-110-1

0012=101-1=1

-1-1011-11
dim H+L

14 dim 4H+L=!4
3.

H"L Necesitamos las ecuaciones cartesianas de ambos subespacios:
H Tenemos las ec.

L Hallamos las ec.

(x1,x2,x3,x4)=x(1,-1,0,1)+ (1,2,1,-1)

x1= + x1=+x3 =x1-x3

X2=— +2 X2=— +2x3 x2=—X1+x3+2x3

x3= x4=-x3 x4=x1-x3-x3

x4= -

L={xv"14/x1+x2-x3=0 ; x1-2x3-x4=0}

H"L={x1"14/xv"H y xv"L}={(x1,x2,x3,x4)/Por pertenecer a H x1+x2-2x3+x4=0
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x1+x2-x3 =0

Por pertenecer a L x1 —2x3-x4=0

dim (H"L) ecuaciones paramétricas sistema de generadores resolvemos sistema
11-110 x1+x2-2x3=—x4 x1+x2-2x3=—x4 x4=
11 -300 x1+ x2— x3=0 —x3=x4 x3=—
10-2-10x1-2x3=x4 —x2 =2x4 x2=-2

x1=-

11-2

11-3=-1 =3dim H"L=4-301

10-2

£{(-1,-2,-1,1)} Base de la interseccion

4.

Hy L ¢Son independientes?

H"L={Ov}

H"L"{Ov } No son independientes porque su interseccién es de dimension 1. Para que fueran independiente
es resultado del sistema tenia que ser el vector 0.

5.

Para que la suma sea directa los subespacios que se suman sean independientes. Como no lo son la sumg
directa.

6.

H

BH={vwv1,w2......vwwH} dim " =H

¢BN?={ wil,w?2......vwwH uvH+1.....uvn}

Se afladen a la BH n—H vectores independientes de ellos, de BH.

"=l4dim 4 4-3 se afiade 1 vector nuevo cualquiera independiente de los 3
dim Hdim 3

BH=(1,0,0,-1)(0,1,0,-1)(0,0,1,2)( )}

31



100-1

010 -1"0 (inf. formas)

0012

abcd

Para que formen base el det."0

Menor de orden 3 distinto de 0 y se afiade el vector de base candnica que tenga el 1 en una columna que r
forme parte del menor de orden 3.

100-1

010-1"0

0012

0001

e.3-121

-313-2

1000

0001

Subespacio complementario

Base de L BL{(1,-1,0,1)(1,2,1,-1)}
Ampliamos la Base a una base del espacio total
1-101

121 -1 Lc=£{(0,0,1,0)(0,0,0,1)}
0010

0001

6.

Relacién entre dim y subespacio
Dim (H+L)+dim(H"L)=dim H+ dim L
4+1=3+2

» sea " un espacio vectorial sobre ! y el conjunto A una base de ". Razonar si este conjunto esta formado p
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vectores dependientes o independientes.

A={wv1,w2,vv3,v4}
B={uvl,uv2,uv3}
uvl= 2vvil+vv2+vv3+3vv4
uv2= 2vv2+vv33vwv4
uv3= —-2vv1+5vv2+vv3+3vv4

uvl+ uv2+ u3=0v

O+ (O)+ ()=0v
Sacamos factor comun a v. Sistema sol. trivial: independientes
inf. soluciones: dependientes
formamos la matriz cuyas coordenadas sean las filas
2-113

0 2 1 3 =0 3 vectores independientes
-2513 =2
Hallamos el rango si =3 independientes

<3 dependientes
b) Determinar la dimensién y una base del subespacio engendrado por estos 3 vectores £={uv1,uv2,uv3}
La dimension sera el nimero maximo de generadores independientes. 2 por el .
La base la forman 2 de los 3 con tal de que fueran independientes.
B={uvl,uv2}

« Ampliar la base de este subespacio hasta tener una base de ".
2-113
0213 {uvli,uv2,vw3,vv4}
0001
0001

Sea L el conjunto de aquellos vectores xv de !4 tales que la suma de sus coordenadas vale 0. Probar que L
subespacio de !n. Hallar su dimensién y una base.
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L={xv=(xv1l,xv2,xv3.......... xvn)"In/ xv1+xv2+xv3.......

Teorema de caracter debe cumplirse que

Xv=(xvl,

yv=(yv1,yv2

XV2.......

Hipotesis tesis

Xv1+xv2

Por hipoétesis

.Xvn)"L xv+yv"'L

.yvn)'L xv'L

XV1I+YVI+XV2+yv2+............... +xvn+yvn=0v
0+0++0=0
Xv1l+ Xv2.......... + xvn= ( Xv1+xv2.......... +xvn)= =

es un_ ——>subespacio[Author:A].

Dimensién y Base:

{XIX1+x2+..........

+xn=0} Ecuaciones cartesianas

Ec. Paramétricas

X1=—Xx2-X3........

X2=

X3=

XNn= n

..—Xn—=1-xn

(n-1 par) x1=— - —.......... -n

£{(-1,1,0,0.......,0)(-1,0,1,0,0,........... o) I (-1,0

-1100

-1010

-1001

...00

...00

...00

=n-1dim n-1

...+xvn=0}

+xvn+yvn=0v
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-1000...10

-1000...01

Sea H el conjunto de vectores H={(x,0,0,1)(0,x,1,0)(0,1,x,0)(1,0,0,x)}
a)¢,Para qué valores de x es H base de 14?

b)Para aquellos valores de x para los que H no es base de !4 ¢ Cual es la dimensidn del subespacio engenc
por H? Dar una base del subespacio.

a) para aquellos vectores en los que estos vectores sean independientes
x00100010x1
=0x10=4"00x10=01x=
01x001x01-x200
100x1-x200x
(C1-xC4)
=—[x2(1-x2)-(1-%x2)]=—[(1-x2)(x2-1)]=(1-%x2)2 1-x2=0 x=-1; x=1
H es base de 4 para todo x"!4 excepto para x=1y x=-1.
b)
e x=1
P=£{(1,0,0,1)(0,1,1,0)(0,1,1,0)(1,0,0,1)}
Dim P nimero maximo de generadores independientes
1001
=0110=2Bp={(1,0,0,1)(0,1,1,0)}
0110
1001
e x=—1
P"=£{(-1,0,0,1)(0,-1,1,0)(0,1,-1,0)(1,0,0,-1)}
Dim P'nimero maximo de generadores independientes
-1001

0-110=2BP ={(-1,0,0,1)(0,-1,1,0)}
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01-10
100-1
16.b-. Sea M =(vv1,vw2,vw3,vv4) donde wv= vv1l+vv2+vv3 kvv4

¢, Qué condicién se ha de cumplir para que M sea otra base de"? En ese caso ¢ Cual serian las coordenada
w4 respecto de M?

vectores independientes

B={vv1,vw2,vw3,vv4}

1000

B=det"0 0 1 0 0 = B =k Para que sea base k"0
0010

111k

¢,Cuales son las coordenadas de vv4 respecto de M?
Despejar vv4 respecto de vvl,w2,vw3,wv
wi=(-1/K)vwwl-(1/k)vv2-(1/K)vv3+(1/k)wv

Las coordenadas son: =(-1/k,—1/k,—1/k,1/K)
14.a-. Sea M={X/aX=0} donde A= 2 -1y X"M2x2
-4 2

« Probar que M es un espacio vectorial del espacio M2x2.
Tema de caracterizacion

Si X1y X2"M! X1+X2"M

X1"M

Hipotesis Tesis

AX1=0 A(X1+X2)=0

AX2=0 Demostracion
AX1+X2)=AX1+AX2=0+0=0

Tesis

A(X1)=0
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Demostracion

A(X1)= AX1==

« Hallar la dimensién y una base de M
Célculo de los vectores de las matrices de M.
2-1ab002a-c=02a-c=0

-4 2 cd00 2b-d=0 2b-d=0

—4a+2c=0 c=2a

—4b+2d=0 d=2b

AX=0 X=A-10 " A-1 porque determinante =0
ab(@bME1001

2a2b2002

ab=a0+0b=a10+bo01
2a2b2a002b2002

dmM=1020=2

0102

BM=1001

2002

« Hallar la dimensién y una base de M+N donde
N=atba+2b/a,b"}=£1112
a+t2b4b1024

M+N=£10011112

20021024

1020

dimM+N= 0102

1110

1224
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Rango es por lo menos 2 menor de orden 2"0
Rango es por lo menos 3 menor de orden 3"0
1000102

C3-2C10102=1-10=0

11-10204

1204

=3dim 3

BM+N=100111

200210

EM+N=100111

200210

« Hallar la dimensién y base de M"N
Necesitamos las ecuaciones cartesianas
Dimensién Relacién entre dimensién y sus subespacios
Dim M+Dim N=Dim M+N+Dim M"N

2+ 2=3+xDim M"N=x=1

M ecuaciones cartesianas
x1x2x1x2=ab=M

x3 x4 x3 x4 2a 2b

x1l=a

x2=Db

x3=2ax3=2x1

x4= 2bx4=2x2

M= x1 x2 2x1 -x3 =0

x3 x4 2x2 —x4=0

N=x1 x2 x1 x2 = a+b a+2b
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X3 x4 x3 x4 a+2b 4b

ecuaciones paramétricas

x1=a+b b=x1-a a=2x1-x2

x2=a+2b x2=a+2x1-2a x3=2x1-2x1-x2
x3=a+2h x3=a+2x1-2a x4=4x1-4(2x1+x2)
x4=4b x4=4x1-4a

N= x1 x2 x2-x3 =0 M"N= x1 x2 2x1 —-x3 =0
X3 X4 4x1-4x2 +x4=0 X3 x4 2x2 —x4=0

x2 =x3 =0

4x1-4x2 +x4=0

2x1 —x3 =0 2x1 -x3 =0 x4=a

2X2 —x4=0 2x2-x3 =0 x3

X2 =x3 =0 -2x3+x4=0

4x1-4x2 +x4=—=>0[Author:A]
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—-3al-a2+2a3=0
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dependientes
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