TEMA 2:APLICACIONES LINEALES

* Introduccién

Las aplicaciones lineales son funciones que conservan las operaciones de los espacios vectoriales.
Son funciones entre espacios vectoriales que conservan las operaciones de estos espacios.

Sean E y F dos espacios vectoriales sobre un mismo cuerpo K. Una aplicacién E de E en F es lineal si:

» La imagen de una suma es la suma de las imagenes.
» La imagen de un nimero por un vector es el nimero por el vector.

E,F espacio vectorial sobre K
F:EF es lineal

o f(vw+wv)=f(vv)+f(wv)
o f(vv)=1(wv)

A los vectores del espacio inicial se les llama originales y a los vectores del espacio final se les llama
imagenes o funciones. Para que una funcién sea lineal han de conservarse las operaciones de los espacios

Ejemplos:
» Sea f:12!
f(x1,x2)=2x1+3x2
f(2,3)=2*2+3*3=13
Sea vw=(x1,x2)
wv=(x"1,x'2)
= f(vw+wv)=f(X1+Xx'1,Xx2+X'2)=2(X 1 +x'1)+3(X2+X'2)=2X1+2X'1+3x2+3x'2=f(x 1,x2) +f(x'1,x'2)=f(vv) +f(wv)
= f(vw)=f( x1, x2)=2 x1+3 x2= (2x1+2x2)
» Sea f:1212
f(x1,x2)=(x1,x1*x2)
f(3,4)=(3,2*4)=(3,12)
Sea vw=(x1,x2)
wv=(x"1,x'2)

= f(vww+wv)=f(x1 +x'1,x2+x'2)=( X1 +x'1,(X1 +X'1)( X2+x'2))=( X1 +X'1,XL1*X2+X' 1*X2+X1*X'2+X'1*X'2)=



=f(wv)+H W) =F(XL,x2)+H(X'1,X'2)=(X 1, X1*x2)+ (XL, X T*x'2) = (x 1+X'1, X 1*X2+X' 1*X'2)
Fwv-HWv) " T(vv)+H(wv)

. Sea f:!

f(x)=ax a=tg

- Sea f:Inin

D(f(x))!f'(x)

DIf(x)+g(x)]=(f(x)+g(x))"=f'(x)+g'(x)=D(f(x))+D(g(x))

DL()I=(f(x))'= f(x)= D(f(x))

2. Conceptos

Cuando la aplicacion lineal es:

« Inyectiva: Una aplicacion lineal es inyectiva cuando a una misma imagen no la pueden corresponde
originales distintos. Se la llama monomorfismo.

No es monomorfismo Si es monomorfismo
f es inyectiva ! f(x)=f(x")!x=x'
f(x)"f(x")IX"X'

« Suprayectiva 0 sobre: cuando todos los vectores del espacio final se corresponde con alguno del
espacio original. Se llama Epimorfismo.

Suprayectiva
« Biyectiva: f es sobreyectiva e inyectiva. Se la llama Isomorfismo.
Biyectiva

« Si el espacio inicial es el mismo que el espacio final se dengmina Endomorfismo.
* A un isomorfismo de un espacio vectorial en si mismo se llama Automorfismo.

» Imagen vy nucleo de la aplicacién.

La imagen de la aplicacion lineal es el conjunto de vectores en el espacio final que se corresponde con algt
en el espacio inicial.

Img ()= (E)={yv" I"xV"E, (xv)=yv}
Imagenes

El nicleo de la aplicacién lineal (N,Ker) es el conjunto de aquellos vectores del espacio inicial que se
transforma en 0.



N()=Ker( )={xv"E/ (xv)=0v}

» Propiedades de las aplicaciones lineales.

1. Las aplicaciones lineales conservan las combinaciones lineales. Transforman las combinaciones lineales
del espacio inicial en combinaciones lineales del espacio final.

f( vwil+ w2+........ + pvvp)= f(vwl)+ f(w2)+.......... + pf(vvp)

2. En cualquier aplicacion lineal la imagen del vector 0 en el espacio inicial es igual (0) en el espacio final.
vw+0OvE=vv; f(vw+0OVvE)=f(vv)

f(vv)+f(OVE)=f(vv)

f(OVE)=0F

3. Las aplicaciones lineales conservan la dependencia lineal. Transforman vectores linealmente dependient
en vectores linealmente dependientes.

Si{wl,w2,....... ,wp} son |.d.{f(vwl)+f(vww2)+........ +f(vvp)}l.d.

No ocurre lo mismo con la independencia lineal. Las imagenes con una aplicacion lineal con vectores
linealmente independientes no tienen porque ser linealmente independiente.

f.1212

f(x1,x2)=(x1-2x2,~3x1+6x2)

{2,-1)(3,4)}.i.2-1"0 =2
.4

f(2,-1)=(4,-12) 4 -12 =0 I.d.

f(3,4)= (-5,15) -5 15

4. Las aplicaciones lineales transforman subespacios vectoriales del espacio inicial en subespacios
vectoriales del espacio final.

Si f.EF es lineal y H"E subespacio de E!f(h):{y"F/"xv"H ; f(xv)=y} subespacio de F
Demostracion

Si H es subespacio de E ! f(h) es subespacio de F.

yv1,yv2"f(H)! 1-. yvl+yv2 "f(H) viene de H

2-. yv1"f(H) viene de H)

1-.



"xvl, xv2 " H!f(xvl)=yvl

f(xv2)=yv2

yv1+yv2=f(xv1l)+f(xv2=(por ser lineal) f(xv1+xv2)
xv1"H

H es su. xv1+xv2 "H

xv2 "H

yvil+yv2 " xvl+xv2 "H f(xv1+xv2)= yv1+yv2
2-.

yvl=f(xvl) (por ser funcidn lineal) f (xv1)
xvl "Hy H es subespacio xv1 "H

yv1 "f(H)

5. Es el conjunto de vectores del espacio final con los del inicial que se corresponden con él, y es subespac
de f.

Img(f)=f(e)={yv"F/"w"E f(xv)=yv} subespacio de F.

6. El ndcleo de la aplicacion lineal es un subespacio del espacio inicial.
Ker(f)={vv"E/f(vv)=0v} Subespacio de E

7. Una funcién (f) es inyectiva si y so6lo si el nicleo esta formado por el vector O.

8. Las funciones de aplicaciones lineales inyectivas conservan la independencia lineal.
Y={wl,w2,......,vvp} Li f(vl),f(vw2),....... Jf(vvp) Li.

9. Si la aplicacion lineal es sobre conserva los sistemas de generadores f(E)=F {vv1,w2,....vvn} . Sus
imagenes son un sistema de generadores del espacio final.

10. Si f es un isomorfismo conserva las bases y B es una base formada por {evl,ev2,...,evn} sus imagenes
forman base del espacio final {f(evl),f(ev2)....f(evn)}=B".

Soélo hay isomorfismos entre espacios vectoriales de la misma dimension:

« Si dos espacios vectoriales son isomorfos las propiedades de los vectores del espacio inicial se
trasladas automaticamente a sus imagenes en el espacio final.

» Como en los conjuntos matematicos lo que importa son las propiedades de sus elementos y no su
naturaleza, pueden identificarse estudiando cualquiera de esos espacios a través de aquel de ellos
sean lo mas sencillo posible.

11. Todas la aplicacidn lineal queda perfectamente definida conociendo las imagenes de los vectores de ur



base del espacio inicial f.EF B {evl,ev2,...,evn} base de E conocidas f(evl),f(ev2)....f(evn) podemos calcula
las imagenes de cualquier vector xv.

Xv=xvlevl+xv2ev2+...... +Xvnevn

f(xv)=x1f(evl)+x2f(ev2)+,...... ,+xnf(evn) conocida f(xv) hard que muchas aplicaciones lineales en vez de
darselas por su ecuacion la damos por los vectores de una base.

Ejemplo:

f:1213

f(1,00=(2,-1,1)

f(0,1)=(-1,3,4)
» Comprobar que esta bien definida
 Hallar la imagen de (4,-3)
» Ecuacion f(x1,x2)

« Hallar su nucleo, su imagen y clasificarla

+ {(1,0)(0,1)} forman la base candnica, y conocemos sus imagenes y por la propiedad 1 esta bien
definida.

» Expreso (4,-3) en funcién de la base respecto de la base de la que tenemos definida la funcién:
(4,-3)=x(1,0)+y(0,1) x=4;y=-3
f(4,-3)=f[4(1,0)-3(0,1)]=4f(1,0)-3f(0,1)=4(2,-1,1)-3(~1,3,4)=(11,-13,-8)

» Lo hacemos en un caso genérico
f(x1,x2)=f(x1(1,0)+x2(0,1)=x1f(1,0)+x2f(0,1)=x1(2,-1,1)+x2(1,3,4)
f(x1,x2)=(2x1-x2,—x1+3x2,x1+4x2)=(y1,y2,y3)

o Ker(f)={(x1,x2)/f(x1,x2)=(0,0,0)}={(x1,x2)/ 2x1-x2=0 ecuacion cartesianas del Ker
—x1+3x2=0
x1+4x2=0

 Ecuacién de una aplicacion lineal. Matriz asociada a una aplicacion lineal.
Sea f una aplicacion lineal del espacio E de N dimensiones en el espacio F de M dimensiones.

SeaBl=¢el, e2,....en una base de Eny B2 =ul, u2,...... u n una base de Fm. Supongamos un vector xv de
espacio inicial y su correspondiente imagen f(x) =y

f:-EnFm

Supongamos que xv tiene de coordenadas unos nameros (x1,x2,....xn) y su imagen tiene de coordenadas (



Definicion de la aplicacion lineal.

Debemos conocer las imagenes de la base del espacio inicial:

f(el), f(e2),....f(en). Estas imagenes son aguellos vectores cuyas coordenadas respecto de B2.
f(el)=(all, a21,....... aml)

f(e2)=(a12, a22,....... amz2) Rel (xi),(yi)

f(en)=(anl, an2,........ amn)

f:.EnFm

Bl={el, e2,.....en} base de En

B2={ul, u2,...u n} base de Fm

xv"En;f(xv)=y

Xv coordenadas respecto de B1=(x1,x2, ...... Xn)

yv coordenadas respecto de B2=(yl1,y2........ ym=

f(el)=(all, a21,....... aml)

f(e2)=(a12, a22,....... amz2) Rel (xi),(yi)

f(en)=(anl, an2,........ amn)

yv imagen de xv

yv=f(xv)

yv=yluvl+y2uv2+......+ymuvm=f(xlevl+x2ev2+......... +xnevn)=x1f(evl)+x2f(ev2)+.....+xnf(evn)=
=x1(alluvl+a2luv2+......+amluvm)+x2(al2uvl+a22uv2+.....+am2uvm)+.....+xn(alnuvl+a2nuv2+.....amnu
=(xlall+x2al2+.....+xnaln)uvl+(xla2l+x2a22+.....+xna2n)uv2+.....+(xlaml+x2am2+.....+xnamn)uvm
Tenemos yv expresado el vector y de dos formas distintas respecto de B2:
yl=(xlall+x2al2+.....+xnaln) coordenadas de un vector y las de su imagen .

y2=(x1la21+x2a22+.....+xna2n)



En forma matricial:

ylallal2 ... aln x1l
y2=a2l a22 .......... a2n x2 Ec. Lineal de la aplicacion lineal
ymamlam?2 ........... amn xn

Coord Matriz de la a.l. Coord del

Img. res respecto de B1,B2 orig. Respec

de B2 de B1

..Como esté constituida la matriz?

La primera columna esta formada por las coordenadas respecto de B2 de la imagen del primer vector de B:
La segunda idem

Las columnas de la matriz de la aplicacion lineal estan formadas por las coordenadas de las imagenes de |
vectores de B1 respecto de B2

f:.EnFm

Fijadas las bases B1 y B2 en En y en Fm a cada aplicacion lineal le corresponde una matriz de MxN.
F A £{En,Fm} MMxN

A cada aplicacion lineal una matriz

A cada matriz una aplicacion lineal

Ejemplo

Sea f:1312

f(x1,x2,x3)=(x1-x2,2x1+x3) Hallar su ecuacion matricial respecto de las bases candnicas.

Hallamos las imagenes de:

f(1,0,0)=1,2)



f(0,1,0)=(-1,0)

f(0,0,1)=(0,1)

yl11-10x1

=x2

y2201x3

y1=x1-x2

y2=2x1+x3

Ejemplo:

Sea f:13!13

f(1,0,0)=(-1,1,3)

f(0,0,1)=(1,1,-1)

f(2,3,-1)=(4,1,2)

1-. Probar que esta bien definida.

2-. Imagen de 1(3,1,2); f(x1,x2,x3) y la matriz asociada respecto de las bases candnicas.
1-.

Debemos conocer las imagenes de los vectores de una base del espacio inicial
{(2,0,0)(0,0,1)(2,3,-1)}¢ base?

100

001 "0 =3 Bien definida

23-1

2-.

f(3,1,2) expresamos ese vector respecto de la base
(3,1,2)=a(1,0,0)+b(0,0,1)+c(2,3,-1)

3=a+2c a=3-(2/3)=7/3

1=3c c=1/3

—2=b - ¢ c=—2+(1/3)=-5/3



f(3,1,2)=7/3f(1,0,0)-5/3f(0,0,1)+1/3f(2,3,~1)=7/3(-1,1,3)-5/3(1,1-1)+1/3(4,1,2)=(-8/3,1,28/3)

f(x1,x2,x3)=a(1,0,0)+b(0,0,1)+c(2,3,-1) calcular a,b,c. Igual que antes 0 utilizar las ecuaciones matriciales
respecto de las bases canénicas.

f(1,0,0)

f(0,1,0) conocer las imagenes
f(0,0,1)

yl-1p1lxl

y2=1q91x2

y33r-1x3

4-1p1l24=-3+3p p=7/3
1=19q131=1+3q9g=0
23r-1-12=7+3rr=-5/3
yl-17/31x1

y2=101x2

y3 3 -5/3 -1 x3
f(x1,%2,x3)=(—x1+7/3x2+x3,x1+x3,3x1-5/3x2—-x3)
Siempre es conveniente tener la ecuacion de la aplicacion lineal respecto de la base candnica.
SiafAMxN

Y=f(X)=Ax

SiagB

f+gA+B

fA
[+g)(X)=f(X)+g(x)=Ax+Bx=(A+B)x
f+gA+B

(D)= [FO)]= (AX)=( A)x

fA

» Composicidn de funciones



En !3 se consideran los siguientes endomorfismos:
f,g!13

f(x1,x2,x3)=(x1,x1-x2,X1+x2+x3)
g(x1,x2,x3)=(x1-%x2,x1+x3,2x1-x2+x3)

1° clasificamos el tipo al que pertenecen: inyectiva y sobre (estudiamos su imagen y su nicleo)
Ecuacion matricial respecto de las bases candnicas.
y1100x1

y2=1-10x2f

y3111x3

yl11-10x1

y2=101x2g

y32-11x3

ker(f)={ (x1,x2,x3)/ f(x1,x2,x3)=(0,0,0)}

100x10

={ (x1,x2,x3)/ 1 =1 0 x2 = 0 ={(0,0,0)}

111x30

(A)=33 incog.sol. trivial

Aplicacion lineal inyectiva
Img(f)={(y1,y2,y3)/"(x1,x2,x3)f (x1,x2,x3)=(y1,y2,y3)}
y1100x1

={(y1,y2,y3)/ y2 = 1 -1 0 x2 ec. paramétricas de la img.
y3111x3

=£{(1,1,1)(0,-1,1)(0,0,1)}=!3sobre

La imagen de la aplicacién lineal es un subespacio vectorial que esta engendrado por las columnas de la
matriz de esa aplicaciéon respecto de las bases candnicas.

La dimension de la imagen sera el nUmero maximo de generadores independientes. El nimero de columna
independientes de la matriz

10



Dim Img(H)= (A)

(A)=3

f es una aplicacion lineal que es sobre e inyectiva: isomorfismo
1-10x10

Ker(g)={(x1,x2,x3)/ 1 0 1 x2 = 0 ={(- ,—, )}=£{(-1,-1,1)}
2-11x30

(B)=2 /B/=-2+1+1=0 dim ker(g)=3-2=1

2 vectores independientes. Los 2 primeros

x1-x2 =0 x3=

x1 =x3 x1=-

X2=-

yl11-10x1

Img(g)={(y1,y2,y3)/y2=101x2

y32-11x3

=£{(1,1,2)(-1,0,1)(0,1,1)} dim (B)=2=£{(1,1,2)(-1,0,~-1)}
Img 2 dim 3

No es sobre porgue no es inyectiva ni sobre: endomorfismo.
Hallar la ecuacién y la matriz asociada respecto de las bases candnicas de la aplicacion lineal:—f+2g
~f+2g-A+2B=

-1001-101-20

=-110+2101=112

-11-12-113-31

yl1-20x1

y2=112x2

y33-31x3

Composicién de aplicaciones lineales y producto de matrices:

11



f.ENFM

g:FMGP

f compuesta con g

gof. ENGP

(9 0 H)(x)=9(f(x))

Se parte de un vector xv del espacio inicial
Xv f f(x)

g

Zv=g(y)=9(f(x))

Ejemplo:

f:1312

f(x1,x2,x3)=(x1+x2-x3,x2+2x3)

g:1212

g(x1,x2)=(x1-x2,x1+2x2)

1-. Probar que tiene sentido g o f. ¢ Existe fo g?

2-. Hallar g o f (2,2,-1) y la ecuacion g o f (x1,x2,x3) dando su matriz asociada respecto de las bases
——>canonicas[Author:A].

1-. Para que una composicion de funciones tenga sentido el espacio final de la primera tiene que ser el
original de la segunda.

13112

g sitiene sentidog o f
12

12912

f No tiene sentido fo g
13

2-.

(9 01)(2,1,-1)=9(f(2,1,-1)=9(4,-1)=(5,2)

12



(2,1,-1)f(4,-1)

g

(5,2)

(g 0 H)( x1,x2,x3)=g(f(x1,x2,x3)=( X1+x2-x3—(X2+2x3 ), X1+x2—x3+2(x2+2x3))=(x1-3x3,x1+3x2+3x3)
y110-3x1

=x2

y2133x3

2x3

Existe una estrecha relacién entre la matriz de la composicion y las matrices de las funciones que se
componen.

Si fA (matriz asociada respecto a:)
Bl de EN

B2 de FM

gB

B2FM

B3CP

gofeslinealy gofBxA

fA

Y=f(X)=Ax

gB

Y=g(x)=Bx

Y=(g 0 ))(X)=g(AX)=B(AX)=(BA)x

g o fBA

Ejemplo:

Comprobar esta propiedad en el caso anterior:
fA=11-1

012

13



gB=1-1
2

gofl-111-110-3

12012=133

La matriz obtenida es la matriz obtenida anteriormente.

Caso particular de endomorfismo:

f.ENEN

fANXN

Al endomorfismo identidad (I(x)=x) por ser el elemento neutro de la composicion de funciones le
corresponderd el elemento neutro de la composicién de matrices.

10............. 0
01......... 0
00............. 0

Biyectivas por ser aquellas que poseen inversa tambien biyectiva les correspondera las MNxN que poseen
inversa: /A/"0

Si f.ENEN es biyectiva
fANXN /A/"0
Ademas f —-1:ENEN
f=1 (x)=y!f(y)=(x)
f-1A-1
f es inversible !/A/"0
Sifesinversibley ff-1 A-1
Sea f:1212
f(x1,x2=(2x1-x2,x1+x2)
 Hallar fA probar que es inversa.

» Usando la definicion hallar la ecuacion f -1 :1212
« Comprobar que la matriz asociada a f -1 es la inversa de la matriz asociada a f.

14



1-.

yl=2-1x12-1

y211x2fA=11

/A/=3"0 "A-1;"

f -1 (X)=y!f(y)=x f:1212 f -1:1212

f-1(x1,x2)=(y1,y2)f(y1l,y2)=(x1,x2)

(2yl-y2,y1+y2)= (x1,x2)

2-.

(2yl-y2,y1+y2)= (x1,x2)

2yl-y2=x1

y1+y2=x2

3yl =x1+x2

y1= x1+x2/3=(1/3)x1 +(1/3)x2 y2=x2—(1/3)x1 +(1/3)x2=—(1/3)x1+(2/3)x2

f —1(x1,x2)=((1/3)x1 +(1/3)x2, —(1/3)x1+(2/3)x2)

yl 1/3 1/3 x1

y2 = -1/3 2/3 X2

3-.

Comprobar que la matriz asociada a la inversa es la inversa de la matriz dada
A-17

211—-(-1)1/31/3

AT=-11A-1=1/3-12-1/3 2/3

Efecto de un cambio de base en la matriz asociada a una aplicacion lineal:
f.ENFM

B1 base EN f>A depende de la aplicacion lineal y de las bases respecto de las cuales esta definida
B2 base FM

Si cambiamos de base en los espacios vectoriales EN y FM cambiara la matriz asociada a la aplicacion line

15



¢, Cémo se transforma la matriz asocialda en la aplicacion lineal cuando efectuamos un cambio de base en |
espacios definidos?

f.ENFM

B1 base EN

B2 base FM fA y=f(x)=Ax

Cambio de base en EN B1B1" Ecuaciones del cambio de base X=Nx /N/"0
Cambio de base en FM B2B2" Ecuaciones del cambio de base Y=My /M/"0
My=Anx

Y=M-1Anx

AB=M-1AN

En el caso particular de que F sea endomorfismo como el espacio inicial es igual que el espacio final los
cambios de base seran:

AB=M-1AM
AyB son 2 matrices tales que B=M-1 AM Matrices semejantes.

Por tanto al efectuar un cambiode base en un espacio vectorial la matriz asociada a un endomorfismo se
transforma en otra semejante a ella.

Ejemplo:

f:1212

f (x1,x2)=(2x1-x2,x1+x2)

Hallar la matriz asociada respecto de B'={(4,-1)(2,3)}
Ecuacion matyricial respecto de la base candnica
yl=2-1x1

yl2-1x1

Canonica B’

B 4-1=14

23

x1 4 2 x1” coordenadas de la base nueva respecto de la antigua. Como la base

x2 = =1 3 X2 nueva esta respecto de la candnica aplicamos directamente.
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yl42yl’

y2=-13y2

42y1"2-142x1

-13y2"'=11-13x1"

yl'=42-12-142x1

y2'-1311-13x2

yl'=1/143-291x1" =21/14 -7/14 x1°
y21435x2" 21/14 21/14 x2°

* Resumen

f.ENFM

Bl enEN

B2 en FM

fAMXN

Y=AX

Img (f) subespacio engendrado por las columnas de A
Dim (Img) = (A)

Base de la Img columnas independientes de A.

f es sobre si (A)=m

Ker AX=0 Subespacio vectorial cuya ecuacién cartesiana es:
Dim(Ker) = n- (A)

La aplicacion lineal es inyectiva cuando (A)=n

La aplicacién lineal sera biyectiva o isomorfismo si A es cuadraday (A)=m=n
F es inversible si A es cuadrada y /A/ es distinto de 0
f-1A-1 Y=A-1X ecuacion de f -1

Cambio de base

AB=M-1AN

17



Si f es endomorfismo

AB=M-1AM

Ejercicio:

Sea f:13!13

g:1312

f(X,y,2)=(x-y,2x+y+z,3y+7)

0(1,0,0)=(3,1)

99(0,1,0=(-1,2)

(2,1,-1)"Ker (g) 9(2,1,-1)=(0,0)

Probar que g es lineal

Hallar g(0,0,0)

—¢,g esta bien definida?

Calculamos el determinante de los vectores dados
«00

0 1 0 "0 bien definida

21-1

Hallar la ecuacién de g respecto de las bases candnicas:

yl3-laxl
y2=12hbx2
—==>x3 [Author:A]
¢9(0,0,0)?
03-1laz2
0=12b1

-1

0=5-a

0=4-b a=5 b=4 g(0,0,0)=(5,4)
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y13-15x1

=x2

y2124x3
g(x1,x2,x3)=(3x1-x2+5x3,x1+2x2+4x3)
Ejercicio:

100

fA1-10

111

f-1(x1,x2,x3 )=(y1,y2,y3)'f (y1,y2,y3)= (x1,x2,x3)
fAlf -1 A-1

Ecuacion de f -1

f —1(x1,x2,x3)=(x1,Xx1-x2,—2X1+x2+x3)
111-1-0+0

/A/=-1 AT=0-11A-1=1/-1-1+1-0
001+2-1+1

100

fAIf -1 A-1A-1=1-10

211

y1100x1

y2=1-10x2

y3-211x3

Hallar las aplicaciones lineales de !3 en !4 cuya imagen sea el subespacio engendrado por

Img(f)=£{(1,-2,0,1)(-1,1,2,1)}



f:1314

l1-1la-b

-21-2a+bfA

0 2 2b matriz respecto de las bases candnicas 4x3
llat+b

La imagen de la aplicacion lineal esta engendrada por las columnas de la matriz. Si tenemos unos generad
podemos utilizarlo como columnas de la matriz.

Las columnas de la matriz son los generadores de la matriz. Tenemos 2 y necesitamos una columna mas ©
conseguiremos con una combinacion lineal de las otras 2.

Hallar las aplicaciones lineales de f:!3!3 cuyo nicleo es el conjunto de aquellos vectores tales que:
x1+x2-x3=0

Ker(f)={(x1,x2,x3)

x2+2x3=0

f:1313

fA3x3

11-1x10

AX=0012x2=0

aatb —a+2b x3 ¢?

La tercera ecuacion ha de ser combinacion lineal de las otras

Ejercicio 17:

¢Es posible una combinacion lineal de !3!4 cuya imagen este engendrada por la
Img(f)=£{(-1,1,0,2)(1,1,-1,3)} y cuyo nucleo sea Ker(f){(x1,x2,x3)/x1-x2=0}?
f1314 Img(f)=£{(-1,1,0,2)(1,1,-1,3)} Ker(H){(x1,x2,x3)/x1-x2=0}

-11-a+b

fA 1 1 a+ b Hay que ver si algin valor de a'y b cumple la propiedad del Ker
0-1-b

2 3 2a+3b
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-11-atbx10

llathx2=0

0-1-bx30

232a+3b 0

Debemos buscar los generadores del nlcleo: ecuaciones paramétricas:
x1-x2=0 x1=x2

x1=

X2=

x3=

Ker (f) =£{(1,1,0)(0,0,1)}

-11-at+b10

llat+h1=0

0-1-b0O0

232a+3b 0

-11-a+b00

11la+b0=0

0-1-b10

232a+3b 0

No existe ninguna aplicacion lineal en estas condiciones
Dim Img(f)+Dim Ker(f)=3

2+2"3

Ejercicio 21:

Sea f:!13!3 en la Img(1,0,0,)=(-1,0,2) Img(1,1,0)=(-3,1,1) Img(1,1,1)=(1,-1,3).
Hallar la matriz en la base {(1,0,0)(1,1,0)(1,1,1)}

Y Coordenadas de la imagen respecto de B2 de F.

A Columnas formadas por las coordenadas de las imagenes de los vectores de la base B1 respecto de B2.
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X Coordenadas de los originales respecto de E.
EF

Coordenadas de 1(1,0,0), f(1,1,0), f(1,1,1) respecto de la base £{(1,0,0)(1,1,0)(1,1,1)}
Coordenadas de la funcion respecto de si misma:
(-1,0,2)=x(1,0,0)+y(1,1,0)+z(1,1,1)

—l=x+y+z x=-1-1

O=y+zy=-2 A=-2

2=27227=22

(-3,1,1)=x(1,0,0)+y(1,1,0)+z(1,1,1)

—3=x+y+z x=—4-1-4

l=y+zy=—1A=-2-1

1=z7z=121
(1,-1,3)=x(1,0,0)+y(1,1,0)+z(1,1,1)

1=x+y+z x=3

-l=yt+zy=—4

3=z2z=3

-1-42

A=-2-1-4

213

Hallar la fA respecto de la base candnica:
-lad

A=0be

2cf

Cambio de base pasando la base candnica:
AB=M-1AM

111



M=011

001

Ejercicio 19:

Sean fy g dos homomorfismos de !3 en !4 tales que:
f(1,0,0)=(2,1,-1);f(1,1,2)=(7,4,5)

Ker (f)={(x,y,z)/x=2z;x+y+z=0}
9(x,y,2)=(X,x+xy,x~y+Z)

 Hallar (g 0 f)(3,1,2)
« Hallar las distintas ecuaciones y una base de Img (g o f)

Hallamos fA (respecto de las bases canénicas)

100

2adl7
fA=1bel=4
-1cf25
f(1,0,0)=(2,1,-1)
f(1,1,2)=(7,4,5)
ker(f)={x/x=2z;x+y+z=0}
Hallo un sistema de generadores del nlcleo: Ecuaciones paramétricas.
xX=2

y=-3 £{(2,-3,1)}

z=

f(2,-3,1)=(0,0,0)
2ad1l7

lbel=4

-1cf25



2ad20

lbe-3=0

-1cfl0

2+a+2d=7

1+b+2e=4 a=13/7 b=1 c=2/7
-1+c+2f=5

4-3a+2d=0

2-3b+e=0 d=11/7 e=1 f=20/7
—2-3c+f=0

(903,12

100213/7 11/7 2 13/7 11/7
gofBA=110111=320/718/7
1-11-12/720/708/7 24/7
213/711/73 11
(gof)(3,1,2)=320/7 18/7 1 =17
08/724/728

Tutoria del 16-12-99

Ejercicio 22:

Sea f:13!4 la aplicacién lineal tal que f(1,0,0)=(-1,1,1,2);f(0,1,0)=(0,1,1,-1); Ker(f)=£{(1,1,1)}

¢Para qué valores de el L"H=!4 siendo L=£{(-1,0,1,1),(1, ,0,1)} y H el subespacio imagen del de ecuacién
cartesiana x1-x2+x3=0 por la aplicacion f ?

f:1314
f(1,1,1)=(-1,1,1,2)
f(0,1,0)=(0,1,1,~-1)
-10a

fA=11Db

l11c
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2-1d

Ker(f)=£{(1,1,1)}

L"H=!14

L=£{(-1,0,1,1),(1, ,0,1)}
0-10a1

0=11b1

0Ol1l1c1

02-1d
H=f{x/x1-x2+x3=0}£{f(1,1,0),f(-1,0,1)}
Generador Y=AX
£{f(1,1,0),f(-1,0,1)} 0=—1+a a=1
0=2+b b=-2

0=2+c c=-2

0=1+d d=-1

X1=x2-x3x1= -

X2=

X3=

1-1011-1

1=11-21=2

011-202

2-1-11

Img. de los gen. Que engendran el subesp H.

-1-101-12

0=11-20=-3

11-21-3

2-1-1-3
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H=£{(-1,2,2,1)(2,-3,-3,-3)}

L+H=14

L"H={(0,0,0,0)}

L+H=£{(-1,0,1,1)(1, ,0,1)(-1,2,2,1)(2,-3,-3,-3)}

dim L+ dim H =4 Para que sea 4 los 4 vectores tienen que ser independientes, por tanto el rango de la matt
debe serigual a 4 ; luego el determinante tiene que ser distinto de ——>0[Author:A]

-1011

1 01=4/M/"0
1221
2-3-3-3
-1011
C3+C11 01 12
C4+C11221=210= +4-6-2=-4"0 "4
2-3-3-3-3-1-1
dim H+L + dim L"H = dim L+ dim H
2+2=4
Ejercicio 23:
Sea T el conjunto de las matrices reales cuadradas de orden 2y A=31
-6 -2

Consideremos la aplicacion lineal g: TT que hace corresponder a cada matriz cuadrada de orden 2x2, X la
matriz g(x)=AX.

a) Calcularg-13

02

b) Probar que g 0 g=g

c) Hallar la matriz de g en la base canonicade T

c)Calcular Ker (g) e Img(g) dando una base de cada uno de los subespacios

gTT
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g(x)=AX

31

A=-6 -2
Calcularlaimagende-13=31-13=-311
02-6-2026-22

Primero recordando la definicion de g o g(g o g)(xX)=g(x)
g(x)=AX ; (g 0 9)(x)=g(g(x))=g(AX)=A(AX)=A2X!Comprobar que A2=A
gog=g

A2=3131=31

-6-2-6-2-6-2

gM Bases candnicas; g o gN bases candnicas y ver si son iguales ¢ M=N?
3010

gM=0301

-60-20

0-602

10010000

BO=00001001

10-3110=30 Primera columna
f00-6-200-60

01=3101=0 3 Segunda columna
f00-6-2000-6

00=3100=10 Tercera columna
f10-6-210-20

00=3100=01Cuarta columna

f01-6-2010-2

301030103010
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gogMxN=03010301=0301
-60-20-60-20-60-20
0-60-20-60-20-60-2

d) Ker (g)={x/AX=(0)}= a b Subesp. Engendrado por
—3a —-3b 2 matrices

31ab=00!£1001 Generadores

-6-2c¢d 00 -300 -3 Base del nucleo
=10-30=2

010-3

3a-c=0

3b+d=0 c=-3a

—6a-2c=0 d=-3b

—-6b—-2d=0

Otra forma de hacerlo es utilizando la matriz respecto de las bases canénicas:
3010a0

gM0301b=0

-60-20cO

0-60-2d0O

Este es el mismo sistema que antes

La imagen es el subespacio engendrado por las columnas de la matriz respecto de la base canénica.
La imagen es el subespacio engendrado por:

Img ()=£30031001

-600-6-200-2

3010

dimImg(f)= 0301 =2

-60-20
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0-60-2

dimImg + dim Ker=dim T

X+2=4

Ejercicio 8:

Definimos f: 13!4(x)
f(al,a2,a3)=al+a2x—(al+a2)x2—-2a3x4
* Probar que f es lineal.

* Hallar la matriz de f en las bases canodnicas
* Encontrar su nacleo

fA(5x3) Polinomios de grado menor o igual que 4 y tienen de dimensién 5
1 0 0 Numero

010x1

A=-1-10x2

000x3

00-2x4

{1,x,x2,x3,x4} 12 columna f(1,0,0)=1-x2
22 columna f(0,1,0)=x—x2 Matriz A

32 columna (0,0,1)=—=—>2x4[Author:A]
1000

010alo0

0-10a2=0

000a30

00-20

al=0

a2=0

—al-a2=0 Ker(f)={(0,0,0)}

0=0
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—2a3=0

dim Img + dim Ker = dim espacio inicial

f)10-3

F=110

102

1- 0-3

~11- 0= (1-)2(2- )+3(1- )=(1-)[(1- )(2- )*+3] =(1- (-3 +5)=0
102-

1-=0 =1

~3+5 =(3+"9-20)/2 = "I

=0

=(3+"11i)/2

=(3-"11i)/2

9)G=01G-1=- 1=+1=0 ="-1i-i "
-10-1-

Si nos piden diagonalizar un endomorfismo lo primero es hallar la matriz asociada respecto de las bases
canonicas.

» Propiedades de autovalores y autovectores
£{} autovectores asociados al autovalor .

Propiedad 1:Los autovectores asociados a un autovalor junto con el vector Ov forman un subespacio
vectorial:

(A-1)X=0

Se llama multiplicidad analitica de un autovalor a su multiplicidad como raiz de la ecuacién caracteristica.
Multiplicidad geométrica es la dimensién del subespacio asociado al mismo. Esta es:

n-r(A-il)

Para cualquier autovalor multiplicidad analitica " multiplicidad geométrica.
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Propiedad 2:Autovectores correspondientes a autovalores distintos son vectores linealmente independiente

Propiedad 3: Matrices semejantes tienen el mismo polinomio caracteristico y por lo tanto los mismos
autovalores.

Si Ay B semejantes (B=M-1AM)
PA()=PB()
B-1=M-1AM-1=A-|

Propiedad 4:El producto de lo autovalores de una matriz es igual al valor de su determinante. La suma de I
autovalores es igual a la traza de la matriz.

+ i +n=Traza (A)=all+a22+........ +ann

Propiedad 5:Si Ay B son dos matrices semejantes, también son semejantes sus potencias cualquiera que
sean.

B=M-1AM
B2=BB=M-1AM*M-1AM=M-1A2M Luego B2 es semejante a A2
B3=B2B= M-1A2M*M-1AM=M-1A3A luego B3 es semejante a A3
Esta nos va a permitir calcular la potencia de una matriz mediante diagonalizacion.
Propiedad 6: Si es un autovalor de la matriz A, entonces n es un autovalor de An.
X autovector correspondiente
X=AX
AX=A2X; * X=A2X X=A2X
AX=AAX
es un autovalor de A2

X es su autovector correspondiente.

Consecuencia de esto: Supongamos una matriz Ay sean , ,..... n sus autovectores. Esto significa que su
polinomio caracteristico es : P(A)()=(=)(-).......... (-n)

P,P,...... nP son autovectores de la matriz AP y

PAP()=/AP-1/=(- P)( = P).......... (- nP)

Ejemplo:
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Hallar los polinomios caracteristicos de la matriz A3,AN y B:
B)0O-1-130-1-1n
0-100-10

2-232-23

d)2-4-442-4-4n

0-200-20

—442-442

=-2 doble

=6 simple

Autovalores B3; (-1)3=-1; (1)3=1 (2)3=8

PB3=/B3- I/=(-1-)(1- )(8-)

Autovalores Bn; (-1)n; (1)n = (2)n

PBn()=/Bn- I/=((-1)n-)(1-)(2n-)

Autovalores D4: (-2)4 =6 doble 64= simple

PDA4( )=(16-)2(64-)

Autovalores Dn: (-2)n doble 6n ——>simple[Author:A]
PDn()=((-2)n—) (6n-)

Propiedad 7: Si es un autovalor de la matriz A y A es inversible, entonces 1/ es un autovalor de la inversa
X=AX; A-1X=A-1AX; A-1X=X; A-1X=1/X

1/ autovalor a A-1

Ejemplo:

Indicar si las matrices B y D son inversibles. En caso afirmativo, hallar los autovalores d eB-1y D-1 vy sus
polinomios caracteristicos.

/B=(-1)*1*2=-2"0 "B-1
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Autovalores de B-1: 1/-1=-1 1/1=1 %

PB-1()=(-1-)(1-)(1/2-)

IDI=(-2)*(=2)*6=24"0"D -1

autovalores de D-1=1/-2=-1/2 doble 1/6 simple

PD-1((-1/2-)2 (1/6-)

Propiedad 8: Teorema de Cayley: Toda matriz es raiz de su ecuacién caracteristica.

Ejemplo:

Probar que las matrices R y S son raices de su ecuacion caracteristica y mediante ello calcular sus inversa

R=321-10

14S=201

11-1

PR()=3- 2 =(3-)(4-)*2=-7 +10 Hay que comprobar que A2+72+10*=0
o 4—

R2=3232=11141114-2114+100=00

141471871872801000

101=-R2+7R; 1=1/10(-R2+7R)=[1/10(-R+71)]R

R-1=1/10(-R+71)=1/10 4 -2

-13

1- -10

Ps()=2 - 1=(-)(1-)(-1- )(-1)-(-1- )+2(-1- )=+ = = =1-1+ —2-2 =-3 -4
«1-1-

-S3-41=0

1-101-10-1-1-1

S2=5x5=201201=3-1-1

11-111-12-22

-1-1-11-10-400
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S3=S2xS=3-1-1201=0-40

2-2211-100-4

400400000

040-040=000

004004000

-S3=41 ; 1=1/4 (-S3)=[1/4(-S2)]

S-1=1/4(-S2)

» Teorema fundamental de diagonalizacion de matrices cuadradas. ;Qué y como se diagonalizan?

Una matriz cuadrada se diagonalizable si en el espacio inicial (En) existe una base formada por autovectore

Sea f.ENEN , el endomorfismo f es diagonalizable si en el espacio vectorial existe una base formada por
autovectores.

Supongamos gue A es diagonalizable en el que espacio vectorial EN existe una base formada por los vectc
evlev2,......evn respecto de la cual la matriz asociada es diagonal.

Sup. A diag. Que en E ; B={ evl,ev2,.....,evn} respecto de la cual la matriz asociada a f es diag.

00

Hay que hallar f(evl),f(ev2),.....,f(evn)

f(evl) es un vector cuyas coordenadas respecto de B forman la primera columna.
f(ev2) es un vector cuyas coordenadas respecto de B forman la segunda columna.
f(evn) es un vector cuyas coordenadas respecto de B forman la tercera columna.
f(evl)= evli+0ev2+0ev3=evl ; evl autovector y su autovalor correspondiente.
f(ev2)=0evl+ ev2+0evn=ev2 ; ev2 autovector y su autovalor correspondiente.
f(ev3)= nevn ; evn autovector y n su autovalor correspondiente.

Resumen:

Si la matriz es diagonalizable, existe una base formada por autovectores.
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Desde el punto de vista contrario:

Supongamos gue en el espacio vectorial existe una base formada por autovectores y sea uvl,uv2,....,uvn s
autovalores correspondientes:

MB(f): 12 columna coordenadas respecto de B de f(evl)
22 columna coordenadas respecto de B de f(ev2)

32 columna coordenadas respecto de B de f(evn)
f(evl)=ulel+0e2+0en; coordenadas (ul,0,0,0)

f(ev2)=0el+u2ev2+0en; coordenada (0,u2,0,0)

ul00............. 0
Ou20.......c.... 0
00u3........... 0 MB (f) Esto es una demostracién constructiva
000..ccc..... un

La demostracién nos dice que para que una matriz o endomorfismo sea diagonalizable debe existir en EN
matriz formada por autovectores. También nos dice que la matriz semejante diagonal es aquella que tiene
como elementos de la diagonal principal los autovalores y también que la base que respecto de la cual se
produce la diagonalizacién a bien el endomorfismo tiene esa expresion diagonal esta formado por
autovectores.

M es matriz cuyas columnas son las coordenadas de una base de autovectores

0 I 0
0 I 0 =—"-=M-1AM
00 .veniennnns n
Casos

Para que una matriz real sea diagonalizable en el conjunto de los nimeros ! todos sus autovalores deben s
reales.

Si todos los autovalores son reales y simples es diagonalizable.
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Si posee autovalores mdltiples, para que sea diagonalizable deben coincidir las multiplicidades de cada
autovalor.

Si A es diagonalizable se puede calcular cualquiera de sus potencias faciimente.
—"-=M-1AM;A=M-"-M-1

A2=M-"-2M-1

000 nP

Ejemplos:

A 12 =4

A=32 =-1

Los dos son simples y reales; si es diagonalizable.
£{=4)=£{(23)}402 -1

£{=—1}=£{(-1 1)} -"-=0-1M=34

Base de autovectores:{(2,3)(-1,1)}
40=2-1-12-112

0-1313-132

B)0-1-1 =-1 £{=—-1}=£{(1 1 0)}

B=0-10 =1 £{=1}=£{(-1 0 2)}

2-23 =2 £{=2}=£{(-1 0 1)}

Los tres son reales y simples; asi que es diagonalizable (P.2)
-1001-1-1

-"-=010M=100

002021

-1001-1-1-10-1-11-1-1

010=1000-10100
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0020212-23021
C) 102 =1 simple £{ =1}=£{(1 0 0)}
C=020 =2 doble £{=2}=£{(2 0 1)}
0-12

No es diagonalizable porque al autovalor 2 que es doble, Unicamente le corresponde un subespacio propio
una dimension.

D) 2 -4 -4 =-2 doble £{ =2}=£{(1 1 0)(1 0 1)}
D=0-20 =6 simple £{ =6}=£{(-1 0 1)}
—442

Si es diagonalizable, si existe base de autovectores porque al autovalor doble le corresponde un subespaci
propio de dos dimensiones

-20011-1

-"-0-20M=100

006011

-20011-1-111-1

0-20=100100

00601101 —==>1[Author:A]

F)10-3 =1

F=-110 =(3+"11i)/2

102 =(3-"11i)/2

No es diagonalizable porque tiene nUmeros complejos
Ejercicios.

1221-3335-2
A=12-1;B=3-53;C=53-2
-1146-64-2-21

Calcular An;Bn; y Dn. Las tres son diagonalizables

An=M-"-nM-1=2-14n02-1-1
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310(-1)n31
1-1-1(-1)n001-1-1-1
Bn=M-"-nM-1=10001n0100
021002n021
11-1(-2)n0011-1-1
Dn=M-"-nM-1=1000(-2)n01 00
011006n011

« Diagonalizacién de matrices simétricas

Toda matriz simétrica real es diagonalizable. Se puede diagonalizar con un tipo especial de base llamadas
bases ortonormales (vectores que son perpendiculares 2 a 2 y unitarios) Para diagonalizar vamos a introdu
en el espacio vectorial una medida a través de un producto escalar.

Producto escalar:

Sea " un espacio vectorial sobre el cuerpo de los nimeros reales. Un producto escalar en " es una aplicacic
Es una correspondencia por la que a una pareja de vectores le corresponde un namero real al que llamamc
producto escalar.

x"1

(av,bv)avxbv

Axiomas:

P.1. El producto escalar de un nimero por si mismo es positivo o nulo.

avxav"O;avxav=0v'!av=0v

P.2. Compatible.

av X bv = bv x av

P.3. Distributivo respecto de la suma de vectores.

av X (bvxcv) =avxbv+avxcv

P.4. Asociativo respecto de la suma de nimeros.

(av)bv=av( bv)=avbv

Ejemplos:

En 12 (al,a2)x(bl,b2)=albl+a2b2 es un p. e.
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En 13 (al,a2,a3)x(b1,b2,b3)=albl+a2b2+a3b3 es un p.e.
En general
En In xv X yv = (X1,X2,.....xn)X(Y1,y2,......yn) = X1y1l+x2y2+........... +xnyn

Axiomas.

1-.avxav=al2 +a22+....... +an2>0;avxav=0!al2 +a22+....... +an2=0 ; av=(0,0,....,0)=0v

2-.

3-. av(bv+cv)= al(bl+cl)+ a2(b2+c2)+ ......... +a(bn+cn)=albl+alcl+ a2b2+a2c2 +
avxbv+avxcv

Si llamamos matriz por cuyas columnas fueran las coordenadas de las vectores:
x1lyl

X2y2

XV = . Xvyv=(X1,X2,...... Xn) . =xTy

Xnyn
Espacio vectorial euclideo: Espacio en el que se ha introducido un p.e.
Norma o modulo de un vector: Raiz cuadrada positiva del vector por si mismo:
IIxvil =" xv xv
En In = //xv/[="x12+x22+.....+XNn2
11(3,-2)//="9+4="13
11(-1,1,3)//="1+1+9="11
11(-1,2,-3,5)//="1+4+9+25="39
Propiedades del médulo:
» El médulo de cualquier vector es positivo:
/fav /" O /lav //=0 ! av=0v
» El médulo de un nimero por un vector es:

Iav lI=111lav I

+anbn+ancn=
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» El médulo de una suma es una desigualdad triangular:
llav + bv /I " llav I1+]/bv 1]
Para demostrar este Ultimo punto se utiliza la desigualdad de Cauchy—-Schwartz:
av * bv " /lav/l I/bvll
Comprobar la desigualdad triangular para:
av(1,-1,2,3)
bv(4,2,1,1)
ler miembro:
[la+b//=//(5,1,3,4)//="25+1+9+16="51=7,141414....
2_0 miembro:
[lavi[+//bv/[="1+1+4+9 + " 16+4+1+1="15+"22=3,8739+4,6904=8,5633
lav+bvli</lavii+IIbvll
Un vector es unitario si su médulo es 1.
En In los vectores de la base candnica son unitarios:
evl=(1,0,0,.......,0) /levl//="1=1
ev2=(0,1,0,.......,0) /lev2//="1=1
evn=(0,0,0,....... ,1) llevn//="1=1
av=(2/3,-1/3,2/3) es un vector unitario
av=(4/9,1/9,4/9) es un vector unitario
Obtener vectores unitarios
av es unitario Normalizamos el vector
lavll
a=(3,-2,4)
a/"9=(3/"9,-2/"9,4/"9)

Tiene la misma direccién y sentido del vector.



Ejemplo:
Médulo 4: direccion y sentido del vector (3,1,-1)
4*av =4av=124-4

/lav//"11"11"11 "11

Angulo de dos vectores:

Siay b son dos vectores de un espacio vectorial euclideo, el angulo que forman se define mediante:
av * bv

Cos(a™b) = /favi/l*IIbvil

av * bv

=1"/lav II*Il bvll "1

Ejemplo.

Calcular el angulo de las siguientes parejas de vectores:

a=(1,-2);b=(3,5)

a=(3,1,-2);b=(4,1,3)

a=(1,1,-1,2);b=(3,2,1,1)

Cos a,b= (3-10)/("5 *'34)=(~7)/("170)(a,b)=arcos (~7)/("170)=122.471010

Cos (a,b)=(12+1-6)/("9+1+4 "16+1+9)=7/("14"26)=a’ b= arcos 7/"14*26=68,4....
Cos (a"b)=(3+12-1+2)/("7*"15)=6/"105=a"b=arcos 6/"105= 54,1588
Ortogonalidad:

El vector a es ortogonal si a*b su producto escalar es 0.

a"bla*b=0

(4,-3)"(6,-8) porque (4,-3)*(6,8)=24 —24=0

(3,-2,1)"(6,9,0) porque (3,-2,1)*(6,9,0)=18-18=0

evl=(1,0,0,.......,0)

ev2=(0,1,0........,0)
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evn=(0,0,0,....... JL)evi“evjsii"]

Un conjunto de vectores forman un sistema ortogonal de vectores si esos vectores son ortogonales 2 a 2.
{uvl,uv2,...... ,uvn} es un sistema ortogonal de vectores ! uvi " uvj!uvi*uvji=0sii"|

Ejemplo:

{(1,-2,1)(0,1,2)(5,2,-1)}

(1,-2,1)(0,1,2)=0-2+2=0

(1,-1,1)(5,2,-1)=5-4-1=0

(0,1,2)(5,2,-1)=0+2-2=0

Propiedades:

P.1: Si un vector es ortogonal a un conjunto de vectores, entonces, es ortogonal a todos los vectores del
subespacio engendrado por ellos.

vl

Si uv es ortogonal w2 'uv " xv "E{wv1,w2,...... vvp}

vvp
P.2:Los vectores de un conjunto ortogonal son linealmente independientes.
Si{ul,u2,.....,up} sistema ortogonal de vectores ! {ul,u2,.....,up} son L.i.
Demostracion:

ul+u2+.......... + pup=0 Todos los coeficientes 0

Multiplicamos escalarmente:

ulul+ u2ul+.......... + pupul=0

valen O por ser ortogonales

/lul/f2=0"! =0

ulu2+ u2u2+.......... + pupu2=u2 *0=0

valen O por ser ortogonales

lu2/2=0"1 =0
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La unica combinacion lineal que resulta 0 es aquella en la que todos los coeficientes son O.

P.3: Supongamos un espacio vectorial " y en él un subespacio. El conjunto de aquellos vectores que son
ortogonales a todos los vectores del subespacio forman un subespacio vectorial que se llama subespacio
ortogonal.

n HII n

{XVII 11} /XVIIUVIIH} HII

Ejemplo.

Hallar el subespacio ortogonal a H siendo H{xv/x1+x2+2x3=0}

Buscamos un sistema de generadores del subespacio H. Ecuaciones paramétricas:

X1=-x2+2x3
X1=—+2
X2=

X3=

£{(-1,1,0)(2,0,1)} H" a todos los vectores ortogonales a los 2.
H"={xv(x1,x2,x3)/ (x1,x2,x3)"(-1,1,0) ={ (x1,x2,x3)/ —x1+x2 =0
(x1,x2,x3)"(2,0,1) 2x1 +x3=0

P.4: Todo espacio vectorial euclideo posee un base ortonormal.
Demostracion:

Ortogonalizacion de una base por el método de Gram-Schmidt:

Dada una base {ul,u2,.....,un} de un espacio vectorial " ortogonalizarla por el método de G-S consiste en
hallar otra base ortogonal de tal manera que la recta engendrada por ul sea igual que el.

El plano que engendra ul,u2 sea igual que el,e2.
El espacio de tres dimensiones que engendra ul,u2,u3 sea igual que €1, e2, e3.

El espacio engendrado por ul,u2,.....,un sea igual que el,e2,......en-1

£{ul)=£{el}

£{ul,e2}=£{el,e2}
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£{ul,u2,.....,un}=£{el,e2,....... .en}

Comprobar gque los vectores forman base de 3 y ortogonalizar por el método de G-S.
Ortonormalizar la base.

B={(-1,1,2)(2,1,-3)(1,0,1)}

ul u2 u3

Comparamos la base:

-112

21-3"0=8Dbase

101

B'={el,e2,e3} el=ul=(-1,1,2)

e2=u2+ael(2,1,-3)+a(-1,1,2) e2"el e2*el=u2el+aelel
0=(2,1,-3)*(-1,1,2)+a(-1,1,2)*(-1,1,2) 0=—-7+a6 a=7/6 e2=(2,1,-3)+7/6(=1.1,——>2[Author:A])
e2=(5/6,13/6,-4/6)mas cémodo (5,13,-4)

Comprobamos (-1,1,2)"(5,13,-4)=0

e3=u3+bel+ce2=(1,0,1)+b(-1,1,2)+c(5,13,~4)

e3" el e3*e1=0=(1,0,1)(-1,1,2)+b(-1,1,2)(-1,1,2)+c(5,13,~4)(-1,1,2)=1+b*6+0 b=-1/6

e3 " e2 e3*e2=0=(~1,0,1)(5,13,-4)+b(-1,1,2)(5,13,~4)+c(5,13,-4)(5,13,-4)=1+0+c210 c=1/210
(1,0,1)-1/6(-1,1,2)-1/210(5,13,-4)=(240/210,-48/210,144/210) mas comodo:(240,-48,144); (5,-1,3)
B"={(-1,1,2)(5,13,-4)(5,-1,3)}

Comprobacion:

(-1,1,2)(5,13,-4)=0

(-1,1,2)(5,-1,3)=0

(5,13,-4)(5,-1,3)=0

Base ortogonal

Normalizamos los vectores. Dividimos cada vector por su médulo.

{(-1/"6,1/"6,2/"6)(5/"210,13/"210,-4/"210)(5/"35,~1/"35,3/"35)}
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Ortogonalizar la siguiente base:{(1,1,0)(0,1,1)(1,0,1)}

B'={el,e2,e3}

el=ul=(1,1,0)

e2=u2+ael=(0,1,1)+a(1,1,0)

e2 "el e2*e1=0=(0,1,1)(1,1,0)+a(1,1,0)(1,1,0)=1+a2 a=-1/2
e2=(0,1,1)-1/2(1,1,0)=(-1/2,1/2,2/2)=(-1,1,2)
e3=u3+bel+ce2=(1,0,1)+b(1,1,0)+c(~1,1,2)

e3" el e3*e1=0=(1,0,1)(1,1,0)+b(1,1,0)(1,1,0)+c(-1,1,2)(1,1,0)=1+2b+0 b=—1/2
e3 " e2 e3*e2=0=(1,0,1)(1,1,2)+b(1,1,0)(-1,1,0)(-1,1,2)+c(-1,1,2)(-1,1,2)=1+0+6c c=-1/6
e3=(1,0,1)-1/2(1,1,0)-1/6(-1,1,2)=(4/6,~-4/6,4/6) mas comodo (1,-1,1)
B"={(1,1,0)(-1,1,2)(1,-1,1)} Normalizamos:
{(1/"2,1/"2,0)(-1/"6,1/"6,2/"6)(1/"3,~1/"3,1/"3)

Tutoria del 11-1-00:

Sea f:MmxnMnxn

f(A)=A+AT/2

Probar que es lineal.

2 condiciones:

f(A+B)=f(A)+f(B)

f( A)=f(A)

f(A+B)=A+B+(A+B)T/2=A+B+AT+BT/2=A+AT72 + B+BT/2=f(A)+f(B)
f(A)= A+( A)T/2= A+ AT 2= ((A+AT)/2)=f(A)

Es lineal.

Nucleo y base del mismo:

Ker (f)={A/f(A)=0}={A/ A+AT/2=0}

A+AT/2=0; A+AT=0;AT=—A Matrices tales que su traspuesta sea igual a su opuesta. Matrices antisimétrica:
de orden nxn. Parecido al ejercicio 9 se subespacios .

Matrices antisimétricas:
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-a2 0 b3......... bn
-a3 -b30.......... cn
—-an —-bn —-cn........ 0
Oab

—a 0 c generadores

-b-cO
0ab0a0O00bo0OO0OO
-a0c=-a00+000+00c

-b-c0000b000CO

Oa2as........ an010....... 0001....... 0.000....... 1
-a20b3......... bn-100....... 0000....... 0.000....... 0

-a3 -b30.......... cn=£000...... 0-100....... 0.000....... 0
—an -bn —cn........ 0000....... 0000....0.-100....... 0
000....... 0000....... 0000....... 0

001.... 0.000....... 1.000....... 0

0-10..... 0.000....... 0.000....... 0

000....... 0.0-10....0.000....... 1

001.... 0.000....... 1.000.-10

n-1+n-2+n-3...+2+1 Sn=(al+an)n/2=n2-n/2 dim. del Ker.
Img(f)={B/B=A+AT/2}Matrices simétricas.
A=S+T S=A+AT/2 Simétricas T=A-At/2 Antisimétricas.

A+AT AT+(AT)T AT+A
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alaz2as........ an

a2b2b3......... bn

a3 b3c3.......... cn n+n-1+n-2....1

anbnecn..........

100....... 0010..... 0.000....... 1.

000....... 0100....... 0.000....... 0.

000....... 0000....... 0.000...... 0.

000....... 0000.....0.100....... 0

000....... 0000....... 0000....... 0

010...... 0.001....... 0.000....... 0

000....... 0.010....... 0.000....... 0 n+n-1+n-1+....+1=(1+n)n/2
............................................................ n2+n/2 dim Img
000....... 0.000....... 0.000....... 0

000....... 0.000....... 0.000....... 1

Ejercicio 6:
fA=1lac
2bdf1312
f(1,0,0)=(1,2)
f(0,1,0)=(a,b)
f(0,0,1)=(c,d)
yllacxl
y2=2bdx2
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f(2,1,1)=(3,1)

3lac?2

1=2bd1

1 3=2+a+c
f(0,2,3)=(1,~1) 1=4+b+d
l1lacO

-1=2bd2a=2b=-8c=-1d=5

3
12-1-21
2-851=17
-1

f(x1,x2,x3)=(x1,2x2-x3,2x1-8x2+5x3)
Clasificamos f

(A)=212-1

2-85

Dim Img=2 Espacio final dim 2sobreyectiva
Dim Ker(f)=n- (A)=3-2=1 No es inyectiva.
Ejercicio 9:

Homomorfismo f:!12(x)!4
F(P(x))=(p(0),p(1),p(2),p(3))
F(2-3x+x2)=(2,0,0,2)

Ecuacion matricial:

Canonica de 12(x):{1,x,x2}

Candnica en '4(x){(1,0,0,0)(0,1,0,0)(0,0,1,0)(0,0,0,1)}
y1100 a0

y2=111al
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y3124a2

y4139

12 columna: coordenadas f(x)=(1,1,1,1)
22 columna: coordenadas f(x)=(0,1,2,3)
32 columna: coordenadas f(x2)=(0,1,4,9)
Imagen y ndcleo:

Img:

(A)=3

dim 3 Img(f)=£{(1,1,1,1)(0,1,2,3)(0,1,4,9)}
Nucleo:

0100a0

0=111a1

0124a2

0139

dim Ker(f)=3- (A)=3-3=0

ker(f)={0!} Inyectiva.

Base ortonormal

llelll=lle2I=.......... =/len//=0 ei "ej

ei *ej=1i=

0i"j

Matrices ortogonales

Una matriz C cuadrada es ortogonal si su inversa es igual a su traspuesta.
C es ortogonal !C-1=CT!CT=CCT=l (identidad)

Ejemplo:
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0"3/2 1/2

0-1/2"3/2

100100100
CCT=0"3/21/20"3/2-1/2=010
0-1/2"3/201/2"3/2001
Propiedades:

P.1: Si una matriz es ortogonal su determinante puede valer 1 o —1.
SiCesortg.! /C/=x 1

CCT=l

ICI ICTI=N/

/C2/=1

ICl=£1

P.2: Las filas y columnas de una matriz ortogonal estan formadas por una base o conjunto de vectores
ortonormales.

C es ortogonal
12 columna vl C(v1,v2,.....vn)

22 columna v2 viT

vnT

viT viTvl viTv2........... v1Tvn v1*vl v1*v2....... vl*vn

(vi,v2,....vn) v2T = v2Tv1 v2TVv2............ vliTvn = v2*vl v2*Vv2....... v2*vn
vnT vnTvl vnTv2........... vnTvn vn*vl vn*v2....... vn*vn

100....... O01sii=

=010..... 0 vityj
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P.3: Propiedades de los autovalores de matrices simétricas reales.
* Si a es una matriz simétrica real todos sus autovalores son numeros reales.
» Si a es una matriz simétrica real los autovectores correspondientes a autovalores distintos son
ortogonales.

Demostracién:

Si A es una matriz simétrica real y , son dos autovalores distintos (") y x1 y x2 autovalores
asociados a ellos entonces:

x1"x2 ; Ax1=x1

Ax2=x2

Seran ortogonales si su producto escalar es 0.

Hallemos el producto escalar.
X1*X2=AX1*x2=(AX1)Tx2=x1TATX2=X1TAX2=x1Ax2=x1 x2= (x1*x2)Primer miembro
Coordenadas en filas columnas Simétrica AT=A

x1*x2- x1*x2=0 ( — )x1x2=0 - "0 porque son distintos ! x1*x2=0

x1"x2

Si a es una matriz simétrica real es diagonalizable. Ademas existe una base ortonormal de autovectores qu
diagonaliza.

Situaciones que se pueden dar:
« Matriz a. Tiene todos sus autovalores distintos. Los autovalores directamente forman base ortogona
Para hallar la base ortonormal que diagonaliza de esta forma a esta matriz habra que normalizar a |
vectores.
» Matriz A. Tiene autovalores mltiples. La base de autovectores no tiene porque salir directamente
ortogonal porque los autovectores asociados a autovalores distintos si seran ortogonales pero los

autovectores correspondientes al mismo autovalor no tienen porque salir ortogonal. Proceso de G-
Para obtener la base ortogonal de autovectores podemos utilizar el método de G-S.

Ejemplo:

Diagonalizarla de la forma ordinaria y luego con una base de autovectores.
203

023

335
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2- 03

IA-11=02- 3= (2-)2(5- )-9(2- )-9(2- )=(2- )[(2- )(5- )-18]=(2- )[10~7 + 18]

335- =2-(-7-8)=02-=0 =2
-7-8=0 =8 =-1

£{=2}={(,- ,0)}=£{(1,-1,——>0[Author:A])}
003x0

003y=0 =2

333z0

3z=0 x=

3y+3z=-3x y= z=0 (1,-1,0)"(1,1,2)
£{=8}={(1/2 ,1/2 ,)}=£{(1,1,2)}
-603x0

0-63y=0 =2

33-3z0

—-6x =—3z

-6y=-3z

E{=-1}={(- - FE{(-1,-1.1)}
303x0

033y=0 =2

3362z0

3x =—-3z

3y=-3z (1,-1,0)"(-1,-1,1)
(1,1,2)"(-1,-1,1)

Base de autovectores que diagonaliza
{(1,-1,0)(1,1,2)(-1,-1,1)} Es ortogonal.

La matriz semajante diagonal es
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200111

-*~080P=-11-1

00-1021

Diagonalizacién ordinaria

La relacién que liga a todas estas matrices
—-"—=pP-1AP

20011-1-120311-1
080=-11-1023-11-1

00-1021021021

Diagonalizacion mediante base ortonormal o matriz ortogonal.

Buscar base ortonormal de autovectores.

203

A= 0 2 3 Base ortogonal

3 3 5 Normalizamos vectores
{(1/"2,-1/"2,0)(1/"6,1/"6,2/"6)(-1/"3,~1/"3,1/"==>3[Author:A])}
1/2 1/"6 -1/"3

C=-1/"2 1/"6 -1/"3 -*~=CTAC Matrices congruentes
02/"6 1/"3

2001/21/"202031/21/"6 -1/"3
080=1/"61/"62/"60331/"21/'6 -1/"3
00-1-1/"3-1/"31/'333502/"61/"3

Diagonalizar:

222

25-1

2-15

21/07/ADMINISTRACION Y DIRECCION DE EMPRESAS
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MATEMATICAS
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Impreso hasta aqui el 2/12/99
Impreso hasta aqui el 7/12/99
Impreso hasta aqui el 23/12/99
Impreso hasta aqui el 28/12/99
Impreso hasta aqui el 29/12/99
Impreso hasta aqui el 5/12/00
Impreso hasta aqui el 14/01/00
Impreso hasta aqui el 15/01/00
Impreso hasta aqui el 16/01/00
w

w

wv

f(vv+wv)

f(vv)

f( vw)=f(vv)

f(wv)

f(vv)+f(wv)

f(OVE)=0vF

OvE

OvE

H

f(H)

yvl

yv2
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Yv=AX

R-1xR =l

XV *yv = xvT yv
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