INTRODUCCIONDurante el siglo XVIII, los matemaéticos trabajaron mucho para enriquecer el analisis
matematico con numerosos algoritmos y descubrimientos interesantes: mencionemos las soluciones explic
de problemas de geometria y de mecanica recurriendo a funciones familiares, las relaciones explicitas entr
las funciones exponenciales y logaritmicas, etc. Por el contrario, las demostraciones del teorema fundamen
del calculo y del resto de Taylor, para no citar mas que dos ejemplos, siguen siendo imprecisas e intuitivas.
el siglo XIX, la preocupacion por el rigor se manifiesta con la maxima intensidad y los matematicos se dan
cuenta de las grandes diferencias entre las propiedades de las funciones de variables reales y las de variak
complejas. De ello resultara una integracion armoniosa de los resultados ingeniosos de los siglos preceden
y de las teorias sistematicas de las funciones de variable real y de variable compleja.En el campo del algeb
a principios del siglo XIX, el problema central sigue siendo el de la resoluciéon de las ecuaciones de grado
superior a cuatro, y la solucién de este problema no se obtendra hasta que la teoria de grupos y de cuerpo:s
suficientemente elaborada, gracias a los trabajos de Gauss, Abel, Galois, Jordan, Sylaw, Kronecker, Cayle
Klein y Lie. La importancia concedida al estudio de los problemas lineales se manifiesta en numerosos
trabajos consagrados a los determinantes y a las matrices, en el estudio de las formas algebraicas y de los
invariantes, en la teoria de los cuaterniones de Hamilton y de los nimeros hipercomplejos y, por ultimo, en
introduccion del concepto de tipos nuevos de algebra. Paralelamente, asistimos a la difusién del calculo
vectorial, al considerable auge del andlisis vectorial y a los comienzos del calculo tensorial.La renovacion d
la geometria pura esta asegurada por los trabajos de Poncelet, que marcan la verdadera creacion de la
geometria proyectiva como una rama autbnoma de la geometria. Las innovaciones importantes de Mobins,
completadas por los trabajos de Steiner y de Chasles constituyeron verdaderamente la doctrina proyectiva,
independientemente de toda nocién métrica (distancia, angulo, etc.) y sobre la Gnica base de axiomas relat
a la posicion o al orden de los elementos fundamentales. Es durante el siglo XIX cuando los trabajos critica
emprendidos desde mucho tiempo antes para profundizar en la significacién del postulado de las paralelas
conducen por fin a la fundacion de la geometria hiperbdlica. gracias a los trabajos independientes de Gaus:
Lobachevski y Bolyai. La geometria eliptica, introducida por Riemann a mediados del siglo XIX, ilustra un
segundo ejemplo de geometrias no euclideas, que seran ampliamente difundidas e interpretadas después
1868. A lo largo del siglo, la revisién cada vez mas atenta de los fundamentos del andlisis, reforzada por la
difusién de las geometrias no enclideas, lleva a los gedmetras a un andlisis critico de los principios y de los
fundamentos de la geometria clasica. La notable sintesis de Hilbert en este campo inspirard grandemente ¢
escuela axiomatica del siglo xx. La geometria analitica, por su parte, conoce una expansion brillante, marce
por los trabajos de la escuela francesa sobre las notaciones y el principio de los multiplicadores, por el pape
dominante de Pllcker en la renovaciéon de los métodos y la extensiéon del concepto de coordenadas, por la
introduccion de la geometria reglada y de los espacios de n dimensiones y por la intervencién del algebra
lineal. También durante el siglo XIX, la renovacién de los métodos de estudio de las curvas y superficies
algebraicas suscita el desarrollo de una disciplina nueva: la geometria algebraica, que tomara su forma
definitiva en el siglo XX y conocera entonces un desarrollo rapido. La geometria diferencial moderna sera
obra de los trabajos fundamentales de Monge, Gauss y Riemann.Aunque la topologia habla sido presentide
antes por Leibniz bajo el nombre de geometria de situacion, y a ella estan ligados problemas célebres com
de los puentes de Konigsberg, el de los nudos y el de coloreado de un mapa geografico, esta disciplina no
comienza a dibujarse como tal hasta los trabajos de Cayley, Listing y Mobins. Fue Riemann quien fundé
verdaderamente esta nueva rama de las matematicas, a la que consideré como el estudio de las propiedad
invariantes bajo el efecto de transformaciones biunivocas continuas. El ulterior desarrollo de la topologia fu
influenciado por la célebre teoria de conjuntos de Cantor, por los progresos de la teoria de los niUmeros rea
de Dedekind y de Bolzano, v por el estudio de las funciones de variables reales.Ya desde el siglo XVII,
Leibniz habla intentado extender los limites de la l6gica de Aristételes y abordar el estudio de las operacion
I6gicas con proposiciones mediante el analisis de las formas del lenguaje habitual y del pensamiento
cientifico. Este ambicioso proyecto de Leibniz tuvo poca resonancia, y hara falta esperar hasta mediados d
siglo XIX, con los trabajos de la escuela inglesa, para asistir a la colocacion de las verdaderas bases de la
I6gica matematica. Al comienzo de este siglo, algunos autores ingleses (Peacock, Babbage y J. Herschel)
resaltan el fundamento l6gico de las matematicas; después, De Morgan se preocupa por presentar la l6gice



bajo una forma matematica y por analizar, bajo la perspectiva légica, el conjunto de los simbolos, las
operaciones y las leyes matematicas. George Boole dio un impulso decisivo a esta doble corriente de
investigaciones, lo que le valié el ser considerado como el verdadero creador de la I6gica matematica
moderna. Bajo la influencia de Boole, se constituyé una escuela de l6gica simbélica que preparo la
unificacion progresiva de la l6gica y la matematica. La importancia adquirida por la l6gica matematica desds
finales del siglo XIX proviene de los trabajos emprendidos por De Morgan y Boole, que se desarrollaron
gracias a las contribuciones de los matematicos Jevons (inglés), Peirce (americano), Schroder, Hankel y Fr
(alemanes) y Peano (italiano). Los Principia mathematica de Russell y de Whitchead, marcan un momento
culminante en la edificacién de la I6gica matematica a principios del siglo XX.Gauss: Disquisitiones
arithmeticae, que ocup6 el centro de la literatura sobre el tema. Después de Gauss, la teoria de niUmeros s
enriguecido, entre otros, con los imaginarios de Galois, con el método fundamental de reduccién continua d
Hermite, con importantes resultados obtenidos en el tema del enigmatico teorema de Fermat, con teorias s
los cuerpos de nimeros algebraicos y de nimeros ideales con resultados importantes sobre la distribucion
asintotica de los nimeros primos y sobre los nimeros trascendentes La escuela biométrica inglesa contribt
grandemente durante el siglo XIX al desarrollo de la teoria de probabilidades y de la estadistica. Reanimad
por Galton, Weldon y Pearson, esta escuela, a la que debernaos mucho, nos ha legado la nocién de correlac
y de esperanza matematica y las primeras comprobaciones de hipoétesis estadisticas, y fue la responsable
introduccion de conceptos como el de regresion y dispersién condicionada. En el tema de los fenémenos
colectivos aleatorios, es importante la obra del matematico belga Quetelet. Los trabajos de los matematicos
rusos Chebychev, Markov y Liapunov son notables por lo que se refiere a la teoria de errores (introducida [
Laplace) y las propiedades de la convergencia en probabilidad. Asimismo, los matematicos franceses Pois:s
Poincaré y Borel destacan también por sus estudios sobre el azar y consideraciones de conjunto de sucesi
infinitas de ensayos, etc. Subrayemaos, por Ultimo, que problemas propuestos por la finca, como los de la te
cinética de la materia (movimiento browniano) y de los gases, de la distribucion del conjunto de sistemas
mecanicos son el origen de investigaciones interesantes sobre las leyes de distribucion estadistica (Poissol
Maxwell, Boltzman, etc ). A principios del siglo XX no hay campo cientifico en el que sea ignorado el
concepto de variable aleatoria.El siglo XIX asiste igualmente a la creacién y considerable expansioin de la
fisica matematica, con los trabajos de pourier, Sadi Carnot. Poisson, Green, Kelvin, Stokes, Maxwell y Gibb
Utilizando los recursos del instrumental matematico, proporcionara fecundos temas de estudio y orientara &
la evolucion de ciertas ramas matematicas. CONDICIONES NUEVAS DEL PROGRESO Las condiciones
del trabajo cientifico en el sigo profundamente con respecto a las que prevalecian en el siglo anterior. La
Revolucion francesa, y después el Imperio, crearon condiciones extremadamente favorables para el desarr
futuro de las matemaéticas, ademas de preparar el camino a la revolucién industrial en el continente europec
La reforma de la ensefianza superior, cientifica y técnica, realizada en Francia por la Revolucion, estimul6
cultivo de las ciencias fisicas y cre6 nuevas clases sociales que consideraban las cosas de forma diferente
cuyo interés por la educacion cientifica y técnica era manifiesto. Las ideas democraticas invaden la vida
académica, las formas antiguas de razonamiento se vuelven a discutir seriamente, la ensefianza se organi:
sobre bases renovadas.La democratizacion creciente de la ensefianza superior, el crecimiento cierto del
sentimiento nacional y la profesionalizacion de la actividad del matematico constituyen el factor decisivo en
el desarrollo de las diferentes ramas de las matematicas en el siglo XIX. De ello resultara directamente un
aumento considerable del nimero de investigadores, y se asistira a una verdadera explosion del niimero de
publicaciones cientificas.En las universidades y las escuelas superiores, se reserva a las matematicas un I
mucho mas importante que en el pasado; el algebra, la geometria, el analisis y la mecanica figuran
ventajosamente en los planes de estudio. Los estudiantes reciben asi una ensefianza que les permite adqu
una base sélida sobre la que podran edificar a continuacion. Los que se sienten atraidos por la investigacié
cientifica saben que pueden orientarse hacia la carrera del profesorado, porque ésta esta dotada de una
importante funcién social que libera al profesor de las preocupaciones materiales mas inmediatas. Los
maestros a quienes se confian las principales catedras se complacen en comunicar a sus alumnos sus
descubrimientos, e incluso les asocian a ellos; las comunicaciones entre cientificos son mas continuadas y
trabajos se conocen mas rapidamente. La reforma de la ensefianza ha favorecido la eclosion de vocacione:
mucho mas numerosas, poniendo la ensefianza en contacto con la investigacién y abriéndola a clases mas
amplias de esta sociedad renovada.En el siglo XIX se contempla también el desarrollo de un sentimiento



nacional mucho mas profundo que anteriormente, periodo en el cual cientificos como Huygens, los Bernoul
Euler, Lagrange hablan dividido una parte importante de su vida entre diferentes paises. Muy al contrario,
tales intercambios seran raros en el siglo XIX, y el verdadero oficio del matematico profesional se ejercera ¢
la patria de origen, constituyendo asi un factor eminente de progreso cientifico.Esta corriente de origen
francés se extiende a los otros paises de Occidente, particularmente a Alemania, con la accion eficaz de V«
Humboldt, y la expansion geografica de la cultura matematica se manifiesta a finales del siglo XIX en
numerosos paises, incluyendo Estados Unidos y Rusia. Resultara de ello un crecimiento manifiesto de la
productividad cientifica de acuerdo con una ley de crecimiento exponencial(.En general, el nimero de
cientificos o de publicaciones tiende a duplicarse en el curso de un periodo de diez a quince afios. Ademas
cada vez que se duplica la poblacién, el nimero de cientificos se triplica, y hay aproximadamente siete
cientificos vivos por cada ocho que hayan existido en toda la historia. Sin embargo, el crecimiento
exponencial de la ciencia alcanza un limite (curva logistica), mas alla del cual la tasa de crecimiento
disminuye y la curva alcanza entonces un limite de saturacion previsible). Segin Taton, el total anual de las
publicaciones se duplica entre los afios 1870 y 1909.PRINCIPALES CENTROS DE ACTIVIDAD
MATEMATICALos focos principales se sitGan en las universidades y las escuelas, mas que en las
academias, que abandonan algo su papel de inspiradoras para limitarse a difundir, mediante sus publicacio
los descubrimientos mas recientes de la ciencia. Durante el siglo XIX, Francia, Alemania e Inglaterra son lo
principales centros matematicos, mientras que ltalia vuelve a salir a la superficie y los Estados Unidos y Ru
hacen su aparicién por primera vez en este campo.Cuna indiscutible de los estudios matematicos desde la
Revolucion francesa, Francia siguié siendo durante todo el siglo XIX uno de los primeros centros de
ensefianza de las matematicas. Fundada en 1794, la Escuela Politécnica de Paris formara durante cerca d
afios una pléyade de matematicos, y la lista de los antiguos alumnos que alcanzan la celebridad en este ca
es larga. Gracias a la ensefianza impartida por sus profesores, un gran nimero de estudiantes y de
investigadores extranjeros se sentirdn atraidos por Paris durante el primer tercio de siglo. La creacién de la
Facultad de Ciencias, de la Escuela Normal Superior, de las Escuelas Especiales de Minas, de Caminos y
Ingenieros Navales pondra fin hacia mediados de siglo, al casi monopolio de la politécnica, pero mantenien
siempre el renombre de la ensefianza francesa. Felix Klein calificaba los cursos publicados por la Escuela
Politécnica en los siguentes términos: «Toda una serie de tratados clasicos admirables que siguen siendo ¢
hoy la base del estudio matematico de toda Alemania».Dominada por el matematico mas grande de la époc
Gauss, la escuela matematica alemana conoce éxitos resonantes en numerosos campaos, y supera incluso
escuela francesa, tanto por el nimero de sus centros de actividad matematica como por sus representante:
Entre los centros mas activos, es preciso citar a Gotinga, marcada por la talla imponente de Gauss, y a fina
de siglo, por el eminente gedmetra Hilbert y su escuela; Berlin, donde Weierstrass formara a numerosos
discipulos; Konigsberg, con sus siete puentes, es célebre en topologia, por la ensefianza del matematico J:
y, principalmente, por una escuela de fisica matematica.La escuela britanica no se liberé de su sujecién
demasiado servil a la tradicion newtoniana hasta principios del siglo XIX, gracias a la modernizacién de los
métodos de ensefianza y, especialmente, a la aceptacién gradual de los beneficios de la notacion infinitesir
de las matematicas continentales. Los resultados no se hicieron esperar, y la escuela britanica desempefié
papel preponderante en la elaboracién de la I6gica matematica, del algebra lineal y de la geometria algebra
en el desarrollo de la fisica matematica y en la fundacién de la célebre escuela de biometria inglesa.ltalia
conoce una renovacion matematica importante durante la segunda mitad del siglo XIX, gracias a una notab
obra original en geometria algebraica y en geometria diferencial. Los matematicos italianos van a significar:
también en el estudio l6gico de los principios matematicos.Otros paises produciran algunos matematicos de
talento. Es el caso de Suiza, Bélgica y los Paises Bajos, mientras que nuevas regiones entraran en el camy
las matematicas: Escandinavia con Abel, Rusia con Lobachevski, Markov y Liapunov, Hungria con Bolyai y
Checoslovaquia con Bolzano. Subrayemos finalmente la entrada en escena, por primera vez, de los Estadc
Unidos de América en la segunda mitad del siglo xix con las importantes contribuciones de Benjamin Peirce
G. W. Hill y Josiah W. Gibbs.LAS REVISTAS Y SOCIEDADES MATEMATICASS: el siglo XVII fue la

época de las correspondencias y las polémicas entre cientificos y el XVIlI desempefié un papel prepondera
en la fundacion de las academias, el siglo XIX (el siglo de las revistas) se caracteriza porque los
investigadores publican rapidamente sus descubrimientos, facilitando asi la difusién de los conocimientos.
Esta extension de las investigaciones se vera favorecida grandemente por la creacion de revistas cientifica



diversos paises.Después de la Revolucién francesa, la primera de estas revistas parece ser el Journal de
I'Ecole Polytechnique (1795); después vienen los célebres Annales de mathémat¢ ques de Gergonne, que
aparecen en Nimes entre 1810 y 1831, y son durante bastante tiempo las Unicas revistas consagradas
exclusivamente a las matematicas. Entre tanto, Alemania toma la iniciativa con la fundacién en 1826 del
Journal fiir die reine und angewandte Mathematik de Crelle, que existe todavia en la actualidad. Poco
después, Joseph Liouville funda en Paris, en 1836, el Journal de Mathématiques Pares et Appliquées, que
tampoco ha dejado de publicarse desde entonces. En la misma época, los Comptes Rendas Hebdomadaire
I'’Académie des Sciences de Paris, fundados en 1835, aseguran la rapida difusién de los nuevos resultados
Francia, Pastear funda, en 1864, los Annales de I'Ecole Normule Supérieure, y a continuacién Darboux cre:
Bulletin des Sciences Mathématiques en 1870. En 1872, la Société Mathématique de France edita su
importante boletin. Subrayemos la aparicion de las primeras revistas consagradas a la ensefianza de las
matematicas: los Nouvelles Annales de Mathémat¢ ques (1842) y L'Enseignement Mathématique, fundado |
Laisant y Fehr en 1899.Fuera de Francia, encontramos los Philosophical Transactions de Londres, los
Mathematische Annalen de Leipzig (1868), los Acta Mathematica de Estocolmo (1882), el Ameritan Journal
of Mathematics (1878), y otros muchos. Subrayemos que la primera revista consagrada principalmente a la
pedagogia de las matematicas fue fundada por J. C. J. Hoffman en 1870.El siglo XIX vio nacer igualmente |
sociedades matematicas de diversos paises: London Mathematical Society (1865), Société Mathématique c
France (1872), Edinbargh Mathematical Society (1883), Circolo Matematico di Palermo (1884), Ameritan
Mathematical Society (1888), Deutsche Mathematische Vereinigung (1890). Estas sociedades cientificas
publican revistas especiales tales como los Proceedings of London Mathematical Society, los Anuales de la
Société Scientifique de Bruxelles, el Bulletin de la Soc¢ été Mathématique de France, etc.A finales del siglo
XIX se desarrolla la institucion de los congresos matematicos internacionales, en donde se retnen los
matematicos del mundo entero. Sus exposiciones y conferencias raramente carecen de interés y son, a vec
la ocasién de confrontaciones apasionantes. El primero de todos fue el de Ziirich en 1897, y el segundo,
celebrado en Paris en 1900, fue la ocasion ofrecida a Hilbert para establecer a la vez el notable balance de
investigaciones recientes y una lista de 23 problemas particularmente dificiles de resolver.7. LA EPOCA DE
GAUSS Y CAUCHYINTRODUCCIONLas figuras dominantes en esta época son, evidentemente, Gauss, el
principe de las matematicas, y Cauchy, uno de los mas ilustres matematicos que haya dado Francia.La
imponente talla de Gauss marca, por asi decirlo, la transicién entre el siglo XVIll y el XIX porque, por una
parte, su gusto pronunciado por el trabajo solitario, su habilidad para manejar igualmente bien las matemati
puras y las aplicadas, su preocupacion constante por la astronomia y su frecuente uso de la lengua latina e
ligados de alguna manera a las actividades del siglo XVIIl y, por otra parte, la naturaleza de sus trabajos
anuncia ya el espiritu del nuevo periodo.Sus Disquisitiones aritméticae son una coleccién de aportaciones
importantes de sus predecesores; contienen un enriguecimiento tal que marca el comienzo de la moderna
teoria de numeros. Sus trabajos en astronomia, en geodesia y en cartografia contribuyeron grandemente a
enriquecer el patrimonio de las ciencias experimentales y aplicadas. Preocupado por diversos problemas
tedricos planteados por estas ciencias aplicadas, Gauss desarroll6 un marcado interés por la geometria en
general y, en particular, por la geometria no euclidea. Se interes6 también por casi todas las ramas de las
matematicas y, en la mayoria de estos campos, sus originales contribuciones prepararon el camino hacia
nuevas cimas o nuevos descubrimientos.Autor de mas de setecientas memorias y libros, Cauchy introdujo
innovaciones en diversos aspectos de las matematicas. Fundador de la teoria de las funciones analiticas, h
progresar de modo gigantesco la teoria de determinantes y la teoria elastica de los cuerpos y contribuyd, d
una manera sistematica, a instaurar el rigor en el andlisis. Cauchy tocé numerosos temas cientificos, y sus
cientos de memorias constituyen una obra que le coloca entre los mas grandes por su calidad
intrinseca.Durante este fértil periodo, hay algunos cientificos que se significaron también en el campo de la
matematicas. Los mas importantes son Dirichlet, Abel, Jacobi y Bolzano

GAUSSKarl-Friedrich Gauss (1777-1855) naci6 en Gotinga (Alemania), el 30 de abril de 1777. Su madre
era una mujer inteligente pero poco instruida, y su padre, llamado Gerhard, fue calificado por Karl como
«digno de estima», pero también como «dominante, rudo y poco refinado». Su madre habia sido sirvienta
antes de convertirse en la segunda esposa de su padre, que vivia pobremente ejerciendo diversos oficios:
jardinero, jornalero, contramaestre para el mantenimiento de las canalizaciones, tesorero de una pequefia ¢



de seguros, etc. De nifio, Karl debia ser respetuoso y obediente con un padre que no veia la utilidad de inst
a su hijo. Por el contrario, su madre esperaba mucho de su «maravilloso» Karl, y aunque su matrimonio fue
bastante desgraciado, se consagré enteramente a la carrera de su hijo. Gauss testimonié mucho afecto y
gratitud durante toda su vida a su madre, que murié a los noventa y siete anos, habiendo pasado los ultimo
veintidds afios de su vida en la casa de Karl.Sin ayuda de ningun tipo, Gauss aprendid a «calcular antes de
hablar». A los tres afos, corrigié un error en la paga de los obreros de su padre, y por si solo estudio y
profundizé la aritmética. A los ocho afios mostr6 su genio precoz con ocasion de un problema propuesto po
su profesor de la escuela elemental para ocupar a sus alumnos: encontrar la suma de los cien primeros
nameros naturales. Gauss asombrd literalmente al tosco y autoritario profesor revelandole rapidamente la
respuesta escrita en su pizarra. Completamente estupefacto ante este rasgo de genio, el profesor tuvo la
sabiduria de procurarle libros de aritmética para que el joven Gauss pudiera proseguir su aprendizaje de la:
matematicas.A los once afios Gauss conocié a Martin Bartels, entonces profesor ayudante de la escuela y |
tarde profesor de Lobachevski. Impresionado por su inteligencia, Bartelshablé de él al duque Carlos
Guillermo, quien le envi6 a estudiar a sus expensas, primero a un colegio de la ciudad y luego a la universic
de Gotinga, en 1795. Ya a su entrada en el colegio Gauss poseia una formacién clasica y cientifica que
sobrepasaba netamente, en esa época, la de un estudiante de quince afios. Ademas de estar familiarizado
la geometria elemental, el algebra y el andlisis, Gauss habia adquirido habilidades muy excepcionales con
respecto a los nimeros. Durante su estancia en el colegio, perfeccion6 sus conocimientos de aritmética de
nameros, estudié los Principia de Newton y el Ars conjectandi de Bernoulli, y ello simplemente porque la
mayor parte de las otras obras clasicas de matematicas no estaban disponibles. Ello no le impidié formular
método de los minimos cuadrados, descubrir la ley de reciprocidad cuadratica, formular la hip6tesis del
teorema de los nimeros primos y encontrar resultados compatibles con una geometria no euclidea.A los
diecinueve afios, Gauss duda todavia entre la filologia y las matematicas, pero el 30 de marzo de 1796
obtiene, a partir de un estudio sistematico de las ecuaciones ciclotdmicas, la construccion del poligono regt
de diecisiete lados con sélo la regla y el compds. Su eleccidn esta hecha, se hard matematico y, desde ese
consigna la primera anotacion en su célebre diario matematico en el que, durante dieciocho afios, inscribira
146 enunciados extremadamente breves de los resultados de sus trabajos. El interés cientifico e histérico d
ese diario personal de tan sélo diecinueve paginas es indiscutible. Revela una visién intima del matematico
sorprendido al natural en su actividad profesional y hos permite seguir el desarrollo de su talento. Gauss, a
guien le gustaban el rigor y la perfeccion, publicaba muy poco y muy tarde, y por ello su diario es precioso
para establecer la fecha y la autenticidad de ciertos resultados, lo que permite dilucidar cuestiones relativas
la prioridad de algunos descubrimientos Este diario no fue encontrado hasta 1898, y su contenido fue
publicado por primera vez por Felix Klein en 1901.En 1798, Gauss vuelve a Brannschweig para continuar a
sus trabajos en solitario, y al afio siguiente obtiene el doctorado por la Universidad de Helmsted bajo la
direccion, segun parece, del matematico wurtemburgués Johann Friedrich Pfaff, quien se convierteluego er
amigo. Su tesis de doctorado contiene una demostracion de que toda ecuacién polinémica, p(x) = 0, posee
menos una raiz, cualquiera que sea la naturaleza real o imaginaria de los coeficientes de la ecuacion. Daréa
adelante otras tres demostraciones del mismo teorema fundamental del algebra en trabajos subsiguientes.
1801, Gauss escribe y publica su gran tratado titulado Disquisitiones aritmeticae, en el que presenta un
resumen de los trabajos aislados de sus predecesores, da soluciones a las cuestiones mas dificiles, formul;
conceptos y cuestiones que indicaran, durante al menos un siglo, las lineas maestras de la investigacion er
teoria de numeros. A lo largo del mismo afio, Giuseppe Piazzi (1746-1826) descubre el planeta Ceres, per
no llega a determinar exactamente su posicion. Gauss decide localizar este planeta, y de septiembre a
diciembre de este mismo afio, utiliza una teoria orbital de los planetas fundamentada en la elipse y recurre
métodos numéricos basados en el método de minimos cuadrados, para llegar finalmente a la determinacior
exacta de la trayectoria de este planeta. Esta hazafia coincide con el comienzo de sus investigaciones
astronémicas, que absorberan una buena parte de sus energias durante casi veinte afios.Las dos primeras
contribuciones importantes de Gauss en el campo de la ciencia le valieron el ser nombrado, en 1807, profe:
de astronomia y director del observatorio de Gotinga. Aparte de una visita a Berlin en el marco de un
congreso de cientificos, Gauss permanecio en su ciudad natal el resto de su vida. Sus trabajos de astronon
gue comenzaron con el estudio de Ceres, le llevaron, después de algunos afios, a publicar su Theoria metz
corporam coelestiam in sectionibas conicis solem ambientinm en 1809, en el cual Gauss desarrolla



sistematicamente su método del calculo orbital, en el que utiliza el método de minimos cuadrados. El periot
1801-1809 marca una etapa decisiva en la vida de Gauss. En el plano profesional, es la época en la que s
opera la transiciéon del matematico al astronomo y al fisico. Aunque el duque de Brunswick habia aumentad
sus emolumentos en 1801, Gauss buscaba un puesto que le garantizara una mayor seguridad, y la astrono
parecia entonces una alternativa atrayente. Poco interesado en hacerse profesor de matematicas para
confinarse a ensefar casi exclusivamente a estudiantes mas o menos motivados, consideraba también Gau
gue las matematicas no eran lo suficientemente utiles por si mismas.Ademas' el puesto de astrGnomo
profesional llenaba en gran parte sus expectativas: poca ensefianza que impartir y mucho tiempo disponible
para la investigacion. También durante este periodo Gauss emprende una correspondencia personal y
profesional con los cientificos de la época sobre numerosos temas de investigacion salvo, posiblemente, la:
matematicas. En efecto, aparte de algunas cartas intercambiadas con su amigo Wolfgang Bolyai sobre los
fundamentos de la geometria y alguna correspondencia dispersa con otros matematicos (la escuela de Par
Gauss sera toda su vida un matematico solitario que no tendra ni colaboradores, ni corresponsales, ni siqui
estudiantes que trabajen en estrecha colaboraciéon con él. Sin embargo, Gauss inspirara a numerosos
matematicos, entre los cuales se cuentan Dirichlet y Riemann. En el campo de las ciencias, por el contrario
estara rodeado de numerosos estudiantes, colaboradores y amigos y, en particular, Von Humboldt y Von
Lindenau desempefiaran un papel privilegiado en la vida profesional de Gauss y en el desarrollo de la cienc
en Alemania.Gracias a mejoras econémicas sucesivas, otorgadas por el duque, a los veintiocho afios Gaus
encuentra en condiciones de contraer matrimonio con Johanne Ostof, el 9 de octubre de 1805. De su unién
nacen Joseph y Minna, y durante cuatro afios Johanne hace que la atmdsfera familiar sea alegre y atrayent
Pero en 1807 una primera desgracia se abate sobre Gauss al enterarse de que su amigo y protector, el duc
Fernando, ha muerto a la cabeza de los ejércitos prusianos contra Napoleén. Ya Gauss veia en Napoledn |
personificacion de los peligros de la revolucion y, a raiz de este tragico accidente, sus opiniones politicas y
nacionalistas evolucionan de tal manera que se convierte en un fiel nacionalista y realista. En 1809 nace ur
tercer hijo, de nombre Louis; de las secuelas de este nacimiento muere su amada Johanne, y ademas el ni
s6lo sobrevive algiin tiempo. Estos dos acontecimientos desgraciados, sucedidos en este corto periodo,
sumieron a Gauss en una soledad tal que no fue capaz ya nunca de superarla completamente. El 4 de ago
1810 se casa por segunda vez con la amiga intima de su primera esposa, Minna Waldeck, y de este
matrimonio nacen dos nifios y una nifia. Se dice que Gauss dominaba a sus dos hijas y discutia con sus hij
menores quienes, por otra parte, emigraron a los Estados Unidos. Sélo después de la muerte de su segunc
esposa Minna, en 1831, mejor6 bastante el clima familiar, gracias sobre todo a su hijaThérese, la mas peqt
de la familia, que se convirtié en la acompafante intima de su padre durante sus veinticuatro dltimos
afios.Durante los primeros afios en Gotinga, Gauss realiza estudios y lleva a cabo investigaciones en diver:
frentes a la vez y redacta numerosas memorias: un primer estudio riguroso de las series y la introduccién d
las funciones hipergeométricas (1813); una contribucion importante a la aproximacién de las integrales y ur
de los primeros analisis de los estimadores estadisticos (1816); trabajos en astronomia, inspirados por su
estudio del planeta Palas y una memoria notable sobre la determinacién de la atraccién de un planeta a su
Orbita. Se interesa también por el estudio de las lineas paralelas, la declinacion de las estrellas, la teoria de
nameros, las cantidades imaginarias, etc. Mientras tanto, Gauss emprende la edificacion del observatorio d
Gotinga, que, después de muchos esfuerzos consagrados a su realizacion material, comienza a funcionar e
1816, aunque no a pleno rendimiento hasta 1821. También en la misma época Gauss somete a su reflexior
primeras concepciones relativas a una geometria no euclidea y, de una manera lenta y gradual, madura su
ideas y piensa incluso en publicar su nueva geometria. Pero en 1831 Gauss conoce los trabajos de Janos
Bolyai, y decide escribir al padre de Janos, Farkas, para hacerle saber que él ya esta en posesion de tal
geometria. Después de saber que Lobachevski también habla concebido una nueva geometria, Gauss se r
utilizar su prestigio e influencia para apoyar y mantener el valor intrinseco de estas nuevas geometrias.Des
1817 a 1847, Gauss consagré una buena parte de su vida a trabajos de geodesia, en particular a la
triangulacién de Hannover y a la invencién del heliétrofo. Los problemas de agrimensura con que tropezé
Gauss estan en la base de sus ideas sobre el método de minimos cuadrados y de la estadistica matematic
1828, Gauss redacta un informe de sus ideas sobre la figura de la Tierra, los errores experimentales y el
célculo de las observaciones. También durante el mismo afio, Gauss viaja a Berlin para asistir a un congre:
cientifico, invitado por Humboldt, quien sera un anfitrién cordial durante todo el congreso. A partir de 1829,



Gauss emprende estudios de fisica que le conducen a trabajos de fisica tedrica, mecanica, capilaridad,
acustica, optica y cristalografia.Gauss se quejaba desde hacia algunos afios de una salud mas bien delicac
de una fatiga persistente; los esfuerzos fisicos que debia hacer para llevar a cabo sus trabajos de agrimens
le condujeron a sufrir de asma y de una enfermedad del corazén. Por ello, decidié abandonar su participaci
activa en los trabajos de triangulacién en 1825 y limitarse en lo sucesivo a una vida sencilla y regular,
evitando los viajes y las consultas del médico. Sin embargo, los afios 1830-1831 fueron particularmente
dificiles para mantener esta regularidad tan deseada por Gauss. En efecto, su esposa, que sufre de tubercl
y neurosis histérica desde 1818, se agravé de pronto, su hijo mayor deja la casa familiar y emigra a los
Estados Unidos después de una discusion con su padre sobre el tema de la juventud libertina, y la nacion
alemana conoce un periodo de disturbios que Gauss desaprueba completamente. A pesar de todo, llega a
superar todas estas dificultades, pero su mujer muere el 13 de septiembre de 1831. Afortunadamente, un jc
y brillante fisico, Wilhelm Weber (1804-1891) llega a Gotinga algunos dias mas tarde, y comienza una
colaboracién estrecha y de una sincera amistad entre los dos cientificos, amistad que se interrumpira
subitamente en 1837 a causa de una cuestion de fidelidad politica, cuando Weber se declara contrario al nt
rey Ernesto Augusto. En 1848, cuando Weber pudo volver al desempefio de sus funciones en Gotinga,
continud solo su brillante carrera, pues no podia contar ya con la colaboracion de Gauss.Aproximadamente
partir de 1840, las actividades profesionales de Gauss decrecen gradualmente, aunque sea todavia un hon
muy ocupado. En efecto, prosigue sus observaciones astrondmicas, ocupa frecuentemente el puesto de de
de la Facultad de Gotinga, establece un fondo para las viudas de profesores fallecidos de Gotinga sobre ba
actuariales sélidas, aprende a leer y a escribir el ruso y continlia trabajando sobre una amplia variedad dé
problemas matematicos, ademas de asegurar una ensefianza a estudiantes cada vez mejor preparados, er
gue estan Dedekind y Riemann.Después de 1850, el estado de su corazén se deteriord rapidamente y debi
reducir considerablemente sus actividades. En 1851, Gauss aprob6 la tesis doctoral de Riemann sobre los
fundamentos del analisis complejo y en junio de 1854, cuando ya se encontraba bajo los cuidados de un
médico desde hacia varios meses, asiste feliz al curso inaugural de Riemann en Gotinga. Obligado a guard
cama, pone al dia su correspondencia y prosigue sus lecturas hasta. su muerte, acaecida el 23 de febrero
1855 durante el suefio Gauss, el hombre de cienciaComparado con los mas grandes matematicos de todos
tiempos, Gauss se impone por su talento universal y la calidad de sus contribuciones cientificas. Llamado
frecuentemente el «principe de los matematicos», marca la transicién entre el siglo Xlll y el XIX. A pesar de
algunas innovaciones importantes que indujeron a otros matematicos a enriquecerlas, no es menos cierto ¢
Gauss fue un cientifico orientado mas hacia el pasado que hacia el futuro. Gauss, como decia Felix Klein, €
la «cima imponente que domina a todos los matematicos del siglo XVIlI». Se distinguié tanto en matematice
pura como aplicada.

Sabemos ya que Gauss no publicé mas que la mitad de sus contribuciones cientificas durante su vida; el re
aparece en notas, correspondencias e informes de instituciones oficiales. Gauss estaba convencido, por
experiencias vividas, que tenia poco que ganar queriendo comunicarse e intercambiando informacién con |
demas. Por ello prefiri6 aislarse casi completamente del campo de las influencias de la actividad matematic
de la época. Sin embargo, encontr6 mas facil y mas util comunicarse con los experimentadores y los técnic
y, en patrticular, colaboré estrechamente con Weber en sus experiencias sobre el magnetismo durante cerc
ocho afios.Gauss fue un hombre frio y poco comunicativo, con la ambicion de conseguir éxito personal y gr
renombre. Detestaba todo lo que tenia que ver con ceremonias y formalidades, desaprobaba las controvers
y durante toda su vida hizo alarde de un conservadurismo y un nacionalismo respetuoso. Fuera de la cienc
sus gustos e intereses fueron poco desarrollados. Educado pobremente, buscé durante mucho tiempo una
seguridad financiera creciente y, habiéndola obtenido, rehusé sin embargo el vivir como un
advenedizo.Gracias a su prestigio y a su gran renombre, y a pesar de su aislamiento voluntario, Gauss
influencié e inspird a varios jévenes matematicos de su época. Los trabajos de Jacobi y Abel sobre lasen la
Disquisitiones arithmeticae El grado de acabado de sus resultados en ciertas ramas de las matematicas fue



gue aparecieron nuevos temas en teoria de nimeros, geometria diferencial y estadistica. Gauss es
probablemente, con Cauchy, uno de los Ultimos genios universales que han marcado el desarrollo de las
matematicas a través de los tiempos.El teorema fundamental del algebralLa primera demostracion
satisfactoria del teorema fundamental del algebra, enunciado en 1629 por Girard, aparece en la tesis doctol
de Gauss titulada Demonstratio nova theorematis omnem functionem algebraicam rationalem integra. unius
variebilis in faclores reales primi vel secandi gradas resolvi posse (nueva demostracién del teorema de que
toda funcion algebraica racional de una variable puede ser descompuesta en producto de factores reales d
primero o de segundo grado). En las primeras secciones hace un analisis critico de las demostraciones de |
existencia de una raiz de la funcién x de la forma

CHAC B K 4L

Demuestra que la raiz compleja:
A+bi de X(x+iy)=0
corresponde al punto (a,b) del plano, y si

X(x+y)=g(x,y)+ih(xy)

entonces el punto (a, b) debe ser la interseccion de las curvas g = 0 y h = 0. Su argumento, sumamente
original, depende del gréfico de las curvas, y era dificil demostrar que debian tener al menos una intersecci
no vacia. En la segunda demostracion de este teorema fundamental publicada en 1816, Gauss abandona I
consideraciones geométricas y presenta una demostracién enteramente algebraica, pero conservando tode
los coeficientes reales. La tercera demostracion se basa en lo que se conoce actualmente como el teorema
la integral de Cauchy. Finalmente, la cuarta demostracién (1849) es una variacion de la primera, en lo que
respecta al método de presentacion, y Gauss extiende el campo de variacion de los coeficientes al cuerpo ¢
los nUmeros complejos porque la cantidades imaginarias eran ya entonces, segun él, conocidas
generalmente.Disquisitiones arithmeticalLa obra fundamental de Gauss fue publicada por el autor en julio de
1801; es, pues, una obra de juventud, pero su grado de acabado y perfeccion le valio el ser la mejor
inspiradora de todos los tedricos posteriores de la teoria de nimeros. En efecto, este tratado sistematizo, jL
con el de Legendre, las aportaciones del siglo precedente en un cuerpo de doctrina independiente, y deterr
las lineas maestras de los desarrollos en este tema hasta la época moderna.En este libro bien conocido, G
normaliza la notacion, presenta la teoria de las congruencias, introduce los nimeros algebraicos y la teoria
formas como la idea dominante del analisis diofantico. Precedido de una dedicatoria al principe Carlos
Guillermo Fernando, duque de Brunswick y de Luneberg, el tratado comprende un prefacio seguido de siete
secciones:1) Numeros congruentes en general.2) Congruencias de primer grado.3) Residuos de potencia.

4) Congruencias de segundo grado.

5) Formas y ecuaciones indeterminadas de segundo grado. 6) Diversas aplicaciones de las nociones estud
anterior mente.

7) Ecuaciones que definen las secciones de un circulo.Ya en los trabajos de Euler, Lagrange y Legendre to
forma la nocion de congruencia, pero s6lo con Gauss se desarrolla como teoria. La notacion por congruenc
la terminologia se introducen al comienzo de la seccion | de la manera siguiente: si un nimero a divide a la
diferencia de los numeros b y c, se dicen congruentes segun a, si no, incongruentes. Al nUmero a se la llar
mddulos. Si los numeros b y ¢ son congruentes, entonces cada uno de ellos es residuo del otro, si no, son |
residuos

Después Gauss precisa que esos humeros deben ser enteros y no fracciones. Por ejemplo, - 9y + 16 son
congruentes modulo 5, — 7 es un residuo de +15 mddulo 11, pero no residuo moédulo 3. Afliade, en el tema ¢
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la notacion:Designaremos la congruencia de dos nimeros con el signo ", afladiendo, cuando sea necesarit
modulo encerrado entre paréntesis; asi =7 " 15 (mod.11). —16"9(mod.5)Gauss muestra a continuacion que
todos los residuos de a médulo m, para a y m fijos, vienen dados por la formula a+km donde k=0, %, 1, %,2
... Y que las congruencias, como las ecuaciones, pueden sumarse, restarse y multiplicarse. Se interesa tam
por el estudio de las congruencias que engloban variables: por ejemplo, encontrar el valor de x que satisfac
4x "27 médulo 14.Se puede ver que 4x es par y que 4x27 es impar. De ello se deduce que 4x27 no es un
multiplo de 14.Al comienzo de la seccién I, Gauss demuestra el teorema de la descomposicién Unica de ur
namero compuesto en factores primos y después presenta un corto estudio sobre el maximo comun divisor
el minimo comin multiplo. Viene a continuacién el estudio de la congruencia de primer grado ax + b" C: est
congruencia posee siempre una soluciéon cuando el médulo es primo con respecto a a, y si v es un valor
apropiado de x, es decir una raiz de la congruencia, es facil ver que todos los nimeros congruentes con v ¢
respecto al médulo ¢ son también raices de la congruencia. Por consiguiente, Gauss saca la conclusion de
la congruencia x" v (m&dulo m) proporciona la solucién completa de la congruencia ax + b "C. Después de
algunas paginas consagradas a esta teoria, Gauss pasa al estudio de la congruencia de mas de una variab
se termina con la demostracion del teorema fundamental de las congruencias polindmicas (demaostrado por
primera vez por Lagrange en 1768): una congruencia de grado m

AX" +Bx™" +CxX" 7 +L 4+ Mx+N 0

primo p, que no divide a A, no puede resolverse de mas de m maneras diferentes o no puede tener méas de
raices no congruentes con relacién a p.En la seccion 11, Gauss emprende un estudio de los residuos de las
potencias y, en particular, se encuentra ahi una demostracion en términos de congruencias, del pequefio
teorema de Fermat y una generalizacion del teorema de Wilson. Considerado por Gauss como un teorema
elegante y de una gran utilidad, el teorema de Fermat se enuncia de la manera siguiente:Si p es un ndmerc
primo que no divide a ay si a' es la menor potencia de a que es congruente con la unidad con relacién a p,
exponente t sera igual a p—1 o un factor de ese nimero.En el articulo 76, Gauss se refiere al teorema de
Wilson y, después de haber discutido las contribuciones de Lagrange y de Euler a la demostracion de este
teorema, presenta una generalizacion del mismo en los siguientes términos:El producto de todos los ndimer
inferiores a un nimero dado A y al mismo tiempo primos con relaciéon a ese nimero, es congruente
relativamente a A con mas o menos la unidad.Asi, cuando A es de la forma pm o 2pm en donde p es un
namero primo diferente de 2, y también cuando A = 4, Gauss afirma que se debe tomar -1; en caso contrat
+1.En la cuarta seccién se presentan las congruencias de segundo grado, que plantean la cuestion de los
residuos cuadraticos. Segun Gauss, todos los numeros pueden dividirse en dos clases, una que contiene Ic
ndameros que son congruentes con un cuadrado, y la otra todos los demés. Los nimeros de la primera clas
llaman «residuos cuadraticos del nimero tomado como médulo» y los otros no son residuos cuadraticos de
ese numero. Asi, segun Gauss, si p es un médulo primo, la mitad de los numeros 1, 2, 3, ..., p—1, seran
residuos cuadraticos, es decir habra (pl1)/2 residuos y otros tantos numeros que no lo seran. A continuacior
Gauss demuestra una serie de teoremas preliminares sobre los residuos cuadraticos' que prepara su céleb
demostracion de la ley de reciprocidad cuadratica ca. Entre estos teoremas, se pueden sefialar algunos: — -
un residuo cuadrético de todos los niumeros de la forma—- 4n + | y un no residuo de todos los nimeros de la
forma 4n + 3- +2 es un no residuo, — 2 es un residuo de todos los numeros primos de la forma 8n + 3;- +2
-2 son no residuos de todos los nimeros primos de la forma En + 5; ~—=3 y +3 son no residuos de todos los
nameros primos de la forma 12n + 5;— =3 es un no residuo, +3 es un residuo de todo nimero primo de la
forma 12n + 11.Gauss formula su teorema fundamental de la manera siguienteSi p es un nimero primo de
forma 4n + 1. +p ser& un residuo o un no residuo de todo nimero primo que, tomado positivamente, sea ur
residuo o un no residuo de p. Si p es de la forma 4n + 3, p tendr& la misma propiedad.Después de haberlo
demostrado de una manera muy rigurosa, afirma en el articulo 151 que su demostracion es la mas sencilla
se puede encontrar, estando incluso al corriente, como estaba él, de los trabajos de Euler y Legendre sobre
tema. Refiriéndose a estos trabajos, Gauss emite un juicio sobre el valor de estos estudios y afirma, con ra:
gue solo su demostracion de la ley de reciprocidad cuadréatica debe ser considerada la primera. Gauss habl
descubierto una demostracion de esta ley en 1796 y publicé en total cuatro, dos de las cuales aparecen en
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Disquisitiones. Llamada por Gauss theorema aureum (joya de la aritmética), esta ley fundamental de las
congruencias fue objeto de no menos de cincuenta demostraciones posteriores a las de Gauss.La secciéon
consagrada a las formas y a las ecuaciones indetermmadas de segundo grado, cubre mas de la mitad de s
célebre tratado. Gauss sistematiza y desarrolla considerablemente la teoria de las formas, que nace en los
trabajos de Lagrange, y que volvera a tomar y desarrollar Legendre. Escribe, a este respecto, en el articulo
222No se deben olvidar los trabajos de otros gedmetras,. El ilustre Lagrange ha hecho investigaciones
generales sobre la equivalencia de las formas (1773 y 1775) en las que ha mostrado sobre todo que, para
determinante dado cualquiera, se puede encontrar un namero finito de formas tales que toda forma del misi
determinante sea equivalente a una de ellas y que, por lo tanto, todas las formas de un determinante dado
pueden distribuirse por clases. Mas tarde, el distinguido Legendre ha descubierto varias propiedades elega
de esta clasificacion, aunque la mayor parte por induccién, y nosotros las daremos aqui con las
demostraciones. Por lo demas, nadie habla pensado todavia en hacer la distincién entre equivalencia propi
impropia, aunque ésta se revela como un instrumento muy eficaz para investigaciones mas delicadas.El
famoso problema (articulo 216) de encontrar todas las soluciones que sean nimeros enteros de la ecuacio
general de segundo grado con dos incégnitas ha sido resuelto completamente por Lagrange (1767 y 1768).
Euler lo habia abordado también anteriormente, pero habia limitado su investigacion a deducir todas las
soluciones de una sola, que suponia conocida; ademas, sus métodos no dan todas las soluciones mas que
pequefio nimero de casos.Gauss define en primer lugar la equivalencia de formas. SeaF = ax2 + 2bxy +
cy2una forma binaria que puede ser transformada en una forma F' sustituyendo x e y por,x=X"+y’.
Y=x+y’,donde , , y son enteros. La forma F se convierte, después de la sustitucién, en

F'=a'x'x' + 2b'x'y' + c'y'y' y obtenemos, seguin Gauss, tres ecuacionesa'= a2 +2by+c ;b'=a , +b(a

+ )+c ;c=a+2b , +c Multiplicando la segunda ecuacion por si misma, la primera por la tercera,

y por sustraccion, se obtienebb'a'c’ = (b2 — ac) ( )Se deduce, pues, que el determinante de la forma F' es
divisible por el determinante de la forma F, y que el cociente es un cuadrado, por lo que los dos determinan
tendran el mismo signo. Ademas, prosigue, si la forma F' puede transformarse en la forma F mediante una
transformacion similar, los determinantes de las formas F y F' seran iguales, y (a — )= 1. En este caso las
formas se dicen equivalentes. Ademas, la igualdad de los determinantes es una condicién necesaria para I
equivalencia de las formas, pero no suficiente. Si ( , ) = 1, F y F' se dicen propiamente equivalentes, y si
(ab - ,By) = —i, se dicen impropiamente equivalentes. Gauss demuestra a continuacion diversos teoremas
sobre equivalencia de formas. Por definicién, dos formas equivalentes tienen el mismo discriminante D = bz
ac, y Gauss demuestra que todas las formas con un discriminante D dado pueden distribuirse en clases, de
manera que todo elemento de una clase sea propiamente equivalente a cada uno de los elementos de la cl
Gauss da también criterios para la representatividad de la clase, y la forma mas sencilla que posee un
determinante D tiene las caracteristicas siguientes: a = 1, b = 0, ¢ = —D; ésta se llama entonces la forma
principal, y la clase a la que pertenece lleva el nombre de clase principal. Se encuentra también, en esta lar
seccion, un estudio de la composicion de formas (producto), asi como la forma ternaria cuadratica, tratada
manera semejante a como estudia las formas binarias.El objetivo principal considerado por Gauss en su
estudio de la teoria de las formas consiste en elaborar un conjunto de teoremas de la teoria de nimeros.
Ademas, muestra cdmo utilizar esta teoria de las formas para demostrar cierto nimero de teoremas sobre |
enteros. Por ejemplo, Gauss demuestra que todo niumero primo de la forma 4n + 1 puede ser representado
como una suma de cuadrados, de una Unica manera, y que todo niumero primo de laforma8n+16 8n + 3
puede ser representado mediante la forma x2 + 2y2 (para x e y enteros), de una Unica manera, etc.
Subrayemos algunas aplicaciones a propésito de las formas ternarias: la primera demostracion del teorema
gue todo nimero puede ser representado como una suma de tres nimeros triangulares y una prueba de qL
todo entero positivo se expresa como una suma de cuatro cuadrados (demostrado por Lagrange).Gauss
consagra la seccién VI a diversas aplicaciones de la teoria de nimeros a diferentes ramas de las matemati
Asi, trata de la resolucidn de fracciones por descomposicién en fracciones simplificadas y la conversion de
fracciones ordinarias en fracciones decimales. A continuacion, presenta un nuevo método de exclusion,
aplicable a la resolucién de las ecuaciones indeterminadas de segundo grado. Finalmente, Gauss ofrece
métodos nuevos para distinguir los nimeros primos de los nimeros compuestos, que permiten encontrar Io
factores primos de los nUmeros compuestos.En la Ultima seccidn de sus Disquisitiones, Gauss establece la
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teoria general de las funciones circulares.Partiendo de la ecuacién ciclotdmica (ecuacion para la division de
circulo) xnl = 0, establece en primer lugar que n debe ser un nimero primo impar. En virtud del teorema de
De Moivre, las raices de esta ecuacion sonDonde k=1,2,......... n.

2kn® | 2kmO
+ i1sen

n n

Los numeros complejos x; son los vértices de un poligono regular de n lados que se encuentran sobre la
circunferencia del circulo. Gauss demuestra que las raices de esta ecuacion pueden expresarse racionalme
en términos de las raices de una sucesién de ecuaciones

X, =COs
J

W1=0,W2=0,..Los grados de Wi precisamente los factores primos de n1. Como cada Wi = 0 puede
resolverse mediante radicales, se deduce que la ecuacion ciclotomica también lo es. Este resultado es
importante para la resolucion de la ecuacién algebraica general de grado n, porque demuestra que es posit
por ejemplo, resolver por radicales una ecuacion de grado 7 si éste es factor de nl. Asimismo, el resultado
Gauss es particularmente significativo para el problema geométrico de la construccion de los poligonos
regulares de n lados. Convierte la division del circulo en n partes en la solucion de tantas ecuaciones (Wi)
como factores haya en nl, si n es un namero primo, y el grado de las ecuaciones esta determinado por la
magnitud de los factores. Sin — 1 es una potencia de 2, lo que ocurre si el valorde nes 3, 5, 17, 257, 65, 5
etc. (donde n =2m p1,p2,......pi entero positivo cualquiera y pi nimeros primos de Fermat distintos) el
seccionamiento del circulo se reduce a ecuaciones cuadraticas solamente (el grado de cada Wi es
necesariamente 2) y las funciones trigonométricas de los angulos P/n, 2P/n, etc., (P es el periodo 2:r) pued
expresarse mediante raices cuadradas. De esta manera estamos en condiciones de construir todos los
poligonos de un nimero primo de lados n si nl es una potencia de 2. En particular, Gauss consiguio constr
el poligono regular de 17 lados gracias a este resultado, de una importancia capital, asi como dar el valor d
coseno del angulo P/J.-Zq"_;,- =_1%+1% 17 +1%J_u—:\n—7 +%\fm 31T =34 = 2417 42434 + 2417

De la misma manera se puede construir también un poligono regulas si n es un niamero primo de la forma Z
+ 1. Gauss termina su tratado presentando una condicion necesaria para la construccién de un poligono
regular de n lados, condicion que sera demostrada por Wantzel en 1837.0tros resultados de Gauss en teor
de nimerosRecordemos que el contenido de las Disquisitiones de Gauss es una obra de juventud que seré
enriguecida con trabajos subsiguientes en teoria de nimeros. Durante el segundo decenio del siglo XIX Ga
emprendio investigaciones con el fin de establecer leyes de reciprocidad para las congruencias de grado
superior a dos. Consigui6é formular una ley de reciprocidad bicuadratica hacia 1830, asi como una ley de
reciprocidad cubica. Con ocasion de estas investigaciones, Gauss utiliz6 los «enteros complejos», con el fir
garantizar que su teoria fuera sencilla y elegante. Introducido por Euler y Lagrange, el entero complejo
adquirié una importancia considerable en teoria de niUmeros gracias a los trabajos de Gauss. Numero de la
forma a + bi donde a y b son enteros, el entero complejo posee cuatro unidades: £1, y *i. ES compuesto si
el producto de dos enteros diferentes de las unidades. Por ejemplo,5 = (1 + 2i) (1 — 2i)es compuesto, mient
gue 3 es un entero complejo primala Ademas, Gauss mostré que el conjunto de los enteros cumple, 0s pos
esencialmente las mismas propiedades que el de los enteros habituales. En particular, el teorema de la
factorizacion Unica se aplica a los enteros complejos con tal de que las cuatro unidades no sean considerac
como factores distintos.Gauss se interes6 también por el teorema de la distribucion de los nUmeros primos
mediante la tabla de numeros primos, formul6 la hip6tesis de que (x) difiere poco de

. dt
“logt
Ademas, Gauss conocia la relacion:
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dt

X
3

“logt
Iimi:l

1 "'

log x

pero no sabemos si disponia de una demostracidén de ese teorema. Habra que esperar a los trabajos de
Chebichev, La Vallée-Poussin y Hadamard para establecer definitivamente este teorema fundamental de I
teoria analitica de niUmeros.Los trabajos geométricos de GaussEl interés de Gauss por la geometria se
manifesté en humerosos trabajos geomeétricos surgidos principalmente de sus preocupaciones por diversos
problemas tedricos planteados por la astronomia, la geodesia y la cartografia. Consciente de la necesidad ¢
una concepcidén mas amplia de la geometria, fue inducido a interesarse por diversos problemas de naturale
geomeétrica: ciclotomia, pentagonos esféricos, rotacion de una recta que pasa por el origen en tres
dimensiones, formas cuadréticas, curvatura de superficies y geometria no euclidea. la geometria diferencial
superficies en el espacio de tres dimensiones. Partiendo de la representacion paramétrica de Euler de las
coordenadas (x, Y, z) de todo punto de una superficieLa publicacion, en 1827, de sus Disquisitiones circa
generales superficies curvas supone una contribucién definitiva a x = x(u, v), y = y(u, v), z = z(u, v)Gauss
obtiene las ecuaciones siguientes para expresar el vector tangente dx = adu + a'dv, dy = bdu + b'dv, dz = c(
c'dv donde a =xu” a' = xv, b =yu, b' =yv’ ¢ =zu’", ¢’ = zv". Para simplificar las representaciones, introduce los
determinantes

bc ab

bc
que son tres componentes de un vector normal, y supone que

ca | |

B =

ca ab

A=yA’+B*+C* 0

La longitud de un arco de una superficie en R3 viene dada por la relacion d52 = dx2 + dy2 + dz2que Gauss
transforma de la manera siguiente: d52= E(u, v)du2 + 2F(u, v)dudv + G(u, v)dv2dondeE = a2 + b2 + c2, F=
aa'+bb'+ce',G=a2+b’2 + c’2.Esta expresion para ds, el elemento de distancia sobre la superficie,
constituye esencialmente la primera etapa en el desarrollo de la geometria de Riemann. En posesién de es
relaciones fundamentales, Gauss emprende un estudio sistematico de la teoria de superficies. Expresa en
primer lugar el angulo entre dos curvas de una superficie en términos del coseno de ese angulo, y después
aborda el tratamiento de la curvatura de una superficie y hace la observacion de que las propiedades de un
superficie dependen Unicamente de las cantidades E, F y G definidas mas arriba. En particular demuestra c
si dos superficies son isométricas (aplicables la una sobre la otra) el producto de los dos radios de curvatur
principales es el mismo en dos puntos correspondientes (theorema egregia».). En su memoria de 1827, Ga
trata también del problema de determinar las geodésicas sobre las superficies. En términos de coordenada
polares, donde p y g representan respectivamente el radio y el angulo, Gauss obtieneds2 = dp2+ Gdg2y, er
virtud de su theorema egregia., conE=1y F =0, se tiene

1 8°JG
JG 8. p°

Donde K es llamada curvatura gausiana

Provisto con este resultado, Gauss consigue demostrar un teorema célebre sobre la curvatura de un triangt
cuyos lados son geodésicas.

Determina que la curvatura total de un triangulo geodésico abc viene dada por™ K ds=a+b+c— Sus trabajos
en geometria diferencial demuestran que el estudio de la geometria de una superficie puede hacerse
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concentrandose esencialmente en la superficie misma. Ademas, revelan que la superficie puede ser un esf
en si misma, porque todas sus propiedades estan determinadas por la cantidad ds2. Asi, las «lineas rectas
sobre la superficie son las geodésicas y, por consiguiente, la geometria de la superficie es no euclidea.Dur:
eso0s primeros afos, en Gotinga, Gauss madurd su concepcion de la geometria no euclidea, que se remont
ya a su adolescencia en 1792, en la que concebia como posible una geometria logica sin el postulado de |z
paralelas de Euclides. Convencido de la ineficacia de las diversas tentativas anteriores para demostrar el
postulado de las paralelas, Gauss, a pesar de su profundo conservadurismo y su miedo al ridiculo, acepta ¢
vez mas la idea de que se debe salir de los senderos trillados e intentar mas bien elaborar una nueva
geometria. A partir de 1813 desarrolla esta nueva geometria, llamada sucesivamente antieuclidea, geomet
astral y, por fin, geometria no euclidea. De 1813 a 1831, Gauss elabora su geometria y encuentra numeros
resultados nuevos, pero no se decide a publicarlos antes de su muerte. Sin embargo, en 1831 escribe un
ensayo sobre las lineas paralelas, y en una carta dirigida a H. K. Schumacher puede leerse lo que
sigue:Después de haber meditado durante casi cuarenta afios sin escribir nada... me he tomado la molestiz
menos de poner por escrito algunas de mis ideas, con el fin de que no desaparezcan conmigo.Es también ¢
afio siguiente cuando conoce los trabajos de Janos Bolyai y, en una carta dirigida al padre de Janos, le
comunica sus propios trabajos sobre el tema y reivindica, de alguna manera, la propiedad de sus
descubrimientos en estos términos:Si digo que soy incapaz de elogiar este estudio, quiza le extrafie. Pero r
puede ser de otra manera, porque ello equivaldria a alabar mis propios trabajos. En efecto, el enfoque
preconizado por vuestro hijo y los resultados que ha obtenido coinciden casi enteramente con las ideas que
han ocupado mi espirita desde hace 30 6 35 afios. No tengo la intencion de publicar estas meditaciones
durante mi vida, pero he decidido escribirlas para que puedan conservarse. Es, en consecuencia, una sorp!
agradable para mi ahorrarme este trabajo, y me llena de alegria el pensamiento de que es precisamente el
de mi amigo de siempre el que me ha suplantado de forma tan notable...Dejamos de lado la presentacién d
contenido matematico de su nueva geometria; volveremos sobre ello mas adelante, con motivo de la
exposicion de los trabajos de Bolyai y Lobachevski. Subrayemos, sin embargo, que el contenido de esta ca
hirié profundamente a Janos y le desanimé de tal manera que abandond sus actividades cientificas desde
entonces.

Algunos otros trabajos matematicos de GaussDe sus otras memorias matematicas, muy numerosas, Nnos
contentaremos con sefialar algunos resultados especificos.. A pesar de los trabajos de Wessel y Argand sc
la representacion de los nimeros complejos, habra que esperar a las contribuciones de Gauss sobre el ten
para asistir a la aceptacion de los nimeros complejos. Las ideas de Gauss sobre las cantidades imaginaria
remontan a mucho antes porque, ya en 1799, en su disertacion inaugural presupone una correspondencia
biunivoca entre los puntos del plano cartesiano y los nimeros complejos. Representa el niUmero x + iy
mediante las coordenadas (X, y) de un punto en el plano real. Pero sus ideas se hacen mas explicitas algur
afios después, pues puede leerse en una carta dirigida a Bessel en 1811 que:De la misma manera que pue
representarse el dominio entero de todas las cantidades reales mediante una linea recta indefinida (la recta
los reales), puede imaginarse el dominio entero de todas las cantidades, las cantidades reales y las imagin:
mediante un plano indefinido en el que todo punto, determinado por su abscisa a y su ordenada b, represer
por asi decirlo' la cantidad a + bi.Este pasaje revela que la concepcién gausiana de los nUmeros complejos
implica una relacion directa entre los reales a 'y b de la forma a + bi y los ejes de coordenadas de un sistem
el plano. Gauss afiade también que es posible ir de un punto a otro del plano complejo siguiendo diversas
trayectorias. En 1831 Gauss ha~ublica su descripcion de la representacién geométrica de los nimeros
complejos, en una memoria sobre los restos bicuadraticos presentada a la Sociedad Real de Gotinga. Pres
la representacion de a + bi como un punto (no como un vector como hacian Wessel y Argand) en el plano
complejo y describe la adicion y la multiplicacién geométrica de esos numeros. Segun Gauss, la
representacion geométrica revela «la significacion intuitiva de los nimeros complejos completamente
establecidos y, ademas, no es necesario admitir esas cantidades en el dominio de la aritmética». Ademas,
afiade que si las unidades 1, -1 y "-1 hubieran sido llamadas directa, inversa y lateral en lugar de positiva,
negativa e imaginaria, toda la mistica que envolvia a esos niumeros probablemente no habria existido.
Finalmente, fue Gauss quien introdujo los «nimeros complejos» en oposicion a las cantidades imaginarias
utilizé la letra i para designar "—1.Gauss introdujo también ideas fundamentales sobre las funciones de
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variable compleja y, mas precisamente, en lo que respecta a la necesidad de tener en cuenta los limites de
integracion cuando son nimeros complejos, a propésito de la integral logaritmica. Asi, afirma que «el paso
continuo de un valor de x a otro en el plano complejo tiene lugar sobre una curva, y puede incluso suceder
ese paso se haga sobre diversas trayectorias». Después, prosigue, «afirmo ahora que la integral # (z)dx po
un solo valor incluso sobre diversas trayectorias, con tal que (z) sea univocay gue z, no se haga infinita en
espacio limitado por las dos trayectorias. En el tema del caso particular de "dz/z Gauss afirmaque partiendc
z = 1y para valores de a + bi, se obtiene un valor Unico si la trayectoria no contiene el punto z = 0 si no, se
debe afiadir Mi +2 i al valor obtenido al pasar de z =1 a z = a + bi, omitiendo el valor z = 0. Asi, existen
varios logaritmos para un a + bi dado.En diversos puntos, los trabajos de Gauss en teoria de niUmeros y en
tema del método de minimos cuadrados coinciden con los de Legendre. En 1785, Legendre habla presenta
demostrado parcialmente la ley de reciprocidad cuadratica y Gauss la presenté en sus Disquisitiones
arithmetica~ con el «teorema fundamental», haciendo alusién vagamente a los trabajos de Legendre sobre
tema. Algunos afios después, Legendre publica, en 1805, sus Nourelles méthodes pour la détermination de
orbites des cometes (Nuevos métodos para la determinacion de las érbitas de los cometas) en los que pres
el método de minimos cuadrados, mientras que Gauss afirma en 1809, sélo con respecto a este método, g
«nuestro principio, que hemos utilizado desde 1795, fue publicado tardiamente por Legendre [...]». Legendr
replica en el mes de mayo de 1809 a las declaraciones de Gauss mediante una carta cuyo contenido es na
menos que un ataque personal intentando demostrar la inexactitud de la expresién «nuestro principio»,
utilizada por Gauss. Esta disputa sobre la prioridad de la invencion del método de minimos cuadrados
prosiguié hasta 1820, y constituye un ejemplo entre tantos otros en el que se trata de establecer un
compromiso entre la fecha de publicacidn, por una parte, y la naturaleza y calidad del tema tratado, por otre
Por lo demas, cuantos descubrimientos matematicos no habran sido atribuidos falsamente a ciertos
matematicos, al ser la cuestion de la prioridad a menudo un asunto de justicia en el que debian intervenir
numerosos factores antes de pronunciarse el veredicto.

Podemos mencionar también los estudios de Gauss sobre la funcion gamma en sus trabajos consagrados -
funcion hipergeométrica; en particular, desarroll6 los resultados de Legendre sobre las funciones eulerianas
encontro la formula de multiplicacion para (nx). Se distinguié igualmente por sus trabajos sobre las
integrales elipticas, por el descubrimiento de la doble periodicidad de estas funciones en 1800, mediante la
integral que da el arco de la lemniscata, por su estudio de la ecuacién potencial, de las series hipergeométr
y de la teoria de las singularidades, sin olvidar sus trabajos en mecéanica y astronomia.
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CAUCHY

Augustin—Louis Cauchy (1789-1857) nacié el 21 de agosto de 1789 en Paris, casi seis semanas después (
calda de la Bastilla. Era el mayor de una familia pobre de seis hijos y crecié durante la Revoluciéon. A pesar
la buena voluntad de su padre, LouisFrancois, Augustin—Louis sobrevivio al Terror pero hered6 una salud
insegura y delicada. Su educacion primaria quedo6 asegurada enteramente por su padre, porque las escuel:
aguella época eran practicamente inoperantes. El 1 de enero del afio 1800, su padre fue elegido secretario
Senado y el joven Augustin—Louis continué sus estudios en el despacho de su padre. Fue asi como conoci
los grandes matematicos franceses de la época, Laplace y Lagrange, y este Gltimo manifesté ya entonces,
respecto a él, una cierta admiracion: «Nos va a reemplazar a todos como matematico». Sin embargo, su pe
no descuid6 su educacion literaria, preocupandose de que su hijo no se limitara exclusivamente a las
matematicas. Hacia los trece afios, Cauchy entré en la Escuela Central del Panteén, y alli obtuvo primeros
premios en griego y en composicion latina. En 1804, hace su primera comunién, deja su escuela 'y emprenc
durante diez meses estudios intensivos de matematicas, bajo la direccién de un tutor. En 1805, Cauchy es
segundo en el concurso de entrada en la Politécnica, pero, a causa de su salud, Lagrange y Laplace le
aconsejan consagrarse a las matematicas. Diplomado por el Cuerpo de Ingenieros de Caminos, Cauchy
particip6 a partir de 1810 en las obras del puerto de Cherburgo, pero abandoné pronto su trabajo como
ingeniero para consagrarse a la ciencia pura. En efecto, vuelve a Paris en 1813y, a los veinticuatro afios,
Cauchy atrae ya la atencion de los matematicos experimentados de Francia por sus trabajos de investigaci
sobre los poliedros y las funciones simétricas.

Cauchy

En el mes de febrero de 1811, presenta su primera memoria consagrada a la teoria de los poliedros, en la «
Cauchy muestra que no existen mas poliedros regulares que los que tienen 4, 6, 8, 12 6 20 caras, ademas
desarrollar la célebre férmula de Euler que une las aristas, caras y veértices de un poliedro. Estimulado por
Legendre, publica una segunda memoria sobre el tema en enero de 1812. Después, en 1814, presenta une
Mémoire sur la theorie des intégrales définies (Memoria sobre las integrales definidas), seguida en 1815 de
una memoria fundamental sobre los grupos de sustitucién, asi como una demostracién de un importante
teorema de Fermat: todo entero positivo puede expresarse como una suma de tres numeros triangulares, c
nameros cuadrados, cinco nimeros pentagonales, etc. El afio siguiente. Cauchy es merecedor del Gran Pr
gue ofrece la Academia por su memoria sobre Une théorie des ondas sur la surface d'un fluida dense de
profondeur infinie (Un estudio de la teoria de las ondas sobre la superficie de un fluido denso de profundida
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infinita). A sus veintisiete afios de edad, Canchy es propuesto para ocupar el préximo puesto vacante en la
Academia, ensefiando al mismo tiempo algebra en la Facultad de Ciencias, fisica matematica en el College
France y mecanica en la Escuela Politécnica.Nombrado académico por decreto en 1816, en el lugar de Mo
gue habla sido excluido por Napoledn a su regreso de la isla de Elba, Cauchy desarrollé una actividad
matematica increible, tanto por su produccién incesante como por la calidad incomparable de sus memoria:
sobre practicamente todas las ramas de las matematicas. Su reputacion se extendié por toda Europa, y
numerosos oyentes acudian de Berlin, Madrid, San Petersburgo, etc., para asistir a sus maravillosas
conferencias, en las que Cauchy presentaba los resultados originales de sus investigaciones, particularmer
en analisis y en fisica matematica. Se cas6, en 1818, con Aloise de Bure, hija de Una familia cultivada. De :
unién, que durd cerca de cuarenta afios, nacieron dos hijas que fueron educadas segUn los principios estric
de la religién catélica.Siguiendo la tradicion establecida en la Escuela Politécnica, Cauchy fue estimulado a
escribir los apuntes de sus cursos, y asi aparecieron sucesivamente los Cours d'analyse de L'Ecole
Polytechfiique (1821) (Curso de andlisis de la Escuela Politécnica), el Résumé des lecons sur le calcul
infinitesimal (1823) (Compendio de las lecciones sobre célculo infinitesimal), y las Lecons sur le calcul

d¢ fférentiel (1829) (Lecciones sobre el calculo diferencial). En estos tres libros, Cauchy presenta el calculo
diferencial e interal con un gran rigor, y el concepto de limite constituye la piedra angular de su analisis. A
partir de 1826, publicd una especie de diario personal titulado Exercices demathématiques(Ejercicios de
matematicas) que sera proseguido, después de 1830, bajo el titulo de Exercices d'analyse mathémat¢ que ¢
physigue (Ejercicios de analisis matematico y fisica) en el que publicard mensualmente sus trabajos de
matematicas puras y aplicadas. Pero en 1830 las intrigas politices modificaron durante algunos afios su car
de hombre de ciencia. En efecto, ardiente realista y partidario de los Borbones, perdié su empleo por haber
negado a prestar juramento a la monarquia de julio, y decidi6 expatriarse voluntariamente.Se fue a Suiza p
algun tiempo, y después acepté una catedra en Turin, dejando su familia en Paris y conservando siempre s
sillon en la Academia. Llamado a Praga en 1833 por Carlos X, quien le confid la educacién cientifica del
conde de Chambord, acepté esta invitacion declarando que no podia «servir mejor los intereses de su patri
gue revelando al heredero de Luis XIV todo el secreto de esa alta filosofia que hizo brillar el gran siglo con |
resplandor tan grande. Su familia se reunié con él un afio mas tarde. Su trabajo de tutor fue pesado y agote
y Cauchy conseguia dificilmente librarse de él de vez en cuando para proseguir sus investigaciones. Pudo
menos escribir una larga memoria sobre la dispersién de la luz durante este periodo de tutela. Pero en 183t
presionado por sus amigos de Paris que le incitaban a volver, Cauchy se excus6 ante sus anfitriones
pretextando que debia volver a Paris para celebrar las bodas de oro de sus padres. De regreso en Francia
el titulo de bardn, Cauchy ensefd en varios establecimientos religiosos y fue elegido miembro de la Oficina
Longitudes en 1839, pero el gobierno de Luis Felipe no ratificé esa propuesta. La Republica restaurada
después de la revolucién de 1848 le nombré profesor de astronomia matematica en la Facultad de Ciencias
en la Sorbona, aunque era un legitimista declarado. Después del golpe de Estado de 1852, Napoledn Il le

Dispens6 del juramento, y a este gesto condescendiente del emperador respondid, por principios,
distribuyendo todo su sueldo entre los pobres de Sceaux, donde residia.Durante los diecinueve altimos afic
de su vida, escribié mas de500 memorias sobre todas las ramas de las matematicas, incluyendo la mecani
fisica y las matematicas. Hombre universal, interesado por todo, y en particular por la poesia, autor de un
trabajo sobre la prosodia hebraica, profesé siempre con fervor la fe catélica. Pas6 con quietud y paz los
Gltimos afios de su vida y su muerte, acaecida en Sceaux el 23 de mayo de 1857, dejo el recuerdo de una
personalidad algo ambigua. Hombre sociable, moderado y sincero, fue un profesor admirable y un habil
conversador. En cambio, fanatico de la religién, intenté toda su vida demostrar su superioridad, y su
insaciable deseo de producir siempre mas le impidié probablemente ayudar a aquellos que, como Abel y
Bolzano, habrian podido beneficiarse de su inmensa influencia para dar a conocer sus trabajos. La obra
cientifica que realizé le coloca entre los mas grandes matematicos de todos los tiempos.Autor de mas de
setecientas memorias (s6lo Euler le sobrepasa en nimero), su obra inmensa, en la edicion moderna, llena
veintisiete volimenes en cuarto. Cauchy fue el fundador de la teoria de las funciones analiticas. Hizo
experimentar inmensos progresos a la teoria de los determinantes, ademas de introducir el rigor en el anali
Sus contribuciones originales se refieren en especial a las ecuaciones diferenciales ordinarias y en derivad:
parciales, a la teoria de los grupos de sustitucién, a la clarificacién y a la formulacion de los conceptos de le
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teoria de curvas, a los nimeros complejos y a las congruencias polindmicas. En mecanica, escribid
importantes memorias sobre el equilibrio de varillas y placas elasticas, sobre la teoria de ondas que Fresne
acababa de establecer, asi como sobre el tema de la dispersion y la polarizacién de la luz.Cauchy vy el rigor
en el andlisisCauchy desarrollé el calculo diferencial e integral sobre la base del concepto de limite en sus
Lecciones sobre el calculo infinitesimal, publicadas por primera vez en 1823. En el prefacio de su tratado
clasico, afirma que su principal objetivo es conciliar el rigor con la simplicidad que resulta de la consideracic
de las cantidades infinitamente pequefas. Cauchy prosigue rechazando el desarrollo de las series diverger
y dejando la férmula de Taylor para el calculo integral, pues el resto de Taylor esta formulado bajo la forma
de una integral. Ademas, estaba al corriente de que Lagrange habla utilizado la férmula de Taylor como ba:
de la teoria de la derivada. Pero, afiade, la mayoria de los gedémetras dudan en al actualidad de la utilidad c
las series divergentes. Ademas, en ciertos casos, cuando la serie de Taylor converge, la suma de esta seri
difiere, segun Cauchy, de la funcién dada.EIl concepto de limite se desarroll6 gradualmente a partir del métc
de recubrimiento de los griegos hasta el momento en que Newton lo expresé a su manera en sus Principia.
algunos autores como D'Alembert y Lacroix hablan hecho de ese concepto la base fundamental del calculo
Sin embargo, durante todo este largo periodo, el calculo era concebido como un instrumento que se ocupal
de las relaciones entre cantidades implicadas en problemas geométricos. Unicamente Euler y Lagrange se
esforzaron, sin demasiado éxito, por establecer el célculo sobre el formalismo de su concepto de funcion
analitica. Con toda certeza, antes de Cauchy, todos los autores salvo Bolzano hablan popularizado la idea
limite en sus trabajos, pero la mayor parte de su concepciéon seguia siendo

geomeétrica.

Lagrange

En los textos de Cauchy, el concepto de limite se convierte, claramente y de manera definitiva, en un conce
aritmético sin apoyo geométrico, como puede constatarse en su definicion siguiente:Cuando los valores
sucesivamente atribuidos a una misma variable se aproximan indefinidamente a un valor fijo, de manera qu
llegan a diferir tan poco como se quiera de él, este Ultimo se llama el limite de todos los demés.Esta definic
da cuenta exacta de la idea intuitiva de limite, pero es verbal mas que numérica. Cauchy se sirve a
continuacion de esta definicion para definir un infinitamente pequefio, que resulta ser simplemente una
cantidad variable dependiente con un limite igual a cero:Cuando los valores numéricos sucesivos de una
misma variable decrecen indefinidamente de manera que disminuyen por debajo de todo numero dado, est
variable resulta ser lo que se llama un infinitamente pequefio 0 una cantidad infinitamente pequefia. Una
variable de esta especie tiene cero como limite.Cauchy se sirve de esta Ultima definicion para establecer
ordenes sucesivos de infinitesimales, con el fin de hacer méas til y mas operativo ese concepto de
infinitesimal. Asi, toda cantidad variable tal que su razan con a (un infinitésimo) posea un limite finito cuand

17



a decrece, puede clasificarse como un infinitésimo de primer orden. Lo mismo ocurre con el segundo orden
en el sentido de que toda variable cuya razén con a2 posee un limite finito cuando a decrece es un infinités
de segundo orden, y si sucesivamente, las potencias de a, es decir, a, a2 a3 an son infinitésimos de primer
segundo, tercero y n orden, respectivamente.Cauchy utilizé de nuevo su definicion de limite para definir la
continuidad de una funcion:Sea f(x) una funcién de la variable x, y supongamos que esta funcién posee un
valor Unico y finito para cada valor de x en un entorno dado. Si para un valor de x en este intervalo, se afiac
un valor infinitesimal h, la funcién aumenta en la diferencia f(x + h)f(x), que depende, a su vez, de la nueva
variable ~ y del valor de x. Establecido lo anterior, la funcion f(x) sera continua con respecto a x entre los
limites dados si, entre esos limites, un crecimiento infinitamente pequefio de la variable produce siempre ur
crecimiento infinitamente pequefio de la funcién.Se dice, ademas, que la funcion f(x) es continua en el
entorno de un valor particular atribuido a la variable, siempre que sea continua entre dos limites de X, inclus
muy proximos, que contengan al valor de que se trata.Esta definicion de la continuidad equivale a decir f(x)
sera continua en a si f(x) se aproxima al limite f(a) cuando x se aproxima al limite a. Sin embargo, dada su
ambigledad, ciertas expresiones como «suficientemente pequefia», «llega a ser y sigue siendo», serian
eliminadas mas adelante para ser sustituidas por expresiones numéricas bastante mas rigurosas, gracias a
trabajos de Karl Weierstrass (1815-1897). Inexistente en el Curso de andlisis, la definicién de derivada de
funcién aparece asi en el Compendio de 1823:

Ay _ fx+1D)+ f(x)

Ax a i

Cuando la funcién y = f(X) es continua entre los dos limites dados de la variable x y se asigna a esta variab
un valor comprendido entre los dos limites de que se trata, un crecimiento infinitamente pequefio atribuido ¢
la variable produce un crecimiento infinitamente pequefio de la funcién. Por consiguiente, si se hace x =1,
los dos términos de la razén de diferencias

seran cantidades infinitamente pequefias. Pero, mientras que estos dos términos se aproximaran indefinida
simultdneamente al limite cero, la razén podra converger hacia otro limite, sea positivo o negativo. Este
limite, cuando existe, tiene un valor determinado para cada valor determinado de x, pero varia con x.Esta
definicion es esencialmente la de la derivada de una funcion utilizada en la actualidad, si se exceptua la
utilizacién del limite a la izquierda y del limite a la derecha, que no aparece en Canchy. El punto fundament
de esta definicion es, evidentemente, la expresion de la derivada como un Imite particular de una funcion. E
concepto de diferencial es definido por Cauchy y en términos de la derivada: si dx es una cantidad finita,
entonces la diferencial dy de y = f(x) esta definida simplemente como f'(x)dx. Se puede decir también que Iz
diferenciales dy y dx son cantidades escogidas de manera que la razén dy/dx coincida con la «Ultima razon
el Emite y' = f "(x) de larazén y/ x. Cauchy se sirve a continuacion del concepto de diferencial expresado
en términos de la derivada para definir las diferenciales de orden superior. Por ejemplo, como la diferencial
= f'(x)dx es, de hecho, un funcién de x y de dx, manteniendo dx fijo, la funcién f'(x)dx tendra por derivada
f”(x)dx y una diferencial de orden dos d2y= " (x)dx2. En general, d”y = f"(x)dx"", donde f"(x) es llamado
por Cauchy el «coeficiente diferencial». La nocion de diferencial sélo tiene una significacion légica cuando
esta directamente relacionada con la derivada.Durante todo el siglo XV111, la integracién fue tratada como
una operacion inversa de la diferenciacion. La definiciobn de Cauchy de la derivada de una funcion esta
formulada de tal manera que la continuidad de la funcion resulta ser una condicion necesaria para la
diferenciacién de la funcién. Es probable que Cauchy, al desarrollar una exposicion rigurosa del calculo
integral sobre la base de una concepcion de la integral como limite de una cierta suma, tuviera buenas razc
para adoptar esta concepcion que va en contra de los trabajos de sus predecesores del siglo XVIII.
Consideraba, por otra parte, que esta manera de proceder tenia la ventaja de proporcionar siempre valores
reales para las integrales correspondientes a funciones reales y que era muy apropiada para todos los casc
incluso para aquellos en los que no se puede pasar generalmente de la funcién bajo el signo " a la funcién
primitiva. Es por esto por lo que, segun parece, Cauchy define la integral definida en términos del limite de
sumas integrales de la manera siguiente. Para una funcion y = f(x) continua entre los limites dados x0 y X,
subdivide este intervalo mediante los valores x0, x1, , .. ., xn=1 | con xn = X, y forma la suma caracteristica
de los productos
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Sn = (X1x0)f(x0) + (X2 X1)f(x1)+.....+(X—xn-1)f(x1-1)

Si los valores numéricos de las diferencias xi+1 —xil decrecen indefinidamente, el valor de Sn alcanzara un
cierto limite S que dependera Unicamente de la forma de la funcién f(x) y de los valores limites x0 y X. Este
limite es llamado, segln Cauchy, una integral definida. Denota al limite S con la notacion sugerida por
Fourier

N f(x)dx

en lugar de la sugerida por Euler

f(x)dx x=b

X=d

para designar la antidiferenciacion.

o f (xdx= f(b)- fla)

A continuacion Cauchy demuestra el teorema fundamental del calculoSin embargo, su demostracion no ere
enteramente rigurosa, porque no conocia el concepto de continuidad uniforme. Al definir la integral sin
recurrir a la derivada de la funcion, Cauchy se vio obligado a demostrar la relacion fundamental entre la
derivada y la integral sirviéndose del teorema de la media: si f(x) es continua en el intervalo cerrado [a,b] y
diferenciable en el abierto (a,b), entonces existe al menos un x0 tal que a < x0 < b yf(b)f(a) = (b -
a)f’(x0)(Cauchy demuestra la relacion y =f (x + x) x donde O<< 1y x es el intervalo dado.)

A pesar de todo el rigor introducido por Cauchy en el andlisis, quedan todavia puntos por clarificar: la
relacion entre la funcion continua y la funcién diferenciable no esta comprendida perfectamente (Cauchy cre
que toda funcién continua admite necesariamente una derivada), la eliminacion de ciertas frases vagas con
«llega a ser y sigue siendo mas pequefia que toda cantidad dada» para ser reemplazadas por una formulac
mas aritmética, la elaboracién de una definicion rigurosa del concepto de «ndmero», en una palabra, la
aritmetizacion del andlisis esté todavia por hacer, pero se ha dado un paso inmenso gracias a este gran
matematico francés.Cauchy y las series infinitas

Los trabajos de Cauchy sobre las series infinitas constituyen la primera exposicion importante sobre el teme
contribuyen a introducir un cierto rigor en el aspecto de la convergencia de las series infinitas. En su Curso
andlisis, Cauchy dice a propdsito de las sucesiones:Una serie (sucesion) es una sucesion infinita de cantid:
u0, ul, u2, .... que se suceden en virtud de una ley determinada. Estas cantidades son los diferentes términ
de la sucesion considerada.A continuacion, pasa al concepto de convergencia de una serie como sigue:Se:
=u0, +ul +u2 + ... + un_ la suma de los n primeros términos, donde n es un entero (niUmero natural). Si la
suma sn tiende hacia un cierto limite s para valores crecientes de n, entonces la serie se dice convergente,
limite en cuestion se llama la suma de la serie. Por el contrario, si la suma Sn no se aproxima a un limite
determinado cuando n aumenta indefinidamente, la serie es divergente y no tendra suma.Cauchy muestra
claramente en este pasaje que el concepto de limite estd directamente implicado en la definicion de
convergencia de una serie, y pone de relieve el hecho de que una serie infinita puede tener una suma en el
sentido de un Emite. A continuacion, enuncia el criterio de convergencia que lleva su nombre: una sucesior
Sm converge hacia un limite sélo si la diferencia de Sn+ry de Sn, para todo valor de y de n suficientemente
grande, puede hacerse menor en valor absoluto que cualquier cantidad dada. Cauchy demostré que esta
condicion era necesaria a partir de la definicion de convergencia, pero no pudo demostrar la suficiencia
porgue no disponia de una definicién rigurosa de los numeros irracionales para apoyar su
demostracion.Después de haber demostrado la condicién necesaria de su criterio de convergencia, Cauchy
enuncia y demuestra criterios especificos para la convergencia de series de términos positivos. Se encuent
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entre otros, los criterios de la raiz n—ésima, de la razén, de comparacion, del logaritmo. Demuestra también
gue la suma un + vn de dos series convergentes converge hacia la suma de las sumas distintas, y un resul
semejante para el producto. Cauchy muestra a continuacion que las series de términos negativos converge
cuando las series de los valores absolutos de los términos convergen, y deduce de ello el criterio de Leibni:
para las series alternantes. Se interes6 también por las series cuyos términos son funciones umvocas y
continuas o funciones de la variable compleja. A propésito de las series de Taylor y, en particular, de las
series de Maclaurin, Cauchy formula una observacién muy importante que estipula que una serie infinita de
Taylor converge hacia la funcién que ha sido desarrollada si el resto de Taylor tiende a cero. Mediante un
ejemplo, la funcién e—xx + e—1/xx, demuestra que la serie de Taylor correspondiente no converge hacia est
funcion. A pesar de algunas falsas interpretaciones, como la relativa a la integracién término a término de u
serie, y el hecho de que no llegara a comprender el concepto de convergencia uniforme, Cauchy hizo una
contribucién importante a la elaboracién de una teoria coherente de las series infinitas convergentes. Debel
a Cauchy un buen namero de definiciones precisas y de métodos rigurosos del analisis moderno.Las
funciones de variable compleja en CauchyCauchy nos dejé un monumento. Se trata de su teoria de
funciones de una variable compleja y de su integracion, una de las grandes contribuciones matematicas de
siglo XIX. Los primeros indicios de sta teoria se encuentran en su célebre Mémoire sur la théorie des
intégrales définies (Memoria sobre la teoria de las integrales definidas), leida ante la Academia de Paris en
1814, pero cuya publicacidn se retrasara hasta 1827. Cauchy se interesa en esta memoria por la validez de
técnica utilizada en aquella época, que consistia en calcular integrales definidas mediante variables comple
Intenta hacer riguroso este paso de la variable real a la variable compleja, utilizado por Euler desde 1759 y
Laplace desde 1782 en la evaluacion de las integrales definidas.

LaplaceCauchy estudia, de hecho, en esa memoria la posibilidad de intercambiar el orden de integracién er
las integrales dobles

¢ flxydydx= 3 ¢ f(x, y)dxdy

U S U S

_=—‘I =

y xox y
Se puede pasar del primer miembro al segundo con tal de que f(x, y) sea continua en el interior y en la
frontera de la region. A continuacién, Cauchy introduce dos funciones auxiliares U(x, y) y S(x, y) tales que
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u_ S

x y
(ecuaciones de Cauchy—Riemann). Estas funciones fueron obtenidas por Euler hacia 1777, cuando observt
que toda funcion de z = x + iy toma la forma M + iN, donde M y N son funciones reales, y que paraz = x — i

se obtiene la forma M—iN. Después Canchy considera la funcion f(x, y)dada por

Y oy O vy o U
Gy —dydx= 7y —dxdy
- .v B 1 .1,
Escribe
U_ S
x y

Asimismo, si f(x, y) viene dada por

. U S
2 r—dydx= ) —dxdy
1 1 .y 21 ] _t
se tiene

JF(2)dz= 1 F(z)dz

Estas dos ultimas ecuaciones pueden ser utilizadas para evaluar integrales dobles en uno u otro orden de
integracién. Sin embargo, Cauchy considera las dos ecuaciones entre las funciones U y S como las que
contienen toda la teoria. Por otra parte, habra que esperar a 1821 para que Cauchy se ocupe de los himer
complejos y las variables complejas de una manera explicita en su Curso de andlisis. En 1822, Cauchy par
de las ecuaciones (11 y (2) y deduce el teorema de la integral que lleva su nombre por combinacién de esa
ecuaciones, con el fin de expresar F(z) = S + iU, donde z = x + iy y el teorema en que

c+id N\ A=

uhhf(")d*
Esta integral ilustra el caso sencillo de una integracién compleja a lo largo de la frontera de un rectangulo y
muestra que el resultado obtenido es independiente del contorno elegido. Pero es en 1825 cuando Cauchy
publica un articulo, reconocido por muchos como el més importante de los suyos. Titulado Mémoire sur les

intégrales définies prisas entre des limites imaginaires (Memoria sobre las integrales definidas entre limites
imaginarios), Cauchy presenta en él, en primer lugar, el problema de evaluar la integral siguiente

donde z = x + iy. Aqui x + iy es definitivamente un punto del plano complejo y la integral esta calculada sob
una trayectoria del plano complejo. Es, de hecho, la definicion de la integral entre dos limites complejos cor
el limite de una suma. Resulta de ello una generalizacion de su resultado para los rectdngulos. Cauchy mu
también que si la funcién y su derivada estan acotadas y son continuas, entonces el limite obtenido es
independiente del contorno escogido.Cauchy continué modificando y afinando sus ideas sobre la integracio
compleja a partir de 1826. En efecto, en 1827, una nota incluida en sus Ejercicios de matematicas subraya
importancia del concepto de «valor principal» en la teoria de los residuos. El concepto y el desarrollo de los
residuos constituyen una contribucion muy importante de Cauchy. En 1831 obtiene su «féormula integral» y,
partir de 1846, Cauchy aborda el estudio de la teoria de funciones de variable compleja por si mismay elakt
las bases de esta teoria. En 1f351, introduce términos nuevos: monotipica 0 monddroma para designar la
funcién univoca para cada valor de z en un dominio cualquiera; una funciéon es mondgena si para cada z pc
una sola derivada (o la derivada es independiente del contorno); una funcién monogénea que no se hace
infinita se llama sinéctica (holomorfa).Otras contribuciones matematicas de CauchvEntre sus muchas otras
contribuciones a las diferentes ramas de las mateméaticas no podemos mas que citar algunas de las mas
sencillas.Canchy mejoro6 la formacién de los conceptos y clarificd una buena parte de la teoria de curvas en
espacio en sus Lecons sur les aplocations da calcul infinitesimal a la géometrie (Lecciones sobre las
aplicaciones del célculo infinitesimal a la geometria) de 1X26. Tras haber descartado los infinitésimos
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constantes y los ds, disip6 la confusién entre las nociones de crecimiento y de diferencial y acentué la
significacion deds2 = dx2 + dy2 + dz2en términos mas explicitos, de

2 2 » -

ds dx = dy = dz =
= = = 4+ = 4 =

dt dt dy dt

Su desarrollo de la geometria de curvas es practicamente moderno y deduce férmulas modernas para los
cosenos directores, la curvatura de las curvas, etc., ademas de introducir el plano oscilador como el plano
formado por la tangente y la normal principal.Una de las primeras contribuciones de Cauchy a la teoria de |
determinantes fue una memoria publicada en 1815 en la que proporciona la primera exposicion sistematica
los determinantes en una forma casi moderna. Se le debe, entre otras cosas, la disposicion de los elementc
filas y columnas y la notacion de los indices dobles aij, asi como el término «ecuacién caracteristica» para |
) = 0 donde p representa un polinomio matricial. Es en esa memaoriadonde se encuentran numerosos teorer
generales como el de la multiplicacion de los determinantes:@aijgg bijg = @cijg donde gaijgy @ bij @ son
determinantes de orden ny

Cy = ay by

k
El término de lafila iy la columna j del producto es la suma de los productos de los elementos
correspondientes de la fila i gaij @ y de la columna j gbij @ . Cauchy mejoré el desarrollo de Laplace de los
determinantes. En 1829 encontré la primera demostracién general de que los valores propios de una matriz
simétrica son reales y de que la forma cuadratica correspondiente puede ser transformada en una suma de
términos cuadrados (diagonalizacion), mediante una sustitucion ortogonal (o transformacion lineal). Se
encuentra, por ultimo, en una memoria de 1826, una demostracion directa de que la ecuacion caracteristice
invariante respecto de transformaciones ortogonales, con motivo de la reduccién de una forma cuadratica d
tres variables, y una demostracién de que las raices de la ecuacion caracteristica son reales.Canchy fue el
primer matematico que consideroé la cuestidn de la existencia de soluciones de ecuaciones diferenciales y
consiguié dar dos métodos apropiados. Redactd una serie de memorias sobre el tema que movieron a los
matematicos a preocuparse del problema de los teoremas de existencia en ecuaciones diferenciales. Se
interes6 también activamente, desde 1844, por la geometria analitica del espacio, y obtuvo resultados
interesantes: entre otros, una formula general para la transformacién de coordenadas oblicuas y la ecuacio
una Enea recta bajo la forma

x-a y-b z-c

cos®t cosP  cosy
(fue el primero en escribirla bajo esa forma). En el tema de las congruencias de polinomios, Cauchy demos

en particular, que para todo polinomiof(i) = a0+ al i+ a2i2+......... se tienef(i)=a0
—-az2+ad—.......... +(al-a3+a5-........ )i médulo i2+1

(Cauchy introdujo i en lugar de x, porque i representaba para €l una cantidad realmente indeterminada). Se
interes6 también por la teoria de los grupos de sustitucion y consagré un buen nidmero de memorias a la
cuestién. En particular, demostré la afirmacion de Galois de que todo grupo finito de sustitucién cuyo orden
es divisible por un nimero primo p contiene al menos un subgrupo de orden p, ademas de tratar
abundantemente los valores no numéricos que pueden adoptar funciones de n letras por permutacién de la
letras, y encontrar funciones que toman un nimero dado de letras.El nombre de Cauchy se ha mantenido e
primer plano en campos tan variados como el analisis, la mecéanica o la fisica matematica.Si bien es cierto ¢
las dos figuras dominantes de la primera mitad del siglo XIX fueron, sin discusién, Gauss y Cauchy, tambiéi
se hicieron notar, en esta época, una pléyade de matematicos de talento. Queremos, en las paginas siguiel
hacer justicia particularmente a un cierto nimero de ellos, mencionando brevemente algunas de sus
contribuciones.DIRICHLETPeter Gustav Lejeune Dirichlet (1805-1859), matematico aleman que terminé
sus estudios en Paris, fue discipulo de Gauss al que sucedié en Gotinga en 1855. Su gran tratado, titulado
Vorlesangen lber Zahlentheorie (Lecciones sobre teoria de nimeros) es, de hecho, una explicacion de las
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Disquisitiones arithmeticae de Gauss que comprende ademas un nimero imponente de resultados originale
Dirichlet se vio obligado a utilizar los recursos del analisis para tratar problemas de la teoria de nimeros.
Partiendo de una sucesion aritmética general de laformaa,a+ b, a+ 2b, ....a+ nb, ..., donde a'y b son pri
entre si, Dirichlet mostré que esta sucesion contiene un nimero infinito de nimeros primos. Enunciado
anteriormente por Euler y Legendre, este teorema fue demostrado por Lejeune Dirichlet en 1837 y constituy
una generalizacién del teorema de Euclides sobre el nimero infinito de nime ros primos en la sucesién de
nameros naturales 1, 2, 3, ..., etc. Para demostrar esta generalizacion, Dirichlet recurrié a una prueba anali
larga y complicada, en la que se utiliza lo que se llama actualmente la serie de Dirichlet,

an’-
n=1
donde las az y z con complejas. En relacion con el resultado de su teorema, demostré también que la sume
los reciprocos de los nimeros primos de la sucesion {a + nb} diverge. Dirichlet nos legé también una
demostracion del ultimo teorema de Fermat para el caso n = 5.Hemos visto que Lejeune Dirichlet termind s
estudios cientificos en Paris y, de 1822 a 1825, se relacion6 a menudo con Fourier, quien le ayudé a obten
un puesto de profesor en Alemania recomendandole a Von Humboldt. Parece que Dirichlet desarrollé un
interés marcado por las series de Fourier como consecuencia de sus encuentros con él en Paris. Fue el pri
en formular un conjunto de condiciones suficientes para asegurar la convergencia de las series de Fourier
hacia la funcién f(x); estas condiciones son:1. que f sea univoca y acotada;2. que f sea continua a trozos, e
decir, que acepte solamente un numero finito de discontinuidades en el periodo;3. que f sea monoétona a
trozos, es decir, que posea solamente un ndmero finito de maximos y minimos en un periodo.También con
motivo de este estudio, Dirichlet ofrecié en 1829 un ejemplo de funcién que se define asi Se debe también
Dirichlet una definicién de la funcion uniforme que se utiliza frecuentemente en la actualidad: y es una
funcién de x si a cada valor de x en un intervalo dado corresponde un valor Unico de y.En resumen, sus
trabajos se refieren sobre todo a la teoria de nimeros y a la teoria de las series e integrales trigpnométrica:
como a la de las ecuaciones en derivadas parciales.

cparatodox ()

f(x)=

‘paratodox IR!Q

ABEL

P 7\

Niels Henrik Abel (1802-1829) fue el mayor matematico que haya producido Noruega. Hijo de un pastor,

se cri6 en una familia pobre y desunida, pero gracias a su profesor Berdt Michael Holmboe, quien reconocic
en él al futuro mayor matemético del mundo, y al gobierno noruego, pudo llevar sus estudios a término.
Después de realizar estudios en Christiana y Copenhague, recibié una beca que le llevo a visitar Europa. A
residié en Pans, pero fue practicamente ignorado por los matematicos franceses. Viajo también a Italia 'y
después a Berhn, donde conoci6 a Crelle. Al volver a su pais tuvo todo tipo de dificultades, pero sus trabajc
comenzaron a atraer la atencion de los matematicos de la época. Desgraciadamente, enfermd de tuberculo
murio casi en la miseria en Arendal, cuando tema tan solo veintiséis afios.Los siglos XVII y XVIII fueron
testigos de innumerables tentativas infructuosas de resolver la ecuacion general de quinto grado mediante
radicales. Durante sus primeras investigaciones, Abel crey6 haber encontrado una solucion utilizando el
enfoque preconizado por Gauss para la ecuacién binémica. Pronto descubri6é un error, e intentd demostrar
imposibilidad de tal solucién. Algun tiempo después consiguié demostrar el teorema siguiente: las raices de
una ecuacion resoluble por radicales pueden ser formuladas de forma que cada radical que aparece en la
expresion de las raices pueda expresarse como una funcion racional de las raices de la ecuacion y ciertas
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raices de la unidad. Hacia 1826, Abel se sirve de este teorema para probar que la ecuaciény5 — ay4 + by3-
+ dy— e = 0no es resoluble por radicales, es decir, que y no puede ser expresada en términos de a, b, ¢, d \
utilizando un nimero finito de voces las cuatro operaciones aritméticas fundamentales ademas de la
extraccion de raices. Estudiando ciertas ecuaciones especiales, como la de la lemniscata (xn—1 = 0,
equivalente a la ciclotomia de Gauss), llegd a una clase de ecuaciones algebraicas, llamadas «ecuaciones
abelianas», que son resolubles por radicales. Por ejemplo, la ecuacién ciciotémica xn — 1 = 0, en donde n €
un namero primo, es una ecuacion abeliana. Abel introdujo también dos nociones nuevas: cuerpos y
polinomios irreducibles en un cuerpo dado. Un cuerpo de nimeros significa, segun Abel, una coleccion de
nameros tales que la suma, la diferencia, el producto y el cociente de toda pareja cualquiera de la coleccior
son cerradas en la coleccion (son también nimeros de la misma coleccién). Asi, los nimeraos racionales, re
y complejos forman, respectivamente, un cuerpo.Durante su estancia en Paris, Abel escribié una carta a ur
amigo, en la que el extracto siguiente es particularmente revelador de las dificultades personales con las gt
se enfrent6 para darse a conocer:Todo principiante tiene dificultades enormes para hacerse notar aqui. Ace
precisamente de terminar un tratado considerable sobre una cierta clase de funciones trascendentes [...] pe
Sr. Cauchy se propone mirar este trabajo sé6lo por encima.Por consiguiente, Abel confié la memoria a Cauc
con la esperanza de que éste la analizara en profundidad, pero Cauchy la extravid, por descuido o
voluntariamente, lo que no se sabra probablemente nunca. Titulado Mémoire sur une propriété générale d'L
classe tres étendue de fonctionstranscendantes (Memoria sobre una propiedad general de una clase muy
extensa de funciones trascendentes), este texto largo y dificil de comprender debia ser evaluado por Cauct
Legendre. Como se sabe, Cauchy perdid su pista y Legendre simplemente lo olvidd, pero después de la
muerte de Abel la Academia buscé la memoria y la publicé en 1841, cuando fue encontrada, como
reconocimiento postumo a este joven genio de las matematicas. Mientras tanto, otros matematicos publicar
antes de 1841 resultados sobre las funciones elipticas, varios de los cuales estaban ya contenidos en la
memoaria de Abel. La idea profundamente original de Abel fue realizar la inversién de la integral eliptica de
primera especie,
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tomando su valor como variable independiente y su limite superior como funcién. Como x = sen , Abel
propuso estudiar x como una funcién de F. La introduccion de los numeros complejos en las integrales
elipticas le permitio desarrollar lo que se llama habitualmente «teorema de adicion para las funciones
elipticas» . Pero Abel hizo, en 1828, un descubrimiento importante que desperté el entusiasmo de numeros
matematicos, comenzando por Legendre y Jacobi. Hablamos de la propiedad fundamental de las integrales
llamadas actualmente abelianas. Por el estudio de una generalizacion de las integrales elipticas e hiperelip
("R(X, y)dx, donde R(X Y) es una funcion racional de x y de y con y2= P(X) y el grado de P al menos cinco
Abel se vio conducido al estudio de la integral siguiente:

v dx
0 'IP(.\')

donde P(x) es un polinomio de grado superior o igual a cinco. Invirtiendo la relacién entre u y v. obtiene
evidentemente v = f(u), y esta funcion es un caso especial de lo que se llama una «funcién abeliana». La
importancia de esta generalizacion es ilustrada claramente por las palabras de Emile Picard en 1893:No ha
en la historia de la ciencia, proposicion tan importante obtenido a partir de consideracion tan sencilla.Abel s
ocupo también del problema general del rigor en analisis y, en particular, se inspir6é en el rigor de los trabajc
de Cauchy. En el tema de la convergencia de las series infinitas, fue el primero en demostrar la convergenc
de la serie bindbmica, ademas de haber corregido un error de Cauchy sobre la continuidad de la suma de ur
serie convergente de funciones continuas sirviéndose de la idea de la «convergencia uniforme».Después d
muerte su talento fue reconocido por dos hechos notables. Dos dias después de su muerte, Crelle anuncial
una carta su nombramiento para un puesto de profesor en la Universidad de Berlin. Con Jacobi, Abel recibi

u=
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el Gran Premio de la Academia de Paris del afio 1830. Ha habido pocos matematicos cuyo nombre haya
guedado unido a tantos conceptos de la matematica moderna; baste mencionar los teoremas de Abel, las
integrales abelianas, las ecuaciones abelianas, los grupos abelianos, las formulas de Abel.

JACOBICarl Gustav Jacob Jacobi (1804-1851), matematico aleman cuyos estudios, realizados en Berlin, e
llevaron en 1827 a ensefiar matematicas en Konigsberg. Su padre, rico banquero, le procurd cuanto era
necesario para completar su formacion filolégica y matematica. Profesor nato, conocié una carrera brillante,
como docente y como investigador, pero renuncié a sus funciones en 1842 por razones de salud y se retird
Berlin con una pension del gobierno prusiano.Jacobi es célebre en matematicas principalmente por sus
trabajos sobre las funciones elipticas y los determinantes funcionales, llamados también jacobianos.

En 1829 Jacobi utiliza por primera vez los determinantes funcionales que llevan su nombre. Algunos afios
después, expresa los cambios de variable en las integrales multiples, mediante determinantes. Por ejemplo
integral doble ""F(x,y)dxdy, mediante

el cambio de variables x = f(u, U), y = g(u, v), se convierte en

Juf.
£.8,
Donde H(u,v)F(f(u,v),g(u,v)) y el determinante

Hiu,v)

dudv

fu f.
£.8,

vi_ f e f g

_f u v v o u

se llama el jacobiano de x e y con respecto a u y a v. Se dice que Jacobi estaba tan entusiasmado con los
determinantes funcionales que insistia en concebir los determinantes numéricos ordinarios de orden n com
jacobianos de n funciones lineales de n variables. Ademas, en 1841, se tomo el trabajo de publicar una larg
memoria consagrada exclusivamente a los determinantes funcionales. En esta memoria pone claramente d
manifiesto que el determinante funcional es, en varios aspectos y para las funciones de varias variables,
analogo al cociente diferencial de una funcion de una sola variable. Jacobi insiste también en el papel de et
determinante para definir las condiciones de dependencia e independencia de un conjunto de ecuaciones c
funciones. Asi, considera n funciones v1, v2, ....., vn, tales que cada una es una funcién de las n variables »
X2, ..., Xn, y propone la cuestion de como, partiendo de estas n funciones, las n variables pueden ser
eliminadas de manera que las vi estén relacionadas mediante una ecuacion.

Demostré que si el jacobiano de las vi con respecto a las x; se anula, las n funciones son mutuamente
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dependientes, y a la inversa. Se puede también subrayar la presencia en esta memoria del teorema del
producto para los jacoblanos: si las vi son funciones de las y; y éstas son funciones de las xi, entonces el
jacobiano de las vi con respecto a las xi

es el producto del jacobiano de las vi con respecto a las yi y del jacobiano de las yi con respecto a las xi;.
Finalmente, Jacobi demostré también, como lo habia hecho Cauchy, que todo determinante real simétrico ¢
cualquier orden tiene raices caracteristicas reales.Dado que Gauss public6 muy pocos de sus resultados
originales, fueron Abel y Jacobi los que influyeron mas en el desarrollo ulterior de las integrales elipticas.
Parece ser que Abel y Jacobi estuvieron influenciados al principio por los trabajos de Legendre, y los dos
matematicos comparten la gloria de haber reconocido, independientemente uno del otro y de cualquier otro
por una parte la necesidad de invertir las integrales elipticas de Legendre y de trabajar en todo el campo de
variable compleja, y por otra parte la necesidad de referirse a la integral misma con el fin de deducir sus
principales propiedades, la fundamental de las cuales quiza sea la de la doble periodicidad, es decir, que
existen dos nimeros complejos z1 y z2 tales quev = f(u) = f(u + z1) = f(u + z2) donde

v dx
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y z1y z2 son dos periodos distintos de la funcion eliptica. Jacobi publicé en 1827 sus primeros trabajos sok
el tema, cuatro afios después de la memoria de Abel; estas dos memorias fueron editadas en la misma revi
cientifica, La revista de Crelle (la primera revista mateméatica alemana). Jacobi recogi6é en un cuerpo de
doctrina sus propios descubrimientos sobre las funciones elipticas; varios de estos resultados fueron tambi
obtenidos por Abel, en los Fundamenta nova theorive functionum ellipticarum de 1829.Después de 1829,
Jacobi tomé conciencia de que el método de base utilizado en sus Fundamenta nova resultaba inapropiadc
en consecuencia, intentd expresar las funciones elipticas mediante funciones auxiliares. Fue asi como
introdujo las funciones zata, que son ilustradas mediante

®( _) _ ()—n:n!m:
)=

N=-

donde z y t son complejas, y expreso entonces las funciones elipticas seno amplitud (so u), coseno amplitu
(sn u) y delta amplitud (cn u) en términos de estas funciones. Obtuvo también diversas expresiones para la:
funciones zeta bajo la forma de series infinitas y productos infinitos. En una importante Memoria de 1835,
Jacobi demostré que si una funcion univoca de una sola variable es doblemente periddica, la razén de los
periodos no es un numero real, y que es imposible que tal funcién tenga mas de dos periodos distintos. Est
descubrimiento abria un nuevo campo de investigacion: el problema de encontrar todas las funciones
doblemente periddicas. Aplicé asi las funciones reta a la teoria de nimeros.Jacobi se interes6 también por
calculo de variaciones, y su principal descubrimiento se refiere a la existencia del concepto de puntos
conjugados. Finalmente, mencionemos en teoria de nimeros sus demostraciones, las primeras sobre las e
de reciprocidad bicuadratica y cubica.

BOLZANOBernhard Bolzano (1781-1848), filésofo, l6gico y matematico checo, naci6é en Praga en 1781.
Era hijo de un anticuario italiano y de una alemana. Al terminar sus estudios se piensa en él para la catedra
matematicas recientemente vacante en la Universidad de Praga. Después de haberse consagrado como
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sacerdote, ensefia filosofia y religién en la Universidad, pues el puesto de matematicas habia sido adjudica
un candidato que poseia mayor experiencia pedagogica que la suya. Acusado de racionalismo, se le inco6
proceso que condujo, en 1820, a su expulsion de la Universidad y a la prohibiciéon de publicar sus obras.
Durante la estancia de Cauchy en Praga, Bolzano menciona en una carta de 18 de diciembre de 1843 dirig
a su alumno Fesl en Viena que «naos visitamos varias veces durante los dias que pasé en Praga».

En su memoria de 1817, titulada Demostracién paramente analitica del teorema: entre dos valores
cualesquiera que dan dos resultados de signos opuestos se encuentra al menos una raiz real de la ecuacic
Bolzano presenta definiciones rigurosas de la funcién continua y de la derivada de una funcién, asi como ul
concepcion clara de las relaciones que unen la diferenciabilidad y la continuidad de una funcién.Bolzano da
definiciéon siguiente de la continuidad de una funcién:Que una funcién f(x) varie segun la ley de continuidad
para todos los valores de x situados en el interior o en el exterior de ciertos limites, equivale a lo siguiente.
es cualquiera de tales valores, se puede hacer que la diferenciaf(X + W) - f(X)sea mas pequefia que toda
magnitud dada si se puede tomar w tan pequefia como se quiera.Se observa que esta definicion no difiere
esencialmente de la de Cauchy, y que convierte también en un elemento fundamental el concepto de limite
Ocurre lo mismo con la definicién de derivada de una funcién propuesta por los dos autores. Afiadamos qu
Bolzano subrayo6 el hecho de que la derivada de f no es un cociente de ceros o de cantidades evanescente
sino un nimero hacia el que se aproxima el cociente. Ademas, intentdé demostrar teorema siguiente:Toda
funcién continua de x que es positiva para X = a y negativa para x = ,B, debe anularse para cierto valor
intermedio situado entre y pero afirma que, reflexionando de manera mas precisa sobre ello, en el fondo
esta proposicion es idéntica al teorema sobré el que versa su memoria. Siempre a proposito de la continuid
de las funciones, Bolzano distingue entre funcién continua y funcién diferenciable, cosa que Cauchy no hizc
porque creyd durante casi toda su vida que una funcién continua era siempre diferenciable. En efecto, en
1834, Bolzano, en su Théorie des fonctions (Teoria defunciones)

<]
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separa el concepto de continuidad del de derivabilidad: cuarenta afios antes de Weierstrass, habla construi
una funcién de una variable real, continua en un intervalo cerrado, que no tiene derivada en ningun punto d
ese intervalo.

Sea AB un segmento de recta y M su punto medio. Se dividen AM y MB en cuatro partes iguales. Sean A3
B3 las reflexiones de A3 y B3 por el espejo. La linea quebrada AA”3MB"33B sobre la que se aplica el mism
proceso de subdivisién que sobre AB proporciona 16 segmentos de recta. Continuando este proceso
indefinidamente, el conjunto de las lineas quebradas converge hacia una curva que representa una funcién
continua, la cual no es diferenciable en ninguna parte.Subrayemos que la importancia de esta obra inacaba
reposa esencialmente en su tratamiento sistematico y profundo del concepto de funcién. En particular,
Bolzano subraya el caracter local de la continuidad: examina la continuidad en un punto y estudia
separadamente la continuidad a la izquierda y a la derecha.Bolzano pone de manifiesto también la necesid
de considerar la cuestion de la convergencia de las series infinitas. Definié asi una clase de series:La varias
(crecimiento o decrecimiento) que experimenta su valor mediante una prolongaciéon de sus términos llevade
tan lejos como se quiera, es siempre mas pequefia que una cierta cantidad, que puede tomarse, a su vez, t
pequefia como se quiera, si se hubiera prolongado ya la serie lo suficientemente.[...1 existe siempre una, p
s6lo una cantidad constante a la que se aproxima el valor de esta serie (de términos finitos) tanto como se
quiera, cuando se la prolonga lo suficientemente.Introdujo también, para la sucesion de funciones con x fijo
F'(X)1, F2(x), ..., Fn(x), ..., Fn+r(x), ..., el teorema que afirma que la diferencia entre su término n—ésimo
Fn(x) y todo término ulterior Fn+r (x), por alejado que esté del n—-ésimo, es mas pequefia que toda cantidad
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dada, si n se ha tomado lo suficientemente grande; entonces, existe siempre, segin Bolzano, una cierta
cantidad constante, y una sélo, a la que se aproximan cada vez mas los términos de esta serie, y a la que
pueden aproximarse tanto como se quiera, cuando se prolonga la serie lo suficientemente. Su demostracio
es completamente rigurosa, porque la determinacion de esta «cantidad constante» exigia una concepcion
licida de los numeros irracionales. Ademas, se encuentra en esta demostracion la condicion de Cauchy pa
convergencia de las sucesiones, formulada en términos de una condicion suficiente solamente, sin formulax
términos explicitos la condicién necesaria.En su demostracion puramente analitica del teorema que afirma
existencia de una raiz de la ecuacién entre dos valores cualesquiera que dan dos resultados de signos opu
Bolzano utiliza un lema que establece la existencia de una cota superior minima para un conjunto de nime
reales. Este lema esta formulado en estos términos:Si una propiedad M no pertenece a rodos los valores dt
una cantidad variable x, pero pertenece a todos los que son mas pequefios que un cierto u, existe siempre
cantidad U que es la mayor de aquellas de las que se puede afirmar que todos los valores inferiores x pose
la propiedad M.Es el tearema de Bolzano—Weierstrass: un conjunto mayorado de nimeros reales admite ut
limite superior preciso U.Bolzano se interes6 también por el estudio de los nimeros reales con el fin de erig
una teorfa al respecto, ademas de abordar nociones que abrian a las matematicas una perspectiva nueva:
la teoria de conjuntos. Su Ultima gran obra, titulada Paradozien des Unendlichen (Paradojas del infinito),
publicada por Préhonsky en 1851, después de la muerte de Bolzano, aporta las definiciones (tomadas de |z
Teoria de la ciencia, de 1837) de conjunto, cantidad, nimero, conjunto finito y conjunto infinito. Bolzano
demostré la existencia de la correspondencia biunivoca, como lo habla hecho Galileo, entre los enteros
naturales y los cuadrados perfectos, entre los elementos de un conjunto infinito y los de un subconjunto
propio. Ademas, Bolzano parece haber reconocido que la cardinalidad de los nimeros reales es de un orde
diferente de la del conjunto de los enteros.Como Boyer se complace en decir, Bolzano «predicaba en el
desierto», y muchos de sus resultados originales fueron redescubiertos mas tarde. Por otra parte, sus traba
no fueron conocidos hasta finales del siglo XIX.

POISSON

Siméon-Denis Poisson (1781-1840), hijo de un administrador de la ciudad de Pithiviers, entr6 en la Escuel
Politécnica en 1798, aunque su padre esperaba que se hiciera médico. Fue el alumno preferido de Laplace
su salida de la Escuela, a los diecinueve afios, se orientd hacia la ensefianza. Primero suplente de Fourier,
convirtié a continuacion en profesor y después en examinador en la Escuela Politécnica. Elevado a la digni
de par en 1837, fue llamado el mismo afio para formar parte del Consejo Real de la Universidad, en donde
hizo cargo de la direccidn de la ensefianza de las matematicas en todos los colegios de Francia. Publicé ce
de 400 trabajos y memorias, y su reputacién como profesor fue excelente. Su obra, inmensa y diversificada
aborda principalmente la fisica matematica, los problemas de atraccion de potencial, mecéanica celeste y
probabilidades, enrigueciendo también el andlisis matematico, aunque guardandose bien de ser un matems
puro. Sus dos tratados principales son: Traité de mécanique (Tratado de mecanica), 2 vols., 1811y 1833,y
Recherches sur la probabilité des jugements (Investigaciones sobre la probabilidad de los juicios), 1837.
Poisson se interesé por la manipulacion de las series y, en particular, sus investigaciones trataron de la
férmula para la suma de las potencias enteras de los enteros positivos, que recurre a los nimeros de Bernc
y fue el primero en ocuparse del resto R haciendo un estudio serio de él. Su interés se centré también en e
estudio de la convergencia de las series, rechazando la utilizacién de las series infinitas divergentes aunqu
sin embargo, en la practica las utilizara abundantemente, quiza sin saberlo, para la representacion de funci
arbitrarias mediante series trigonométricas. Poisson publicé una memoria en 1820 en la que se sirve de las
integrales de funciones complejas calculadas a lo largo de trayectorias del plano complejo. Por ejemplo,
partiendo de

1 dx

-1 x

hace x =ei donde toma sus valores de (2n + 1) a 0O, y obtiene el valor —(2n + 1) i;, tratando la integral
como el limite de una suma. A propdésito de las ecuaciones integrales, descubrio la expresion integral de la
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funcién g en la transformada de LaplacF(q% = e Mg(t)dt

Utilizé también la nocién de sumabilidad en el estudio de la suma de series trigopnométricas, ademas de
servirse de lo que se denomina actualmente la «sumabilidad de AP?{') : Si a x"
- - II.

n=)

tiene un radio de convergencia r y converge para X = r, entonces

im ~ f(x)= ar"

=)

En su tratado de probabilidad de 1837, puede encontrarse la conocida distribucién de Poisson o la ley de Ic
grandes nimeros de Poisson: en la distribucién binomial f(x) = (p + q)n donde p + g = 1 y n es el nimero de
pruebas, cuando n aumenta indefinidamente, esta distribucién tiende ordinariamente hacia una distribucion
llamada normal; pero si, cuando n aumenta indefinidamente p tiende a cero de manera que el producto np
permanezca constante, se tiene el caso limite de la distribucion binomial llamada la «distribucion de
Poisson».Poisson quedé muy impresionado con los trabajos de Fourier sobre las series trigopnométricas, y
consagré muchas energias y esfuerzos a resolver, mediante estas series, ecuaciones diferenciales en deri\
parciales, pero a este respecto fue demasiado optimista en la utilizacion que hizo de estos desarrollos en st
En su Mémoire sur la théorie des ondes (Memaria sobre la teoria de las ondas), de 1816, Poisson da la
integral de Fourier de una manera parecida a la de Cauchy.Proporciona, por ejemplo, la ecuacién exacta de
potencial cuando el punto es atraido hacia el interior de la masa atractora, llamada ecuacién de Poisson, pe
cuya demostracidén es poco rigurosa, incluso para las exigencias de la época: partiendo de la ecuacioén del
potencial de Laplace.
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X y Z
donde V es una funcién de X, y, y z que esta definida para todo punto (X, y, z) que esté en el interior 0 en el
exterior de la masa atractora, Poisson demostré que si el punto esta en el interior de esta masa, entonces \
satisfacedonde Q designa la densidad de la materia atractora, la cual es también una funcion de las
coordenadas x, y y z del punto.Pero es sobre todo en electricidad y en magnetismo en donde es el iniciadol
la teoria del potencial magnético, estableciendo los principios de la teoria matematica de la electrostatica y
estudiando la distribucién de la electricidad en la superficie de los cuerpos conductores, las propiedades de
imanes producidos por influencia, sin olvidar, finalmente, sus trabajos sobre la capilaridad, la elasticidad y s
papel importante en mecanica. Inspir6 muchas investigaciones ulteriores, en particular las de
Green.GREENGeorge Green (1793-1841), matematico inglés, autodidacto, desarroll6 las investigaciones c
Poisson en electricidad y en magnetismo. En 1828 publicé una memoria titulada Essay on the application o
mathematical analysis to the theories of electricity and magnetism (Ensayo sobre la aplicacion del analisis
matematico a las teorias de la electricidad y el magnetismo), que tuvo una difusién restringida. Este estudia
permanecio practicamente desconocido hasta que Lord Kelvin, sir William Thomson (1824-1907), lo hiciere
reimprimir en 1846.Como Poisson, parte de la ecuacion del potencial de Laplace y demuestra, en este ensz
el célebre teorema al que esta unido su nombre, y cuya formulacién moderna es: si P y Q son dos funcione
x ey tales que sus derivadas parciales son continuas en una region del plano XY acotada por una curva C,
entonces

Q

P
= —__ dxdy =
R X y i

Pdx+ Qdy
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(en notacién moderna). Este teorema, y el correspondiente en tres dimensiones, fueron demostrados tambi
por Ostrogradsky en 1X28. Green aplico su férmula a problemas de electricidad y magnetismo. y sus trabaj
inspiraron a la escuela inglesa de fisica matematica, que contaba en sus filas con Kelvin, Stokes, Rayleigh |
evidentemente, Maxwel OSTROGRADSKY Miguel Ostrogradsky (1801-1861), de origen ucraniano,
comenz6 sus estudios universitarios a los catorce afios en la Universidad de Jarkov, fundada en 1805 come
consecuencia de una reforma emprendida por el zar en 1802. Ostrogradsky hizo estudios brillantes en la
Universidad, obtuvo su primer grado cientifico, y parecia destinado muy naturalmente al profesorado de
universidad. Pero el impulso del movimiento revolucionario y la represion administrativa y policial ejercida
por Alejandro | hicieron que la arbitrariedad de las autoridades locales dejara, en 1820, al mejor alumno de
Jarkov sin documentacion oficial que atestiguara los estudios que habla hecho. Ostrogradsky acept6 su sue
pero decidié proseguir sus estudios en Paris, en donde puede encontrarsele ya en el verano de 1822. Seg(
parece, el joven matematico ruso se hizo notar por su inteligencia y la seriedad de sus estudios, pues Cauc
Poisson, Fourier, Lame, etc., se interesaron por sus trabajos. En t828 volvié a Rusia, mas precisamente a ¢
Petersburgo, donde sus primeras memorias publicadas en Paris le hablan procurado una reputacion que
precedio a su llegada a Rusia. Si su ilustre contemporaneo Lobachevsky, que trabajaba en Kazan, no
consiguié ningln reconocimiento en vida, ni siquiera de Ostrogradsky, este ultimo, por el contrario, gracias
sus investigaciones en matematicas y en mecanica, conocié un gran renombre y un respeto merecido ya de
sus primeros afios de actividades matematicas. Miembro de numerosas Academias, fue elegido
correspondiente del Instituto de Francia en 1856 en el lugar de Dirichlet.Ostrogradsky escribid, en 1826, un
memoaria titulada Démostration d'un théoreme du calcul integral (Demostracién de un teorema de calculo
integral), en la que se encuentra, de hecho, dos teoremas que tienen un caracter auxiliar: el que dio su non
a la memoria es un caso particular del teorema de Green pero, para establecer este teorema, demuestra er
primer lugar una proposicién importante. Esta proposicion transforma las integrales triples, tomadas con
respecto a un volumen V, en integrales con respecto a la superficie S que limita el volumen (en notacion
moderna)

Fi i R u- (Pcosa +Qcos P + Rcosy)ds
. - \}

Yoxooy Z

donde dV es el elemento diferencial de volumen, dS el elemento diferencial de superficie, , ,y
representan los dngulos de la seminormal positiva con los ejes de coordenadas rectangulares, P, Q y R sor
funciones de x, y y z. En la literatura matematica, se llama a veces teorema de Gauss, a veces formula de
Green, a veces férmula de Ostrogradsky y a veces teorema de la divergencia.Los trabajos cientificos y la
actividad pedagodgica de Ostrogradsky tuvieron una influencia particularmente importante en el desarrollo d
las ciencias en Rusia. En efecto, prepar6 las condiciones propicias para la creacion de la escuela matemati
organizada por Chebichev, ademés de ser considerado como el fundador de la escuela rusa de mecéanica
tedrica. Estimuld en Rusia numerosas investigaciones, sobre todo en fisica matematica, célculo de
variaciones, teoria de las integrales multiples y teoria de las funciones algebraicas. Con sus ensefianzas
preparé a numerosos profesores de matematicas, cuya formacién estaba dirigida sobre todo hacia el camp
las matematicas aplicadas. LA ARITMETIZACION DEL ANALISISINTRODUCCIONNewton y Leibniz
enunciaron claramente las reglas de operacion de célculo diferencial e integral, y sus sucesores inmediatos
confiaron ciegamente en el simbolismo para lanzarse con entusiasmo a la basqueda de resultados
sorprendentes y numerosos. A pesar del clima de confianza que reinaba a comienzos de 1800 sobre la efic
de este nuevo célculo de los procesos infinitos, antes incluso de finales del siglo XVII ya algunos criticos
como Nieuwentijt, Berkeley y Rolle suscitaron interrogantes sobre las bases logicas de este nuevo andlisis
sobre el caracter vago e impreciso de los conceptos fundamentales a él asociados.A principios del siglo XV
algunos matematicos se preguntan por la justificacion de los procedimientos y las dificultades encontradas
el desarrollo de los principios y métodos del calculo diferencial e integral. Entre estas dificultades de todas
clases, pueden subrayarse las mas importantes: el concepto de funcion es vago e impreciso; el uso abunde
de las series infinitas sin tener en cuenta el concepto de convergencia conlleva el nacimiento de paradojas
resultados incongruentes; las diversas tentativas para representar funciones mediante series de potencias,
particular con la ayuda de series trigopnométricas, se afiaden a la confusion ya existente; finalmente, los
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conceptos fundamentales de limite, derivada e integral deben ser redefinidos con bastante mas claridad y
precision. Todas estas dificultades despertaron finalmente un cierto descontento con respecto al estatuto
I6gico del nuevo andlisis, y diversos matematicos decidieron hacer lo posible por remediar esta
situacion.Hemos visto anteriormente las contribuciones de D'Alembert, Lagrange, Gaus, Cauchy, Bolzano,
Abel y Dirichlet para dotar de unas bases mas apropiadas al fundamento mismo del analisis. Recordemos ¢
D'Alembert fue el primero en reconocer la necesidad de una teoria del limite, a fin de establecer el calculo
diferencial sobre bases irreprochables, con lo que comenzaba, en las matematicas, la transicién de la filosc
especulativa hacia una construccién rigurosa Lagrange intenté, como John Landen (1719-1790) lo habia
hecho en su Residual analysis (Analisis residual), de 1764, evitar las dificultades de este calculo refiriendo
todas las operaciones al algebra y a la geometria. El problema de la representatividad y la convergencia' sc
el cual reposaba la validez de los argumentos de Lagrange, se asocia directamente a consideraciones sobr
limite, concepto que Lagrange intentaba justamente evitar. El serio estudio emprendido por Gauss sobre la:
series hipergeométricas marca el fin de la utilizaciéon temeraria de las series y el comienzo de una
preocupacion por las cuestiones de convergencia y divergencia. Cauchy, Bolzano y Dirichlet contribuyeron
la formulacion de definiciones y criterios de convergencia que marcan una primera etapa en la aritmetizacié
del andlisis. Nos proponemos ahora presentar, en las paginas que siguen, las principales contribuciones de
siglo XIX a la liberacién del concepto de funcién y a la creacion de niumeros reales con el fin de aritmetizar
analisis.Liberacion del concepto de funcionConcepto clave del andlisis, el concepto de funcién fue objeto de
un estudio emprendido en el siglo XVIII para clarificar su expresién analitica. Euler fue el primer autor que
llamé la atencion sobre el concepto de funcién en un estudio sistematico de todas las funciones elementale
Mas adelante, a mediados del siglo XVIII, la representacion de funciones se desarroll6 gracias a la
controversia suscitada a proposito del problema de la cuerda vibrante. Euler, D'Alembert y Bernoulli
encontraron soluciones a este problema en términos de funciones llamadas «arbitrarias» o de series infinitz
de funciones trigonométricas, mientras que Lagrange, por su parte, introdujo una innovacién al fundamenta
el concepto de funcion sobre la serie de potencias. Evidentemente estos matematicos no llegaron a una
definicibn comunmente aceptable ni a resolver el problema del tipo de funciones representables mediante
series trigonométricas. Es aFourier a quien corresponde el honor de haber ampliado el campo de estudio d
concepto de funcion.FOURIERJean—Baptiste—Joseph Fourier (1768-1830), hijo de un sastre de Auxerre,
nace el 21 de marzo de 1768. Fourier es alumno de la escuela militar de esa ciudad, y a continuacion se
orienta hacia el estado eclesiastico y toma el habito de novicio en la abadia benedictina de
Saint—Benoit—-sur-Loire. Pero la Revolucién le aleja de alli antes de haber hecho los votos, y sus dotes
excepcionales le lanzan a una carrera cientifica. Bonaparte le lleva a Egipto, y es él quien redacta la
introduccion general a la publicacién de los trabajos del Instituto de Egipto. Es uno de los primeros miembre
del cuerpo de profesores a raiz de la fundacién de la Escuela Politécnica, a su vuelta a Egipto; permanece
la administracion—,, en 1802, es nombrado prefecto de Isere. Su carrera se ve trastornada, desgraciadamel
por la caida del imperio. Dimite de su puesto de prefecto en 1814 y se une a los Borbones, pero a la vuelta
Napoledn de la isla de Elba, Fourier no sabe muy bien qué hacer y decide huir. Napoledn no se lo toma en
cuenta, y durante los Cien Dias le nombra prefecto del Rhone y conde. En 1815, Louis XVIII le desposee d
todo cargo, y en el momento de su primera eleccién a la Academia de Ciencias, en 1816, el rey se niega a
aprobar su nombramiento. Reelegido al afio siguiente, Fourier recibe la aprobacion del rey y entra en la
Academia, donde, gracias al valor de sus trabajos, llegara a ser secretario perpetuo de la Academia de
Ciencias y miembro de la Academia francesa. Los Ultimos afios de su vida estuvieron enteramente
consagrados a la ciencia y a sus trabajos de académico. Murié en Paris el 16 de mayo de 1830, a los sesel
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dos afios.

La obra de Fourier puede considerarse como la primera realmente tipica de la fisica matematica. Atraido pc
un problema ampliamente discutido en su época, la propagacion del calor, Fourier recogi6é sus estudios en

primera memoria presentada a la Academia de Ciencias en 1807. Lagrange, Laplace y Legendre, designad
para juzgar el valor de la memoria, criticaron severamente el ensayo a causa de su imprecision, y la memol
fue, por tanto, rechazada. Pero la Academia quiso estimular a Fourier a proseguir sus estudios instituyendo
como tema del gran premio para el afio 1812, precisamente el de la propagacion del calor. En 1811. Fourie
present6 de nuevo una memoria revisada y corregido, y gano el gran premio, pero los jueces, entre los que
encontraban los de 1807, formularon una vez mas criticas a causa de su falta de rigor, lo que le impidi6 ver
memoria publicada por la Academia. Profundamente herido por la forma en que habia sido tratado, Fourier
deja por ello sus trabajos y, en una importante obra, la Teoria analitica del calor (1822), establece la teoria
matematica de las leyes de propagacion del calor, que comprende las ideas fundamentales de Fourier sobr
series que llevan su nombre. Subrayemos que dos afios después de la publicacion de este libro, Fourier se
convierte en secretario de la Academia y hace que la Academia publique integramente su memoria de 181

Bajo ciertas condiciones, la temperatura v de una placa sélida cuyo espesor es despreciable, es una funcio
X, Yy y t. Fourier demostré, sobre la base de principios fisicos, que v debe satisfacer la ley de propagacion d:
por la ecuacién en derivadas parciales

-

v K v Py
— — +
t CD x° V-

2

— —= 0

t V-
donde K/CD es una constante que depende de la naturaleza del sélido. En particular, a temperatura consta
(con el tiempo), la ecuacion se convierte ena)a la que hay que afiadir condiciones en el contorno. Para resc
este problema, Fourier hace v = F(X)f(y), y por el método de separacién de variables obtiene a partir de la
ecuacion a)

F(x
,“')'*'f (_'Y_) —0
F(x) f(x)
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Suponiendo que F”(x)/F(x) = m y que " (y)/f(x) =—m (donde m es una constante) obtiene las soluciones de
en términos de v(x, y) = e-mx cos my.En virtud de las condiciones.en el contorno, el parametro m debe ser
positivo, impar y entero. Por superposicion, Fourier obtiene un valor mas general de v que esb) v(x, y) = ae;
cosy + be—-3x cos 3y + ce-bx cos by + ........ Otra condicién de contorno impone que v(0, y) = 1, de donde s
deduce que la ecuacion b) debe satisfacerc) 1 = acosy + bcos3y + ccosSy + dcos7y +........ donde los
coeficientes a, b, c, d, ..., cuyo nimero es infinito, estan determinados, segun Fourier, por esta identidad. E:
precisamente el calculo de los coeficientes de la ecuacion c) lo que marca el comienzo del tratamiento de |z
series trigonométricas por Fourier. Después de haber efectuado de una manera algo dudosa las
diferenciaciones término a término, se sirve de la ortogonalidad y de la integracién por partes para demostr
qued) /4=cosy - 1/3 cos3y + 1/5 cosby-1/7 cos7y+....... Fourier subraya que la funcién es periddica de
periodo Ir sin? por otra parte, demostrar este resultado. Un poco mas adelante en su texto, demuestra que
serie de d) converge hacia /4 y obtiene también series para x/2 y log (2 cos x/2). A continuacion, Fourier
demuestra que toda funcion periddica par (f(x) = f(—x)) o impar(f(x) =—f(-x)) puede ser desarrollada en serie
de senos o cosenos, respectivamente. Finalmente, Fourier trata de generalizar el problema: dada una funci
arbitraria (x), encontrar los coeficientes a Y o dy _ .
r&) (X) =— (a,cosnx+b, sennx)

J n=l
bl

it
f(t)senmtdt

bn tales que la ecuacion _ I
n n 0

] x

—  f(t)cosmtdt,b =
™o n
donde

Y

] = .
a4 =5, f(t)ydt
sea una identidad sobre un intervalo dado del eje de las x. Es asi como obtiene la férmula integral de los
coeficientes an y bn (obtenidos anteriormente por Clairaut y Euler para funciones especificas), de una man
algo larga y tortuosa y que adolece de una cierta falta de rigor. Sin embargo, su Tratado contiene resultado
una importancia indiscutible para el desarrollo futuro de las matematicas.

Osi=N<x O

A5i0<Xx<TT
Su principal contribucién fue la idea, esbozada por Daniel Bernoulli, de que toda funcién f(x) puede ser
representada por una serie de Fourier. Aunque no se encuentra en su tratado una demostracion completa c
este enunciado, Fourier parecia muy convencido de la veracidad de esta proposicion, pues reposaba, segu
en una evidencia geométrica que traduce la «funcion arbitraria» por la expresion «funcién trazada
arbitrariamente». Esta idea, excesivamente amplia, de funcion arbitraria tiene sin embargo el gran mérito de
haber provocado un replanteamiento del concepto mismo de funcion. En efecto, sea, por ejemplo, f(x) = X
funcion definida en el intervalo — "x", que se representa mediante la serie de Fourier de senosf(x) = 2 sen x
- sen 2x + 3 sen 3xy en cada intervalo de longitud 2 , se representa mediante el gréafico
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siguiente

Una funcién semejante no puede representarse mediante una expresion analitica finita, mientras que los
predecesores de Fourier insistian en que una funcién debia ser representable mediante una sola expresiéon
analitica. Ademas, Fourier afirma que sus series pueden representar funciones que tienen diferentes
expresiones analiticas en diferentes partes de un intervalo dado (-, ). Por ejemplo, la funcién siguiente
posee un desarrollo en serie de Fourier en el que

T (=" =1
a =—,a = b =
2

(_1 ' n
¢ . nn? " n
y la grafica es la siguiente:

Fourier aflade también que las expresiones diferentes para cada parte de un intervalo dado pueden
corresponder a una grafica compuesta de curvas juntas o disjuntas en ese intervalo Ademas Fourier consid
gue sus trabajos sobre las series trigpnométricas demuestran de una vez por todas que la soluciéon de Dani
Bernoulh es la Gnica aceptable en el tema del problema de la cuerda vibrante.Los trabajos de Fourier mues
también que se puede representar una funcion en un intervalo completo, mientras que la serie de Taylor
representa una funcién solamente en un entorno de un punto para el cual la funcion es analitica. Ademas,
hacen mas aceptables las representaciones de funciones efectuadas por Euler y Laplace por medio de las
funciones de Bessel y los polinomios de Legendre, y muestran como se puede resolver una ecuacion
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diferencial teniendo en cuenta las condiciones en los limites impuestas a la solucion de la ecuacion.
Finalmente, Fourier, Cauchy y Poisson Obtuvieron' aproximadamente en la misma época, las integrales
dobles' llamadas «integrales de Fourier» para representar funciones arbitrarias y para resolver diversos tipc
de ecuaciones diferenciales.RIEMANNBernhard Riemann (1826-1866), naci6 el 17 de septiembre de 1826
en Breselenz, Hanndver, en una familia pobre pero feliz. Su padre, pastor luterano, se ocupd personalment
instruirle en historia, aritmética y geometria, y complet6 su primera educacién. Mas tarde, a los catorce afio
comenzo sus estudios secundarios, y su timidez acentuada constituyd para él una fuente de numerosos
sinsabores. Durante sus estudios en el colegio, Riemann demostré ya un talento natural y prodigioso para |
matematicas. En 1846, entra en la Universidad de Gotinga como estudiante de filosofia y teologia. En esta
época, Riemann queria ser pastor como su padre, pero su interés por los cursos de matematicas de Gauss
llev6 a seguir la carrera de matematico, con el consentimiento de su padre. Después de un afio en Gotinga
a Berlin, en donde fue alumno de Jacobi, Dirichlet, Steiner y Eisenstein. Volvié a Gotinga para redactar su
tesis doctoral bajo la direccion de Gauss. En 1851 presento la tesis, titulada Grundlagen fiir cine allgemeine
Theorie der Functionem einer veranderlichen complexen Grosse (Fundamentos para una teoria general de
funciones de una variable compleja), que cambié completamente la teoria de funciones de variables comple
y en la que introdujo las célebres superficies que llevan su nombre. Después de haber ocupado diversos
puestos de ensefianza en la Universidad, fue nombrado profesor extraordinario en 1857, y sucedié a Dirich
en 1859 en la catedra de matematicas de Gotinga. En 1862, aproximadamente un mes después de su
matrimonio con Elise Kich, cayé gravemente enfermo y el gobierno aleman le concedié fondos para proseg
su convalecencia en ltalia, esperando que el clima mas clemente le permitiera recuperarse completamente.

Interrumpida por viajes a Gotinga, su estancia en Italia no le permitié curarse, y murié el 20 de julio de 186€
en Selasca, cuando sélo tenia treinta y nueve afios.Hemos visto que Bolzano separd, en 1834, el concepto
continuidad del de derivabilidad, y que ilustr6 esta separacion mediante una funcién continua en un interval
cerrado que no es derivable en ningan punto de ese intervalo. Dado que los trabajos de Bolzano no fueron
conocidos hasta finales del siglo xix, se debe a Riemann la primera distincién neta entre la continuidad y la
diferenciabilidad, la cual sera formulada en una memoria de 1854 escrita como mérito para el puesto de
Privatdozent en Gotinga. En esta memoria, consagrada a la posibilidad de representar una funcién mediant
una serie trigonométrica, Riemann presenta una funcién definida como sigue. Sea (x) una funcién que denc
la diferencia entre x y el entero mas préximo, y sea (x) = 0 si x esta a mitad de camino entre dos enteros.
Entonces —1/2<(x)<1/2

Sea ahora f(x) definida mediante
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La serie converge para todo valor de x. Sin embargo, para x = p/2n donde p es un entero primo con re, f(x)
discontinua, con un salto cuyo valor es /8n2 Para cualquier otro valor de x, f(x) es continua. Ademas7 f(x)
es discontinua un numero infinito de veces en cualquier subintervalo. Por otra parte, f(x) es integrable yF(x)
"f(x)dxes continua para todo x pero no es diferenciable en los puntos en los que f(x) es discontinua. Este
ejemplo de funcioén continua pero no diferenciable no fue publicado hasta 1868, algunos afios antes de la
funcion patoldgica que presentd Weierstrass.En esta misma memoria, Riemann se dio cuenta de que debie
reconsiderar la nocion de integral definida formulada por Cauchy, con el fin de hacer progresar la utilizacior
de las series de Fourier para representar funciones cada vez mas irregulares e incluso patoldgicas. En luga
postular la continuidad puntual para el integrando como habia hecho Cauchy, Riemann busca funciones mz
generales y determina las restricciones necesarias para las que pueden existir las integrales de esas funcic
De esa manera llega a la generalizacion del concepto de integral que engloba las funciones f(x) definidas y
acotadas en un intervalo cerrado [a, b]. Subdivide este intervalo en subintervalos x1=x1-al; xn=b—-xn-1

I;”num\ 0 :[[)I |+"‘+[)n u}

S =Ax fla+ g)+..+Ax flx

y a continuacion define la oscilacion de f(x) sobre xi como la diferencia entre el valor mayor y menor de f(x)
en xi . Hagamosdonde 0" i" para todo i. Si Sn se aproxima a un limite fijo, A, cuando todos los xi tienden

a ceros independientemente de la eleccién de los xiy de los el, entonces A es el valor de la integral definid
"f(x)dx entre a 'y b. La definicion habitual de la integral definida en un intervalos en términos de sumas
superiores y sumas inferiores se conoce generalmente bajo el nombre de Riemann7 pues fue él el primero
dar esta definiciébn en su memoria de 1854 a propésito de la condicion necesaria y suficiente para que una
funcién acotada f(x) sea integrable en [a, b]. Riemann la formula comoSsigié;, |, +....+ M

+ € )

n-1 mon

non

§=m, F oarenen +m

1 non
donde Miy mi son los valores maximales y minimales, respectivamente, de f(X) en i. Hace entonces Di =
Mi—mi y enuncia que la integral de f(X) en [a, b] existe sélo sipara todos los i que cubren enteramente el
intervalo [a, b].

Riemann estudié durante algun tiempo bajo la direccion de Dirichlet en Berlin, y este Ultimo se interesé
mucho por los trabajos de Riemann. En particular, Riemann estudié con gran interés las series de Fourier,
guiza a partir de los trabajos de su maestro, Dirichlet, sobre esas series. Este Ultimo, recordémoslo, fue el
primero en enunciar un conjunto de condiciones suficientes para que la serie de Fourier que representa ung
funcionf(x)converja y lo haga a f(x). La demostracidn de Dirichlet es un refinamiento de la que esboz6
Fourier en la tltima seccidn de su Teoria analitica del calor. Las condiciones de convergencia de Dirichlet s
las siguientes:1. que f(x) sea uniforme y acotada;2. que f(x) sea continua a trozos y no acepte mas que un
namero finito de discontinuidades en el periodo 2 ;3. que f(x) sea mondtona a trozos y no acepte mas que u
namero finito de maximos y minimos en un periodo.Sabemos que una serie de Fourier no converge siempr
hacia la funcion f(x) de la que se obtiene la serie, pero Dirichlet demostré que, para todo valor de X, la sume
de la serie es f(x) con tal que la funcién sea continua para todo valor de X, y que en los puntos de
discontinuidad la serie converge hacia la media aritmética del limite a la izquierda y el limite a la derecha de
la funcion, es decir, hacial/2 [f(x — 0) + f(x + 0)].Riemann emprende sus trabajos sobre el tema en 1854 en
Habilitations—schrift (Memoria de habilitacion) en Gotinga, y los prosigue en una obra que trata Sobre la
posibilidad de representar una funcion mediante una serie trigopnométrica, sin hacer ninguna suposicion sot
la naturaleza de la funcion. Riemann procede a la demostracion del teorema fundamental dividiendo la seri
trigonométrica en dos partes:Partiendo de

]
a sennx+—b. + b cosnx
n A QO n
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a continuacioén forma la serie y llama Q a la suma y f(x) a su valor, donde f(x) estara determinada Solament
para los valores de x para los cuales la serie converge. Es necesario que An !0 cuando n !" para asegurar I
convergencia. Si los coeficientes an y bn tienden a cero, los términos de tienden a cero para todo X.
Riemann demuestra, pues, que si f(x) es acotada e integrable en [-, ] entonces los coeficientes as y bn
tienden a cero cuando n tiende a infinito; es el teorema fundamental. Subrayemos aqui un problema aun nc
resuelto: determinar las condiciones necesarias y suficientes de f(X) para que su serie de Fourier converja
hacia f(x) Se encuentran también en su Ultima obra otros teoremas importantes sobre las series de Fourier:
puede ser integrable sin ser necesariamente representable mediante una serie de Fourier; hay funciones nc
integrables para las cuales las series trigopnométricas Q convergen para un namero infinito de valores de X,
tomados entre dos limites proximos cualesquiera; una serie trigopnométrica puede converger para un numer
infinito de valores de x en un intervalo arbitrariamente pequefio incluso si as y bn no tienden a cero para toc
x.Riemann se significo en muchas otras ramas de las matematicas, en particular en la teoria de niumeros,
demostrando la importancia de la funcion dada en la teoria aritmética de los nimeros primos; en ecuacione
diferenciales, proponiendo un nuevo método para resolver el problema de valores iniciales de la ecuacion d
ondas; en geometria diferencial, con la introduccion de la nocién de superficie de Riemann (formada de
planos superpuestos, en numero igual al grado de una ecuacion algebraica, y ligados por lineas de paso) q
transforma una funcién no uniforme en una funcion uniforme sobre la superficie en oposicion al plano Z. Su
trabajos sobre las relaciones entre la teoria de funciones y la teoria de superficies han conducido al estudio
problemas de naturaleza topologica. Subrayemos también sus importantes trabajos en geometria, que seré
analizados en un capitulo posterior al presentar los trabajos fundamentales de geometria del siglo XIX. Los
trabajos de Riemann cambiaron completamente la teoria de funciones de variables complejas, y aportaron
puntos de vista nuevos sobre la teoria de las integrales elipticas, ademas de sus memorias sobre el calor, |
la teoria de los gases, el magnetismo, la dinamica de fluidos y la acustica. Riemann consideraba que sus
investigaciones sobre las leyes de la fisica eran las que mas le interesaban. Como matematico, se sirvio
libremente de la intuicion geométrica y de argumentos fisicos. WEIERSTRASSKarl Wilhelm Theodor
Weierstrass (1815-1897) nacio el 31 de octubre de 1815 en Ostenfelde, Westfalia, en una familia catdlica
pero liberal. Karl era el mayor de una familia que contaba ademas con otro hijo y dos hijas, pero ninguno de
ellos se casaria, probablemente a causa de la actitud dominadora de su padre. Después de brillantes estud
secundarios, entr6 en la Universidad de Bonn como estudiante de Derecho, pero sus multiples actividades
impidieron completar sus estudios universitarios. Se dedico a las matematicas solo a partir de 1838, pero ni
llegod a terminar sus estudios de doctorado. Karl se orienté mas bien hacia la ensefianza, y de 1841 a 1854
profesor en un colegio privado. Después de haber debutado como maestro en Munster, y luego en
DeutschDrone y Brannsberg, fue nombrado profesor en 1856 en el Instituto Profesional de Berlin, sobre toc
gracias a algunos resultados que fueron publicados en un periodo durante el cual no mantuvo practicament
ningun contacto con los matematicos de su tiempo, excepto con Christophe Guderman (1798-1851) que
estaba interesado particularmente en la representacion de funciones mediante series de potencias. Encarg
de curso en 1856 en la Universidad de Berlin, Karl se convirtio en profesor titular de esta universidad a part
de 1863. Permanecid en su puesto hasta su muerte, a los ochenta y dos afios, el 19 de febrero de 1897.
Metodico y cuidadoso, Weierstrass intenté fundamentar las matematicas, y en particular el analisis, con el
maximo de rigor posible mas que recurrir a la intuicion. Al haber publicado muy poco, se dio a conocer por
sus ensefianzas en la universidad. Su influencia se hizo sentir a través de las publicaciones matematicas d
numerosos discipulos, y en el Congreso Internacional de Paris, en 1900, Hermite dira de él: «Weierstrass e
maestro de todos nosotros».Los trabajos de Weierstrass sobre la aritmetizacion del analisis completaron lo:
Bolzano, Abel y Cauchy, y serian conocidos solo a partir de 1859 por sus ensefianzas en la Universidad de
Berlin. La expresidn «una variable se aproxima a un limite» que se encuentra en las definiciones de Cauch
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Bolzano sugiere implicitamente el tiempo y el movimiento. Weierstrass, por su parte, resalta el concepto
aritmético e interpreta sencillamente una variable como «una letra que representa cualquier valor de un
conjunto dado», eliminando asi la idea de movimiento. Una variable continua es una variable tal que si x0 e
cualquier valor del conjunto de los valores atribuidos a la variable y es un niimero positivo cualquiera, hay
otros valores de la variable en el intervalo (x0— , x0 + ).

La primera definicion de limite de una funcién en términos de y propuesta por Weierstrass puede
encontrarse, segun parece, en su curso de calculo diferencial impartido en 1861. La formulacién de
Weierstrass precisa la expresion vaga «llega a ser y sigue siendo tan pequefia como cualquier cantidad da
gue puede encontrarse en las definiciones de Cauchy y Bolzano, en estos términos:Si es posible determina
una cota tal que para todo valor de h, mas pequefio en valor absoluto que , f(x + h)—f(x) sea méas pequefiz
gue una cantidad tan pequefia como se quiera, entonces se dira que se ha hecho corresponder a una
variacion infinitamente pequefia de la variable una variacion infinitamente pequefia de la funcién.

S - ' u, (x) |<€

f(x)=b"cos(d"xm)

n=0
La definicién de la continuidad de una funcién propuesta por Weierstrass proviene de una simplificacién de
un teorema demostrado anteriormente por Dirichlet. Equivalente a las de Bolzano y Cauchy, esta definicién
tiene el mérito de ser mas precisa y menos ambigua: f(x) es continua en x = x0, si para un nimero positivo
arbitrariamente pequefio , es posible encontrar un «entorno» de x0 de amplitud tal que para todos los
valores en ese entorno la diferencia af(x)—f(x0)| < cuando Ixx0| <0. Weierstrass extiende la continuidad de
funcién en un intervalo mostrando que es continua en cada punto de ese intervalo.Después de 1861
Weierstrass se plante6 la cuestion de la construccion de una funcién continua que no es derivable en ningu
punto. La célebre funcion de Weierstrass fue comunicada en una carta de 1874 a Du Bois—Reymond. Fue ¢
partir de esta correspondencia cuando los matematicos se plantearon un nuevo y completo examen de los
fundamentos del analisis (las funciones de Bolzano y Riemann, aunque encontradas anteriormente, no hab
llamado la atencion de los matematicos). Su funcién se define como sigue: donde x es una variable real, a |
entero impar mayor que 1, b una constante positiva menor que 1, y ab> 1+ 3 /2. La serie es uniformemente
convergente y define asi una funcién continua. Esta funcién continua pero no derivable en ningan punto
precipité la crisis que engendro la construccion del sistema de los nimeros reales. Ya en el siglo XIX este
género de funciones suscitaba la indignacién de los matematicos, y Hermite decia: «Me alejo con espanto \
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horror de esta plaga lamentable de funciones continuas que no tienen derivada.»Una parte importante del
curso de 1861 fue el estudio de la derivacion de las series infinitas, en el que Weierstrass introdujo la nocié
de convergencia uniforme. Aunque esta nocién fuera reconacida y en 1848 por el fisico matematico G. G.
Stokes (1819-1903). cuyo nombre ha quedado unido a un importante teorema que transforma una integral
superficie en una integral simple, y por P. L. Seidel (1821-1896), ni uno ni otro dieron una formulacion
precisa como la de Weierstrass. Sabemos que la convergencia uniforme exige que, dado un £ cualquiera,
exista un N tal que para todo n > N,para todo x en el intervalo considerado, donde S es la suma de la serie.
Weierstrass utiliz6 esta nocién de convergencia uniforme para demostrar que el limite uniforme de funcione
continuas es una funcién continua, y también para demostrar los teoremas de derivacion e integracion térm
a término de una serie de funciones.Weierstrass se distinguié en numerosas ramas de las matematicas: fue
primero que utiliz6 ampliamente las series de potencias para representar funciones en dominios diferentes;
estudios sobre las funciones ehpticas expresadas como cocientes de series de potencias le condujeron a
completar y remodelar la teoria de estas funciones; sus trabajos referentes al calculo de variaciones
engendraron un nuevo interés y estimularon las actividades de matematicas dedicados a esta disciplina.
Weierstrass se ocup6 igualmente de las algebras de dimension finita, de las integrales abelianas y de la
geometria algebraica. Finalmente, sus estudios sobre los fundamentos de la aritmética y su teoria de los
nameros reales, como veremos mas adelante, marcaron profundamente el desarrollo de los fundamentos
I6gicos de las matematicas.Creacién de los nimeros realesLa fundacion légica del sistema de los nUmeros
reales no fue realizada hasta finales del siglo XIX, lo que aparece como uno de los hechos mas sorprenden
de la historia de las matematicas. El concepto de nimero aparece muy pronto en la historia de la humanida
ciertos factores nos permiten pensar que el hombre primitivo poseia ya una vaga idea del concepto de nim
Gradualmente, el hombre aprendié a servirse de él para sus necesidades practicas y utilitarias, y ya en la é
de los griegos el nimero se habia convertido en un objeto que podia ser estudiado por si mismo. A través c
los siglos, se constituyd un algebra en la que las operaciones estaban de alguna manera ligadas a la veraci
de las soluciones obtenidas. Asi, de una manera lenta y progresiva, los conceptos de nimeros natural, cerc
namero negativo, fraccion, nimeros racional e irracional y nimero complejo emergen timidamente a la
superficie, pero la propia existencia de esos niimeros reposa esencialmente sobre consideraciones de
naturaleza geométrica o algebraica. A mediados del siglo XIX los matematicos se contentaban con una
comprension intuitiva de esos nimeros, y la mayoria de ellos parecian satisfechos operando sobre esta ba:
mas concreta que logica. No es sorprendente, pues, constatar como las sencillas propiedades de los nime
racionales positivos y negativos no son establecidas l6gicamente, e incluso ni siquiera definidas antes del
siglo XIX, lo que constituye una prueba de que el desarrollo de las matematicas no progresa siempre de
manera logica.La introduccion del rigor en el analisis puso de manifiesto la falta de claridad y la imprecisién
del sistema de los nimeros reales. El estudio mas preciso de los limites demostré la necesidad de llegar a
comprension légica de los nimeros, y en particular del hecho de que una sucesion de nimeros racionales
puede tener como limite un nimero irracional e inversamente. Los trabajos de Cauchy sobre la convergenc
de las series infinitas, el teorema de la media demostrado por Bolzano y el estudio de las funciones
discontinuas representables mediante series de Fourier revelaron esta misma laguna, que exigia una
estructuracion l6gica de los nUmeros sobre bases esencialmente aritméticas.Antes de abordar el desarrollo
sistema de los nimeros reales a través de las teorias de los nimeros racionales e irracionales, hay que ha
breve resumen histérico de los trabajos sobre los nimeros algebraicos y trascendentes.Numeros algebraict
y trascendentesLa distincién entre los niUmeros irracionales algebraicos y los nimeros Irracionales
trascendentes aparecié en el siglo XVIIl, en la época en que Euler demostrd sustancialmente que e y e2 so
irracionales y en que Lambert demostrd que Ir es irracional. Los trabajos de Legendre sobre la hipétesis de
gue Ir podia no ser una raiz de una ecuacion algebraica con coeficientes racionales sefialaron el camino hz
la existencia de nimeros irracionales de diferentes tipos. Por ejemplo, toda rafa de una ecuacién algebraice
polinébmica con coeficientes racionales es llamada «nimero algebraico», mientras que todo nimero que no
algebraico es llamado trascendente. Recordemos que Euler reconocia la distincién entre estos dos géneros
irracionales ya en 1744. Habra que esperar casi un siglo antes de que se establezca claramente la existenc
los irracionales trascendentes, sobre todo gracias a los trabajos de Liouville Hermite y
Lindemann.LIOUVILLEJoseph Liouville (1809-1882) naci6 en Saint—Omer en 1809 e hizo estudios de
ingeniero, figurando entre los mejores discipulos de Canchy. Ensefi6 matematicas en las grandes escuelas
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la Facultad de Ciencias de Paris. Liouville fund6 en 1836 el Journal de Mathématiques Pares y Appliquées,
gue se conoce actualmente bajo el nombre de Journal de Linuville, el cual sustituy6 a los Annales de
Gergonne, ya desaparecidos en esa época. Aunque su nombre no vaya unido a ningun descubrimiento
realmente fundamental, escribié sobre aritmética, geometria y fisica, y se distinguié particularmente como
analista. En efecto, un teorema de analisis lleva su nombre: si f(z), una funcién analitica entera de una variz
compleja z, esta acotada en el plano complejo, entonces f(z) es constante El teorema fundamental del alge
puede ser considerado como un corolario del teorema de Liouville. Se le deben también estudios sobre las
propiedades generales de las funciones monégenas (analiticas) y la primera teoria completa de las funcion
elipticas consideradas como casos particulares de las funciones de una variable imaginaria.En 1844 Liouvil
mostrd que todo nimero de la forma

a, a,

=57 T sesen

10 10

donde las ai son enteros cualesquiera tales que 0"ai"9 es un niumero trascendente. Por ejemplo, el nimero
0,10010001... es un numero trascendente asi como todos los numeros de la forma particular

1
n=l IO "

Liouville demostré que si p/q es una aproximacion de un namero irracional algebraico x de grado n, con py
enteros, entonces existe un nimero positivo M tal que|x p/gg>M/gnPudo demostrar asi, mediante la teoria
las fracciones continuas, que ni e ni e2 podian ser la raiz de una ecuacion cuadratica con coeficientes entel
La siguiente etapa importante seré la demostracion de la trascendencia de e por

Hermite. :

-

HERMITECharles Hermite (1822-1901), naci6 en Dieuze en 1822. Fue diplomado de la Escuela
Politécnica, donde mas tarde ocupara un puesto de profesor, asi como en la Facultad de Ciencias de Paris
el Colegio de Francia. Durante toda su vida, consagrada a las matematicas puras, Hermite no cesara de
perfeccionar la teoria de las funciones elipticas. En particular, Hermite encontrd una férmula de
descomposicién en elementos simples que lleva su nombre y que permite la integracién de toda funcion
eliptica. Ademas, descubri6 la relacion que existe entre las funciones elipticas y la aritmética superior, y
demostr6 que estas mismas funciones permiten integrar la ecuacion diferencial llamada de Lame. Llegé
incluso a encontrar una solucién de la ecuacion general de quinto grado, gue se encuentra publicada en los
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Nourelles Annales de Mathématiques, mediante esta teoria de funciones. Finalmente, su nombre ha queda
unido a las formas llamadas herméticas, para la representacion de los enteros reales o complejos (en las
matrices, por ejemplo), asi como a ciertos polinomios que se obtienen resolviendo un tipo de ecuaciones
diferenciales mediante series.Trascendencia de e y En una memaria sobre la funcion exponencial publicad
en los Comptes rendas de la Academia en 1873, Hermite demostr6 que el nimero e no podia ser raiz de
ninguna ecuacién polindmica con coeficientes enteros, es decir, que e es un nimero trascendente La
demostracion de Hermite es muy sofisticada y requiere un conocimiento profundo de las matematicas; sin
embargo, consiste esencialmente en demostrar que la ecuacionCo0 + Cle +C2e2 + ... + Cnen = 0donde €, ¢
es el numero de Euler, no puede existir. En la Ultima parte de su memoria, Hermite aplica su método de
demostracion para obtener aproximaciones talos comoe = 5282494/21444 y e2 = 158452/21444 XLa
trascendencia del nUmero sera demostrada ulteriormente por Ferdinad Lindemann (1852-1939) en una
memoaria publicada en los Mathematische Annalen en 1882, bajo el titulo de Uber diez Zahl (Sobre el
namero). Siguiendo un método semejante al de Hermite, Lindemann demuestra que el nimero e no puede
satisfacer idénticamente la ecuacion (1)

Cie"+C,e* +...+C e" =0

donde los xi son numeros algebraicos distintos, reales o complejos, y los Ci son numeros algebraicos que r
son todos nulos. Primero, demuestra que la ecuacion eix + 1 = 0 no tiene solucion para un x algebraico En
efecto, hagamos en (1) n =2, C1 =1y x2 = 0. Se constata que ex1 no puede ser algebraico para un xi que
algebraico diferente de cero. Como x, puede ser 1, e es trascendente. Asi, sabiendo que ei +1 =0 para x:
namero i no puede ser algebraico. Pero i es un nimero algebraico, por lo que ha de ser un nimero
trascendente, ya que el producto de dos numeros algebraicos es algebraico. Esta demostracion de la
trascendencia de representa la respuesta definitiva al célebre problema de la cuadratura del circulo, porqu
esta cuadratura seria posible mediante la regla y el compas soélo si fuera la raiz de una ecuacion de segur
grado. Ademas, en virtud de este resultado, el numero Ir puede ser la ordenada de una curva sélo si esta ¢
es trascendente, como por ejemplo, y = ex, y = arcsen x. Por tanto, la construccién de estas curvas
trascendentes puede hacerse solo mediante procedimientos o aparatos, como el intégrafo por ejemplo.
Subrayemos que la naturaleza enigméatica de la constante de Euler permanece todavia sin resolver. Linden
se intereso también por el dltimo teorema de Fermat, y consagré varios afios de esfuerzos a mtentar
demostrarlo, pero sin éxito. TEORIA DE LOS NUMEROS IRRACIONALESHAMILTON William

Rowan Hamilton (1805-1865), nacio el 3 de agosto de 1805 en Dublin, Irlanda. Era el menor de una familic
de tres hijos y una hija. Su brillante inteligencia provenia probablemente de su madre y, por un cimulo de
circunstancias el joven William consagré una buena parte de su infancia a aprender lenguas, sin saber muy
bien el porqué, bajo la direccion de un tio apasionado por la materia. Asi, a los cinco afos tan sélo, Hamilto
podia leer el latin, el griego y el hebreo; tres afios més tarde afiadia a su bagaje linguistico el italiano y el
francés; a los diez afios aprendié el arabe y el sanscrito y finalmente, a los catorce afos, el persa. Su encu
con el joven calculador americano Zerah Colburn le hizo abandonar provisionalmente el estudio de las
lenguas para lanzarse al estudio de las matematicas. En 1823 se encuentra en el Trinity College de Dublin
entonces presenta una memaoria sobre las causticas que serd leida en 1824 en la Academia Real de Irland:
Corregida y aumentada, esta memoria sera presentada de nuevo a la misma Academia eh 1827 con el titul
A theory of systems of rays (Una teoria de los sistemas de rayos), que erigia la 6ptica geométrica en un
verdadero cuerpo de doctrina e introducia las funciones caracteristicas de la 6ptica. En 1830 y 1832, Hamil
publico tres suplementos a esta célebre memoria. Mientras tanto, sucedié en 1827 a John Brinkley en la
catedra de astronomia del Trinity College, donde destacé como profesor. Es conocido sobre todo por su tec
de los cuaterniones, que sera objeto de estudio en el proximo capitulo, pero Hamilton se distinguié también
muchos otros campos: estudio de la dinamica sirviéndose de sus célebres funciones caracteristicas; seccio
conicas, a las que dedico varias memorias, asi como a la resolucion de la ecuacion de quinto grado y al pril
tratamiento sisteméatico de los niumeros irracionales

Trabajos de Hamilton sobre los nimeros irracionalesEn dos memorias leidas ante la Academia Real de

Irlanda en 1833 y 1835 respectivamente, y que serian publicadas con el titulo de Algebra as the science of
pure times. . . (El algebra como la ciencia del tiempo puro...), Hamilton escoge el tiempo como el concepto
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fundamental del que deduce la nocién de unidad. Citado por Manheim, escribe:La idea de la continuidad de
progresion de un momento a otro en el tiempo engloba la idea de una progresion continua de manera
semejante en las cantidades [...] Prosiguiendo esta sucesion de ideas, nos vemos obligados a concebir [...]
existencia de un nimero determinado o de una razén a que es la raiz cuadrada exacta de todo nimero pos
propuesto o razén b.Influenciado por el pensamiento de Newton, Hamilton fundamenta su teoria del algebr:
sobre el concepto de tiempo, base tuitiva insatisfactoria para erigir los nimeros en sistemas, ya que cree
necesario recurrir al universo fisico para justificar ante sus contemporaneos esas nociones abstractas.
Partiendo de los enteros positivos y de sus conocidas propiedades elementales, considera una serie
equidistante de momentos.. E'"E'EABB'B"...donde cada letra representa un instante 0 un momento de tiemp
tal que los intervalos de tiempo entre dos momentos sucesivos son todos iguales unos con respecto a otros
momento cero, denotado con A es el patréon y todos los demas deben compararse con el, mientras que B re
el nombre de «el primer momento positivo». El operador a permite pasar de un momento a otro cuando se
coloca a la derecha, de la manera siguienteB=a + A, B'=a + B = 2a + A, ...A continuacién, Hamilton

introduce los ordinales, , 0, 1, 2, 3, ... donde ~ = -1, de forma que sea posible representar la serie de las
etapas formadas a partir del momento cero como sigue... 3 a, 2 a, 1 a, Oa; la, 2a, 3a, .donde3a=-3a=E"
=-3a+ASi, , , sonlos ordinales de esta serie, Hamilton demuestra a su manera propiedades tales
como+ = + , =, =1ylaasociatividad y distributividad. Introduce las fracciones racionales de

manera semejante y afirma, en particular, que el simbolo fraccionario 1/0 denota un acto imposible. Despué
de esta presentacion de los nimeros racionales, Hamilton sugiere la idea de la particion de los racionales €
dos clases (cortadura de Dedekind) y define un nimero irracional como el representante de tal particion.
Hamilton asegura que existe un conjunto infinito de nimeros entre dos nimeros racionales. Si Ay B son dc
conjuntos infinitos de numeras talos que cada elemento de A es inferior a todo elemento de B y ademas si |
elementos de A y B estan definidos en extensién puede ocurrir que no haya ningan namero racional entre £
B. A partir de una intuicién de la continuidad del tiempo Hamilton sugirié en esta etapa que esos conjuntos .
y B podian servir para determinar los nimeros irracionales. Partiendo de una media proporcional entre dos
nameros positivos enuncia que si a > n'/m' cuando n'2/m'2 < by si a < n"/m" cuando n"2/m"2 > b entonces ¢
="b. Asi la "b es una particién determinada por dos sucesiones luja y ovil con la propiedad de que

p;" <bh< 1,"|:"d()nd<.', I, j=12,..

Hamilton no desarroll6 mas su teoria de los numeros irracionales v toda ella se basaba esencialmente en
determinar los nimeros irracionales mediante los nimeros racionales. MERAY Charles Méray (1835-1911)
matematico francés, nacié en Chalonsur-Saone en 1835 y fue un apdéstol de la aritmetizacion de las
matematicas. Encargado de curso en 1866 en la Facultad de Ciencias de Lyon y después profesor en la mi
institucion en 1867 Méray fue el primero en publicar un desarrollo aritmético de los sistemas de numeros. E
1869 public6 una memoria titulada Remarques sur la natura des quantités définies par la condition de sentil
de limite a des variables données (Observaciones sobre la naturaleza de las cantidades definidas por la
condicion de servir de limites a variables dadas) en la Revue des Sociétés Savantes, en la que sefiala, en
lugar algunas importantes lagunas en el razonamiento de los matematicos desde la época de Cauchy y
reconoce las dificultades con que tropezaron esos matematicos. De hecho Méray pone de manifiesto el hec
gue consiste en definir el nimero irracional como el limite de una sucesién de nimeros racionales sin tener
demasiado en cuenta que la existencia misma del limite presupone una definicion de los numeras reales.

Méray emplea la palabra «<nimero» para designar el nimero racional, y una cantidad es llamada «variable
progresiva>> si puede numero infinito de valores sucesivos de un conjunto g i @; define a continuacion la
convergencia de la variable progresiva en términos @ n+p—ng ! 0 con 1/n, cualquiera que sea el valor
asignado al limite Asi existen dos tipos de sucesiones convergentes La primera verifica la condicién de que
existe un N tal que para todo >0 existe un n tal que para todom "n, @N - m g< ! @ n+p — n g'!0con 1/n,

y la segunda corresponde a la condicion siguiente: el N definido anteriormente no existe y no tiene limite
pero puede verificarseg n+p — ng!0 con 1/nLas sucesiones convergentes sin limite se llaman «limites
ficticios» y términos de numeros Méray las llama «numeros ficticios». Acontinuacion, Méray muestra cOmo
la ordenacién de estos numeros ficticios puede ser referida al esquema de la ordenaron de los nimeros, as
como extiende todas las operaciones entre numeras racionales a estos numeros ficticios que nosotros
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llamamos numeros irracionales. A titulo de ejemplo Méray explica la significacién de "a cuando a no es un
cuadrado. Segun su teoria "a es el limite ficticio de toda variable progresiva cuyo cuadrado se aproxima a
y si la variable v es tal que i-vi! 0 se dice entonces que el limite ficticio de v es también "a.Weierstrass y
su teoria de los nimeros irracionalesWeierstrass intentd separar el calculo diferencial e integral de la
geometria y hacer reposar todo ese calculo sobre el concepto de nimero. Para realizar este nuevo enfoque
la misma manera que Méray, se dio cuenta de que era necesario definir el nUmero irracional
independientemente del concepto de limite. Sus investigaciones sobre la aritmetizacion no fueron publicade
por eso debemos basarnos sobre todo en las notas publicadas por sus alumnos (V. Dantscher A. Pringshei
G. M~ttag—Leffler) para extraer de ellas las ideas esenciales. Weierstrass define una «cantidad numérica»
como un conjunto dado de elementos de los que se conoce el nimero de veces que cada elemento aparec
el conjunto. El nUmero de elementos es finito o infinito, pero el nimero de veces que un elemento aparece
el conjunto es necesariamente finito. En el caso finito, el conjunto se dice finito, y es igual a la suma de los
elementos. La igualdad de dos conjuntos finitos se obtiene cuando las sumas respectivas son iguales. Los
enteros como 1, 2, ... se llaman «cantidades numéricas absolutas» mientras que las partes de un entero co
por ejemplo 1/3, son las fracciones.Una cantidad numérica absoluta a contiene un nimero racional absolutc
si un agregado parcial a igual a r puede ser sustraido de a. La cantidad numérica absoluta a se dice finita s
existe un nimero racional p tal que todo nimero racional contenido en a es mas pequefo que p. Dos
cantidades numéricas absolutas finitas a y b seran iguales sélo si todo nimero racional contenido en a esta
también contenido en b. En el caso de que a contenga un nimero racional que no sea elemento de b, se di
gue a es mayor que b. La suma de ay b es la cantidad numérica c definida como el conjunto cuyos elemen
son aquellos que aparecen en a 0 en b, de manera que cada elemento de c sea igual al nUmero de veces ¢
elemento a aparece en b. El producto de a y b se define como la cantidad numérica absoluta que se obtien
con los agregados cuyos elementos se obtienen formando de todas las maneras posibles los productos de
elemento de a y cada elemento de b. Weierstrass extiende esta definicién a la suma de un nimero finito de
cantidades numéricas absolutas, de manera que cada cantidad de esta suma sea la suma de las componel
pasa a continuacion a la suma de un nimero infinito de cantidades de una manera completamente analoga
efecto, la suma de un nimero infinito de cantidades a, b, c, ... es la cantidad numérica absoluta s (agregadc
cuyos elementos aparecen al menos en una de las a, b, ..., de manera que cada uno de los elementos e es
tomado un nimero de veces Ne igual al nUmero de veces que aparece en a, mas el nimero de veces que
aparece en b, y asi sucesivamente. Para asegurarse de que s es finita y determinada, es necesario que ca
de sus componentes aparezca un numero finito de veces en s. Ademas es también necesario y suficiente ¢
pueda asignar un nimero N tal que la suma de todo namero finito de cantidades a, b, c, ..., sea inferior a N.
estas definiciones se sigue que toda cantidad absoluta es la suma de los elementos de los que esta
compuesta.En la teoria de Weierstrass, los nimeros irracionales son, pues, agregados de ndmeros raciona
mas que sucesiones ordenadas de numeras racionales, y esta teoria ofrece la inmensa ventaja de evitar el
gue recurrir de antemano a la existencia de limites. Cantor emprendi6 también algunos estudios con objeto
efectuar la aritmetizacion elaborando una teoria de los nimeros irracionales que seria posteriormente
modificada en parte por su alumno E. Heine (1826-1881).CANTORGeorg Ferdinand Ludwig Philipp Cantor
(1845-1918) nacio el 3 de marzo de 1845 en San Petersburgo, en una familia de tres hijos. Su padre era ui
préspero comerciante de origen judio que se habia convertido al protestantismo. Educado primero bajo la
direccioén de un tutor, frecuentd después la escuela elemental de su ciudad natal, donde mostré ya un interé
marcado por el estudio de las matematicas. Sin embargo, su padre deseaba que su hijo mayor hiciera la ca
de ingeniero militar y, después de realizar estudios secundarios en colegios privados de Francfort, en 1859
entra en la Escuela Politécnica de Darmstadt. Deja la escuela de ingenieria militar en 1862 para emprendel
estudios superiores en Zurich, que abandona en 1863 después de la muerte de su padre. En otofio de 186:
entra en la Universidad de Berlin, donde estudia matematicas, fisica y filosofia Kummer, Weierstrass y
Kronecker eran en aquél entonces los tres grandes matematicos alemanes y, en particular, Kronecker estin
vivamente a Cantor para que se interesara por la teoria de nimeros. Sin embargo, serd Weierstrass quien
ejercera, con mucho, la mayor influencia en la carrera cientifica del joven Cantor.En 1867 recibe el doctorac
después de haber presentado una disertacioén sobre las Disquisitiones arithmeticae de Gauss y la Teoria de
nameros de Legendre. A continuacidn comienza su carrera como profesor en la Universidad de Halle y
publica sus primeros trabajos, todos consagrados a la teoria de nimeros. En 1872 conoce en Suiza a Rich:
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Dedekind, y ese encuentro sera el comienzo de una larga amistad entre estos dos célebres matematicos. E
1874 fue muy importante para Cantor, pues fue el afio de su matrimonio con Vally Guttman, y el del
nacimiento de la teoria de conjuntos, marcado por la publicacion de un articulo en la revista de Crelle. El
contenido de esa memoria fue considerado paraddjico en esa época, y a medida que su teoria progresaba,
hacia mas fuerte la oposicién a la misma, en particular por parte de Kronecker. Cantor tenia, sin embargo,
también defensores, entre los que se contaban Weierstrasss y Dedekind. Desde 1879 hasta 1884 publicé
practicamente toda su teoria de conjuntos, y las numerosas dificultades con que tropezé Cantor durante es
periodo, como el retraso en la impresion de su tratado de 1878 y el movimiento de contestacién dirigido por
Kronecker, le afectaron de tal manera que cay6 en una profunda depresion nerviosa durante el afio 1884.
Segun parece, a la luz de los acontecimientos, la oposicidn constante de Kronecker a los trabajos de Cantc
se dirigia personalmente contra este Ultimo, sino mas bien contra la naturaleza de los conceptos cantorianc
sobre la base de las convicciones cientificas personales de Kronecker. La muerte del influyente Kronecker
1891 y, al mismo tiempo, la amistad sincera de hombres influyentes como Mittag—Leffler, unida al afecto
personal de Weierstrass, hicieron probablemente mas tolerable la vida de Cantor. Después de 1891, los
trabajos de Cantor comenzaron a ser justamente reconocidos y su persona recibié merecidos honores. Mur
6 de enero de 1918 en una clinica psiquiatrica de Halle, después de asistir a las primeras manifestaciones
considerable influencia que su teoria ejerceria en el mundo de las matematicas y constatar igualmente el ju
reconocimiento general que tanto habia deseado.Cantor se habia interesado desde el comienzo de su carr
cientifica por los estudios en teoria de niUmeros; mas tarde redactd un cierto nimero de memorias sobre la:
series trigonométricas. Fue este estudio de las series trigonométricas el que llevé a Cantor a la teoria de
conjuntos de puntos y a los cardinales transfinitos. Ademas, en su décima memoria, publicada en 1872, Ca
presentd por primera vez su teoria de los nimeros irracionales. Volveremos mas tarde sobre su teoria de
conjuntos, pero a continuacién nos ocuparemos de su estudio de los nimeros irracionales. Teoria de los
nameros irracionales de Cantor—HeineUno de los problemas importantes de la época en el teina de las
series trigonométricas consistia en establecer la unicidad del desarrollo trigpnométrico a propésito de las
series generales, es decir, aquellas cuyos coeficientes no tienen necesariamente la forma integral de Fourie
Desde 1870 a 1872, Cantor redact6 cinco memaorias sobre las series trigonométricas en las que prestd esp
atencion al teorema de unicidad, y en noviembre de 1871 afadié una extensién a ese teorema incorporand
la frase: la convergencia o la igualdad de la suma de la serie trigpnométrica puede no verificarse en un
agregado infinito de x en el intervalo 0... 2 : sin que por ello el teorema deje de ser valido. Es entonces
cuando Cantor intenta describir la estructura de tal agregado presentando aclaraciones sobre la naturaleza
las cantidades numéricas tanto finitas como infinitas. Heine sugirié algunas simplificaciones a la teoria de
Cantor en una memoria publicada en la revista de Crelle, en 1872, balo el titulo Die Elemente der
Funktionenlehre (Los elementos de la teoria de funciones) y fue asi como se convino en hablar de la teoria
Cantor—Heine, aunque el primero hubiera publicado en 1883 una memoria mas detallada sobre la teoria de
nameros irracionales.Introducen una nueva clase de nimeros, los nimeros reales, que contiene los nimert
racionales y los irracionales. La construccion de los nimeros reales se efectia sobre la base de los niimerc
racionales partiendo de una sucesién de nimeros racionales {ai }que satisface la condicién de que, para to
dado, todos los miembros salvo un namero finito difieren uno del otro de manera que

lima, =0
n
lim(a, —a,, )=0

n
para un numero r cualquiera.Esta sucesion, llamada «fundamental», es por definicién un namero real,
mientras que una sucesion que verifique la propiedadse llama «elemental».Dos sucesiones fundamentales
} vy {bi}son iguales o representan el mismo nimero real sélo si la sucesion {ai-bi} es elemental. A Propdsito
de estas sucesiones elementales, Cantor—Heine definen la sucesion nula, la sucesién positiva y la negativa
Dado un nimero racional arbitrario, si los términos de la sucesion para un N suficientemente grande son to
inferiores en valor absoluto a ese numero racional dado, entonces la sucesién se dice nula. La sucesién se
positiva si para un N suficientemente grande, todos los términos son superiores a un nimero racional positi
dado, mientras que si todos los términos son inferiores a un nimero racional negativo dado, la sucesioén se
gue es negativa. A cada sucesiéon fundamental{ai}cuyos términos son al, a2, ... an asocian el simbolo Ay,
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particular, si ai = a para todo i, el simbolo asociado a A es a. Esta eleccion del simbolismo permite asi
encastrar los nimeros racionales en un nuevo conjunto, la sucesion fundamental. Por ejemplo, toda sucesi
{ai }con ai = a para todo i donde a sea un nimero racional define el nimero racional a.Dadas dos sucesione
fundamentales {ai } y {vi}representadas por Ay V, puede demostrarse que {ai+vi} {ai .vi } y {ai/vi} (con vi

9t Col) son sucesiones fundamentales. Esto define la suma A +V, él producto A - V, y el cociente A/V (V" 0
de dos numeros reales. Asimismo, se define la igualdad y la desigualdad de la misma manera: A=V, A>V
A <V segun sea A-V, igual, mayor o menor que cero.Definen a continuacién el limite de una sucesién
fundamental {ai} de la manera siguiente: si existe un nimero racional A tal que

lim(A-a,)=0

lim(a—-a,)=0

entonces A es el limite de {ai}. Después muestran que si los términos de una sucesién fundamental tienen
limite racional A, entonces el simbolo A es también el asociado a la sucesion. Por ejemplo, las fracciones 0
0.11, 0.111, ... tienen como limite 1/9, y 1/9 es el numero asociado a la sucesién{0.1, 0.11, 0.111, ...;}.La
extension del concepto de limite a los nimeros irracionales se efectud de la manera siguiente: si A es un
simbolo (racional 0 no) y si

lim(a;,, —a;) =0

entonces A es el limite de {ai}. Con ello puede demostrar el teorema siguiente: si {al) es una sucesion
cualquiera de numeros reales (racionales o irracionales) y sia un r cualquiera, entonces existe un nimero re
A Unico, determinado por la sucesion fundamental de los nimeros ai lim ai = A. Es asi como, determinando
limite de una sucesion fundamental (o sucesion que satisface el criterio de convergencia de Cauchy) por
medio de los niumeros existentes, llegaron a demostrar que esos numeros reales forman un sistema comple
Bastaba entonces poner de manifiesto que los nimeros irracionales se forman a partir de sucesiones
fundamentales que no son racionales y demostrar que todas las sucesiones fundamentales no son
necesar~amente racionales.DEDEKINDJulius Wilhelm Richard Dedekind (1831-1916) naci6 el 6 de octubrt
de 1831 en Brunswick, Alemania. Se orienté desde muy pronto hacia las ciencias fisicas. Fue probablemen
el ultimo alumno conocido de Gauss, quien fue su director de tesis hasta 1852, ano en que Dedekind obtuv
su doctorado. Fue luego profesor en el Politécnico de Zurich, y después en la Escuela Técnica Superior de
Brunswjck. Amigo personal de Cantor, de personalidad muy original, profes6 una gran simpatia hacia las
ideas, muy discutibles en aquella época, de este Ultimo. Toda su carrera cientifica se desarroll6 practicame
en la sombra, y no le fue ofrecido ningun puesto importante de profesor. Murié el 12 de febrero de 1916, ca
dos afios antes que Cantor, sin conocer nunca la gloria.El nombre de Dedekind se ha hecho célebre por su
numerosas contribuciones originales en matematicas. Subrayemaos, entre otras, su teoria de los nimeros
algebraicos, que es una generalizacion de los enteros complejos de Gauss y de los niUmeros algebraicos d
Kummer; su formulacién abstracta de la nocion de caracter de un grupo aplicada a los grupos abelianos y
probablemente la primera definicion abstracta de un grupo finito; su enfoque aritmético en el tratamiento de
las curvas algebraicas, cuya idea central proviene de sus trabajos sobre los nimeros algebraicos, su libro s
la naturaleza y la representatividad de los numeros, donde se trata de conjuntos infinitos, etc.; su introducci
de clases de nimeros algebraicos llamados «ideales» en honor de Kummer. Sin embargo su celebridad se
sobre todo en sus Ensayos sobre la teoria de nimeraos, publicados en 1872, que se ocupan del concepto d
continuidad y los nameros irracionales.Teoria de los numeros irracionales de DedekindEncargado de curso
de célculo diferencial e integral en el Politécnico de Zurich en 1858, Dedekind se dio cuenta muy pronto de
gue la aritmética de los niumeros reales no poseia un fundamento l6gico adecuado. Mas especificamente, <
negaba a recurrir a la evidencia geométrica para demaostrar el teorema siguiente: toda magnitud que crece |
una manera continua pero no sin limite, debe ciertamente aproximarse a un valor limite. Desde un punto de
vista didactico encontraba util el recurrir a la intuicibn geométrica con el fin de no perder demasiado tiempo,
pero en ningun caso este recurso, segun Dedekind, podia considerarse cientifico. Por eso se dedico a med
sobre la cuestion durante mucho tiempo pero no encontré un fundamento puramente aritmético y
perfectamente riguroso de los principios del analisis matematico. Dedekind estaba convencido ademas, de
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el concepto de continuidad no habia sido bien definido todavia, y que el teorema enunciado mas arriba
constituia una base suficiente sobre la que fundamentar el andlisis. Se dedicé pues, a encontrar el origen d
este teorema en la aritmética y, al mismo tiempo, a dar una definicién real de la esencia de la continuidad.
Encontré lo que buscaba el 24 de noviembre de 1858 En varias ocasiones habia querido escribir un libro sc
la continuidad y los nimeros irracionales, pero su obra no sera realizada hasta 1872 La memoria de Heine
titulada Los elementos de la teoria de funciones que Dedekind recibié en el mes de marzo de 1872, le
reafirmd en la resolucion de escribir su libro.Antes de abordar el estudio de los nimeros irracionales,
Dedekind presupone el desarrollo de la aritmética de los niumeros racionales, pero llama la atencién sobre |
cierto niumero de puntos que él juzga importantes, estableciendo una comparacion entre los nimeros
racionales y los puntos de la recta numérica. A continuacion presenta su estudio de la continuidad de la line
recta, haciendo notar, desde el comienzo, el hecho de que en una linea recta L existe una infinidad de punt
gue no corresponden a ningln nimero racional. Por consiguiente, la recta L es infinitamente mas rica en
puntos individuales que el dominio R de los nimeros racionales en nimeros individuales. Esto nos conduce
segun dice, a completar R creando nuevos nimeros de manera que el campo de los nimeros adquiera la
misma complecién o, como puede decirse, la misma continuidad que la linea recta. Insatisfecho con los
métodos habituales para introducir los nimeros irracionales, los cuales se basan directamente en la
concepcion de longitudes prolongadas, propone en su lugar «que la aritmética se desarrolle a partir de si
misma» y el problema se reduce entonces a la determinacién aritmética de la continuidad.Como intenta def
completamente los nimeros irracionales s6lo mediante los nimeros racionales, y dado que la comparacion
dominio R de los nimeros racionales con la recta le lleva al reconocimiento de «agujeros», de una cierta
discontinuidad de los nimeros, Dedekind plantea asi la cuestion: «¢En qué consiste esta continuidad Todo
depende de la respuesta a esta cuestién y, s6lo mediante ella obtendremos una base cientifica para la bus
de todos los dominios continuos». El problema consiste, pues, segun Dedekind, en indicar una caracteristic
precisa de la continuidad que pueda servir de base para deducciones validas. En la seccion precedente (la
consagrada al dominio R) se ha puesto de manifiesto, prosigue que cada punto p de una linea recta produc
una separacion en dos porciones tal que cada punto de una porcion esta situado a la izquierda de cada pur
la otra porcién. Tomando la reciproca de esta proposicion, Dedekind encuentra la esencia de la continuidac
formula asi su principio:Si todos los puntos de una linea recta se sitian en dos clases tales que cada punto
la primera clase se encuentra a la izquierda de cada uno de los puntos de la segunda clase, entonces exist
Gnico punto que produce esta division de todos los puntos en dos clases, esta separacion de la linea recta |
dos porciones.Dedekind afiade también que esta proposicidon no puede ser demostrada y que, por consigui
no es nada mas que un axioma por el que se atribuye a la linea recta su continuidad. En la seccion IV titula
Creacion de los numeros irracionales, Dedekind introduce su célebre «cortadura» al considerar la division ©
los nimeros racionales en dos clases talos que todo numero de la primera clase es inferior a todo nimero ¢
segunda. Esta division de los niUmeros racionales se llama una «cortadura». Si las clases se designan med
Al y A2, entonces la cortadura se designa mediante (Al, A2). Puede decirse, segun Dedekind, que cada
namero racional a produce una cortadura que posee la propiedad de que, entre los niumeros de la primera
clase, existe un niumero que es el mayor o que, entre los nimeros de la segunda clase, existe un niimero q
el menor. Inversamente, toda cortadura en los niUmeros racionales para los que existe el mayor de los nim
en la primera clase o el menor de ellos en la segunda, esta determinada por un nimero racional.Pero Dede
afiade que es facil mostrar que existen infinidad de cortaduras que no estan determinadas por nimeros
racionales. Si situamos en la primera clase todos los niUmeros racionales negativos y todos los nimeros
positivos cuyo cuadrado es inferior a 2, y en la segunda clase todos los demas nameros racionales, entonc
esta cortadura no esta determinada por ninglin nimero racional. Para cada una de estas cortaduras, «creal
un nuevo ndmero irracional a que esta completamente definido mediante esta cortadura; debe riamos decir
gue el nimero a corresponde a esta cortadura o que produce esta cortadura».Dedekind estudia, a continua
las relaciones entre las cortaduras, con el fin de obtener una base para la disposicién ordenada de todos lo
nameros reales. La comparacion de dos cortaduras (Al, A2) y (B1, B2) nos permite definir la identidad y la
desigualdad entre estas dos cortaduras: la identidad se denota mediante = 6, = donde y sonlos
nameros reales que producen, respectivamente. las cortaduras (Al, A2) y (Bl, B2), mientras que la desiguals
implicaa> 6, > . Enlaseccion v. presenta las tres propiedades fundamentales de los niimeros reales:l. ¢
> ,y > yentonces > y se dird que el nimero se encuentra entre y .ll. Si a, y son dos nimeros
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cualesquiera diferentes, entonces existe una infinidad de nimeros diferentes que se encuentran entre y
lll. Si es un nimero real cualquiera, entonces todos los nimeros reales se dividen en dos clases Aly A2,
de manera que cada una de ellas posee un nimero infinito de elementos, cada miembro de Al es inferior a
cada miembro de A2 es superior a . El nimero a puede ser asignado a cualquiera de las clases.Ademas d
estas tres propiedades, Dedekind aflade que el dominio de los nimeros reales posee también la propiedad
continuidad, que se expresa de la manera siguiente:Si el sistema de los nimeros reales esta dividido en do
clases Al y A2 de tal manera que cada miembro de Al es inferior a todos los miembros de A2, entonces
existe un Unico nimero a por el cual se produce esta separacion.Dedekind pasa a continuacion a las
operaciones con los nimeros reales en la seccién VI, y tan sélo define de una manera explicita la operacio
adicion; las otras operaciones son definibles, segln el autor, de una manera analoga. La adicion de (Al, AZ
de (B1, B2) se define asi: si ¢ es un nimero racional cualquiera, lo situamos en la clase C1, si al esta en la
clase Aly bl esta en la clase B1 de manera que al + bl "cl, y todos los demas numeros racionales los
situamos en la clase C2. Esta separacion forma una cortadura (C1, C2), porque cada miembro de C1 es
inferior a cada uno de los de C2. Dedekind introduce también en esta seccion la nocion de intervalo, y term
sus Ensayos volviendo a su teorema de analisis que motivé sus investigaciones, el cual demuestra median
nocién de cortadura, y subraya que este teorema es equivalente al principio de continuidad.A pesar de ciert
imprecisiones en su teoria de los nimeros irracionales, como por ejemplo de dénde proviene el nimero
irracional a que produce la cortadura, o por qué ese numero a es distinto de la cortadura, Dedekind present
una teoria satisfactoria l6gicamente. Mas tarde, se hicieron posibles algunas modificaciones de su teoria,
como la de Russell para la construccion de los nimeros reales. Todo este movimiento, emprendido con el f
de realizar la aritmetizacién del andlisis, fue aceptado por la mayoria de los matematicos. Sin embargo,
algunos se opusieron vigorosamente a estos programas de aritmetizacion, como Paul duBois—Reymond
(1831-1889), que vela en esta aritmetizacion una tentativa para destruir la uniéon necesaria entre el nimero
la nocion de cantidad. Léopold Kronecker (1823-1891), por su parte, basaba sus objeciones no en el proce
mismo de aritmetizacion sino, por el contrario en su msuficiencia. Finalmente, Hermann Hankel, creador él
mismo,; de una teoria légica de los niUmeros racionales, se oponia al tratamiento formal de los nimeros
irracionales sin la ayuda del concepto geométrico de cantidad, porque conducia, segun él, a cosas artificials
molestas cuyo valor cientifico no era muy grande. Afladamos que también se dirigieron ciertas criticas conti
estos programas de aritmetizacion, y especialmente los de Cantor y Dedekind.Quedaba por elaborar una te
I6gica de los numeros racionales adecuada, lo que seria obra de varios matematicos. entre los que se puec
mencionar a Martin Ohm (1792-1872), hermano del célcbre fisico, Weierstrass y su idea de la pareja de
nameros, Dedekind y la utilizacién de las ideas cantorianas sobre conjuntos y Giuseppe Peano (18S8-193:
los axiomas fundamentales de los nUmeros naturales.

Teoria de conjuntos

Hemos visto que la clarificacion del concepto de funcién es el fruto de los trabajos emprendidos con el fin d
estudiar mas a fondo la representaciéon de las funciones mediante series de Fourier. De 1a misma manera,
través de teorema de unicidad de la representacion de funciones mediante series trigonométricas, algunos
matematicos se decidieron a ocuparse del estudio de los conjuntos infinitos de puntos, en particular Heine,
Bois—Reymond y, evidentemente. Cantor.

Desde la época de los griegos, la atencion de los matematicos los filésofos se sintié atraida por las nocione
infinito, de infinitamente grande y de infinitamente pequefio. Algunos de ellos rechazaban categ6ricamente
toda nocién actual de una coleccidn infinita, de elementos; para otros, la correspondencia biunivoca entre d
conjuntos infinitos conduce a resultados que son incompatibles con la razén. Gauss, el principe de los
matematicos, protesta contra la utilizacién de una cantidad infinita como una entidad matematica real porqu
el infinito no es para él mas que una manera de hablar. Cauchy rechaza la correspondencia entre una parte
todo en un Conjunto infinito, porque es una contradiccion. En las polémicas inacabables sobre problemas
ligados a los conjuntos intervinieron razonamientos y argumentos de naturaleza metafisica e incluso teoldgi
La actitud general de los matematicos con respecto a estos problemas consiste, muy frecuentemente, en
ignorar lo que no llega a resolver. Como hecho paraddjico, si es que lo es, cabe mencionar que evitan
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reconocer los conjuntos infinitos reales, pero utilizan ampliamente series infinitas y conjuntos infinitos como
el conjunto de los nimeros racionales 0 reales. La aritmetizacion del analisis obliga a los matematicos a
considerar la existencia de conjuntos de puntos, lo que conduce a la fundacién de la teoria de
conjuntos.Bolzano fue el primero, antes que Cantor, en considerar seriamente la elaboracion de una teoria
conjuntos. Recordemos brevemente que defendi6 la existencia de conjuntos infinitos reales y que llamé la
atencion sobre la nocion de equivalencia de dos conjuntos (correspondencia biunivoca). Observé que esta
equivalencia, en el caso de conjuntos infinitos, conducia a que una parte fuera equivalente al todo, e insistic
en gue este resultado fuera aceptado. Finalmente, Bolzano asigné nimeros a conjuntos infinitos, asignacio
gue implicaba la existencia de niumeros trasfinitos diferentes (el modo de asignacion de Bolzano se revel6
inexacto segun la teoria cantoriana). Pero las investigaciones de Bolzano sobre el infinito se centraron
demasiado en el aspecto filosdfico de las cosas, y el propio Bolzano decidié abandonar toda tentativa de
proseguirlas mas a fondo. Los trabajos de Heine sobre las series trigonométricas dieron origen al interés de
Cantor por el estudio de estas mismas series. Du Bois—Reymond se interes6 también por el estudio de las
series trigonométricas y, en particular, por las relaciones entre conjuntos de puntos. Tratadas desde un pun
de vista casi enteramente filos6fico (empirismo), estas relaciones le llevaron a distinguir entre conjunto den:
y conjunto no denso y, por extrapolacién a partir de la continuidad que caracteriza a la recta numeérica, exig
gue sus ordenes de infinitud fueran no s6lo densos sino también continuos. Otros matematicos como
Riemann, Lipschitz, Hankel y Weierstrass aislaron conjuntos infinitos en sus investiga clones, pero ninguno
de ellos sinti6 la necesidad de desarrollar una aritmética de los conjuntos infinitos como hizo Cantor.

La teoria de conjuntos de CantorEl nacimiento de la teoria de conjuntos de Cantor comienza con su
decimotercera memoria, publicada en 1874 en la revista de Crelle bajo el titulo de Ueber eine Eigenschaft c
Inbegrifies aller reellen algebraischen Zahlen (Sobre una propiedad del conjunto de todos los nimeros reale
algebraicos). Sin embargo, en una memoria de 1872 sobre las series trigonométricas, Cantor presenta ya
consideraciones sobre los conjuntos de puntos, y escribird mas tarde varias memorias sobre el tema asi co
cartas personales que precisaran ciertos puntos especificos referentes a su teoria.Segun Cantor, un conjur
una coleccion de objetos definidos y separados, que pueden ser concebidos por la inteligencia, y para la gL
podemos decidir si un objeto dado pertenece o no a la coleccién. Refutando los argumentos de sus
predecesores, Cantor afirma la existencia de conjuntos infinitos actuales; y muestra que un conjunto es infit
si existe una correspondencia biunivoca entre él mismo y una de sus partes. En su décima memoria, public
en 1872, Cantor introduce, en particular, el limite de un conjunto de puntos, el conjunto derivado y los
conjuntos de primera especie. Para un conjunto de puntos P en un intervalo finito, un punto limite de P es
cualquier punto de la recta tal que en todo intervalo que comprenda ese punto hay una infinidad de puntos
P. Todo punto de P que no es un punto limite de P es llamado por Cantor punto aislado. El conjunto de tod
los puntos limites de P se llama el conjunto derivado del conjunto de puntos P. Si P', el conjunto derivado, r
es finito, se puede encontrar un segundo conjunto derivado P", y asi sucesivamente. Si el n—ésimo conjuntt
derivado de un conjunto de puntos P es finito, entonces se dice que P es un conjunto de orden n o de prime
especie. Un conjunto es cerrado si contiene todos sus puntos limites y es abierto si todo punto del conjunto
un punto interior, es decir, si cada punto puede considerarse contenido en un intervalo que comprende
solamente puntos del conjunto original. Un conjunto cerrado es perfecto si contiene solamente puntos limite
La idea fundamental en la teoria de Cantor, la correspondencia biunivoca, le sirve entre otras cosas para
definir la equivalencia entre dos conjuntos: si dos conjuntos bien definidos pueden ser puestos en
correspondencia biunivoca, tienen entonces la misma potencia o son equivalentes. En el caso finito, el
concepto de potencia de un conjunto se corresponde con el nimero de elementos del conjunto, y la
equivalencia entre dos conjuntos finitos se establece con el nimero de elementos de cada conjunto (mas
adelante el termino potencia se convertira en el de cardinal). Un subconjunto de un conjunto P (subconjuntc
propio) se define como otro conjunto cuyos elementos son también elementos de P. Un subconjunto de un
conjunto finito P tiene siempre una potencia inferior a la del conjunto P, lo que no es cierto en el caso de los
conjuntos infinitos. Dedekind se sirvié de esta constatacion para dar, en 1887, la definicion siguiente del
infinito, independientemente de Bolzano y Cantor: se dice que un sistema S es infinito cuando es similar a
parte propia de si mismo; si no, se dice que el sistema S es finito. Cantor ilustra esta constatacién mostranc
gue el conjunto de los nimeros naturales tiene la misma potencia que el subconjunto formado por los nliime
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naturales pares. Por el contrario, puede ocurrir que dos conjuntos tengan potencias desiguales. Por ejempl
My N tienen potencias desiguales y el conjunto M es equivalente a un subconjunto de N, solamente se pue
concluir que la potencia de M es inferior a la de N.Cantor intenté también ilustrar sus conceptos de
equivalencia y de potencia mediante conjuntos de niumeros. En esta ocasién introduce el término «numerat
para designar todo conjunto que pueda ponerse en correspondencia biunivoca con los nimeros naturales
(enteros positivos). Muestra asi que es el conjunto infinito mas pequefio en términos de potencia, y que tod
subconjunto infinito de este conjunto de los nimeros naturales es necesariamente numerable. Por ejemplo,
conjunto de los cuadrados perfectos y el Conjunto de los nimeros triangulares son numerables. Aunque es
Conjuntos parecen ser mas pequefios que el conjunto de los nimeros racionales (fracciones), Cantor demc
en 1847, y después en 1895, que este Ultimo conjunto es también numerable. La demostracion siguiente es
dada por Cantor en 1895: dispongamos los nimeros de la manera siguiente:

1/12/13/14/21/5 ..............
1/22/23124/2 ...........
1/32/33/3 ..............

1/4 2/4

1/5

Puede observarse que todos los niimeraos racionales que se encuentran en una misma diagonal tienen la rr
suma en el numerador y en el denominador. Partiendo de 1/1, se siguen las flechas 2/1, 1/2,1/3,2/2,3/1 etc.
asi se encontraran todos los nimeros racionales, y a cada uno se le asigna un nimero entero positivo dadc
Desde ese momento, el conjunto asi ilustrado de los nimeros racionales (enel que se encuentran los mism
nameros mas de una vez, 1/1, 3/3, 1/2 2/4 etc.) estara en correspondencia biunivoca con los nimeros
naturales. Por consiguiente, el conjunto ilustrado es numerable y el conjunto de los niimeros racionales, col
subconjunto de este conjunto, es también numerable. Cantor demostré también un resultado sorprendente
su memoria de 1874: el conjunto de todos los niumeros algebraicos es numerable. Pero todos los conjuntos
infinitos no tienen la misma potencia, y por consiguiente no son todos numerables.Cantor demostrd que el
conjunto de los nimeros reales tiene una potencia superior a la del conjunto de los nimeros naturales para
utilizé dos demostraciones, una de las cuales es la reduccién al absurdo (1892): supongamos que se puede
numerar los nimeros reales entre 0 y 1; expresémoslos en forma de decimales puros (que no se terminan,
como 0,33333... para 1/3, 0,4999... para 1/2 y asi sucesivamente); si esos nimeros reales son numerables
puede entonces asignar a cada uno un entero positivo tal quel! 0,allal2........ 210,a2la22....... 3!0,a3la
32....... donde los aij representan las cifras comprendidas entre 0 y 9 inclusive. Cantor demuestra que el
conjunto de los nimeros reales no es numerable escribiendo un nimero decimal que no se terminay es
diferente de todos los de la lista anterior. Basta hacer b = 0,b1 b2 ........ donde bk =9siakk=1ybk=1si¢c
"1. Este numero real esta comprendido entre 0 y 1 pero no esta incluido en la lista anterior de nimeros real
comprendidos entre 0 y 1. Por tanto, hay una contradiccién, y por consiguiente el conjunto de nimeros real
no es numerable. En 1874, Cantor se interesé también en demostrar la independencia de la potencia del
continuo del nimero de sus dimensiones, es decir, en mostrar la equivalencia de los puntos de una recta
(potencia del continuo) y los puntos de Rn (espacio de n dimensiones). Consigue demostrar esta equivalen
en 1877 y, a este respecto, escribe a Dedekind: «Lo veo pero no lo creo.» Se puede, pues, demostrar la
equivalencia entre el nUmero de puntos contenidos en un segmento unitario [0, 1] y el conjunto de puntos d
un cuadrado unitario, de un volumen unitario, de un espacio unitario de n dimensiones.Después de haber
demostrado la existencia de conjuntos de la misma potencia y de potencias diferentes, Cantor prosigui6
profundizando en sus investigaciones y llego asi a introducir una teoria de los nimeros cardinales y ordinal
en la que la aritmética se efectlia sobre cardinales y ordinales. Esta aritmética particular fue desarrollada er
1879 y 1884, y completada en dos memorias publicadas en 1895 y 1897, respectivamente, en los
Mathematische Anualen.La teoria de conjuntos y la aritmética de los cardinales y ordinales de Cantor desp
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evidentemente el asombro de un buen niimero de contemporaneos, por la naturaleza misma de sus ideas
revolucionarias. Ademas, ya a finales del siglo XIX, algunos matematicos incluyendo a Cantor, plantearon
algunas cuestiones que sembraron la duda sobre la validez de esta teoria, y se pusieron de manifiesto ya
algunas paradojas y problemas no resueltos. Otros matematicos se opusieron; mencionemos a Kronecker,
Felix Klein, Henri Poincaré y Hermann Weyl. Otros, por el contrario, se sintieron vivamente impresionados
por el uso que ya se habia hecho de aquellas teorias, como Adolf Hurwitz, Jacques Hadamard, David Hilbe
Bertrand Russell. Las dificultades con que se encontr6 la teoria de conjuntos de Cantor sedan clarificadas
mediante la asiomatizacion de esta ultima realizada por Zermelo y Fraenkel, y mediante el estudio de los
fundamentos de la matematica.
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