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1. REDES DE DOS PUERTOS

Considérese la red de dos puertos. Convencionalmente se supone que 11 e 12 flu-yen hacia la red como se
indica. Las variables son V1, V2, I1 e V2. En la red de dos puertos hay dos variables independientes y dos
dependientes, y se puede elegir un conjunto de dos variables inde-pendientes entre los seis conjuntos posil
(V1, V2), (Ir, "2), (11, 12), (12, V2), (V1, 11) y (V2, 12). También se supondra que los elementos son lineales.
En la tabla 18-1 se resumen las posibilidades entre las variables independientes (de entrada) y las variable
dependientes asociadas. En la misma tabla se identifican también los nombres de los seis conjuntos de
parametros asociados del circuito. En el caso de transformadas fasoriales o de Laplace con el circuito de Ia
figura 18-1, se tienen las conocidas ecuaciones de impedancia donde las variables de salida son V1y V2
como sigue:

Tabla 18-1

Modelos de seis parametros del circuito

Variables Variables

independientes dependientes Parametros

(entradas) (salidas) del circuito

11,12 V1, V2 Impedancia Z

V1,V2 11,12 Admitancia Y

V1,12 11, V2 Hibrido g

11,V2V1, 12 Hibrido h



V2 ,12V1, 11 Transmisién T
V1,11V2,12 Transmision inversa T

V1=2Z11I1 +Z12I2 (18-9)

V2 =Z2111 +Z22 12 (18-10)

Las ecuaciones para las admitancias son
I1=Y11V1+Y22V2(18-11)
12=Y21V1+Y22V2(18-12)

Si se prefiere, es adecuado utilizar las letras minlsculas z y y para los coeficientes de las ecuacio-nes 18-
18-12. En la tabla 18-2 se resumen las ecuaciones para los seis conjuntos de parametros de dos puertos.

Cuando los elementos son lineales y no hay fuentes ni amplificadores operacionales dentro de la red de do
puertos, se puede demostrar, mediante el teorema de reciprocidad, que Z12 = Z21y Y21 = Y12 En la figure
18-7 aparece un posible arreglo de un circuito pasivo como circuito 1. Planteando las dos ecuaciones de Ir
para esta figura pueden obtenerse facilmente las ecuacio-nes 18-9 y 18-10. Por tanto, el circuito de la figu
18-7 puede representar los parametros de impe-dancia. Un posible arreglo de los parametros de admitanci
forma de circuito Fl aparece en la figura 18-8.



Tabla 18-2

Ecuaciones para los seis conjuntos de pardmetros de dos puertos

. ‘/1 = 21111 + 21212
Impedancia Z V, = Z,0, + Z,,l,

' . L =Y+ Y,
Admitancia Y { I, =Y,V + YV,

o Vi = by + bV,
Hibrido 4 { L = bol, + bV,
W - L = gV + gl
Hibrido inverso g {Vz = eV + gl
.., vV, = AV, — BI,
Transmisién 7' {11 - ¢V, - DI,
AR v, = AV, - B,
Transmision inversa T {12 - ¢, - DI,

Figura 18-7 Circuito T representando los parAmetros de impedancia.

L “Yyp=-¥n <_1_3
: L .
Vi Y+ Yy Yn+Yn
> + 5

k Figura 18-8  Circuito I representando los parimetros de admitancia.

Examinando la ecuaci6n 18-9 se observa que Z11 puede medirse para obtener
V1

Z11=12=0

11

Por supuesto, 12 = 0 implica que las terminales de salida estan en circuito abierto. Por ello, los pa-rametros
suelen llamarse impedancias de circuito abierto.

Los pardmetros Y pueden medirse para determinar que
11
Y12=V1=0

V2



En general, los parametros de admitancia se llaman parametros de admitancia de corto-circuito.

Ejemplo 18-3 Determinar los parametros de admitancia e impedancia de la red 1 que aparece en la figura
18-9.

L 2a s L
A ——A——
* *
v, 8Q v,
% b Figura 18-9  Circuito del ejemplo 18-3.

Solucién: Los parametros de admitancia utilizan las terminales de salida en cortocircuito y
11

Y11=V2=0

V1

Entonces, los dos resistores de 8 Q estan en paralelo y 171 = 281t. Por tanto,
1

Yll=s

28

Para Y12,

11

Y12=V1=0

V2

asi que se cortocircuitan las terminales de entrada. Se obtiene asi el circuito que aparece en la figu-ra 18-1



Empleando la divisién de corriente,

8
“hi=h (8 T 24]

V2 V2

I = = =
2T 84 [8(24)/(8 + 24)] 14
Por tanto,
A -(V,/14)(1/4) 1
v, =4 20 1
v, v 56
Asimismo

1
Yy =Y12=—5—6‘5

Por Gltimo, Y), se obtiene de la figura 18-10 con el resultado

Yy = 1—2
VZ V=0
donde
e V___.n
27 8+ [8(24)/(8+24)] 14
Por tanto,

1
Y, = —S
274

Luego, en forma matricial se tiene | =YV 0

11
11}_ 28 5—6_[‘/1}
[12 ! 1|V,
56 14

Ahora se calcularan los parametros de impedancia. Se tiene

CLIO> uc uuycuduula. IC L

Las terminales de salida estan en circuito abierto, como en el circuito de la figura 18-9. Entonces,
Z11=24+8=320
De igual modo, Z22 =16 Q y Z12 = 8 9. Entonces, en forma matricial se tiene V = Z| 0 sea

V132811



V281612

Los métodos generales para determinar los parametros Zy Y se resumen en las tablas 18-3 y 18-4,
respectivamente.

Tabla 18-3
Método para obtener los parametros Z de un circuito

Paso La Para calcular Z11y Z21, conectar una fuente de corriente V1 a las terminales de entrada y poner ¢
cortocircuito las terminales de salida.

Paso IB Calcular 11y V2 y después Z11 =V1/I11ly 221 =V2/I11

Paso IIA Para determinar Z22 y Z12, conectar una fuente de corriente V2 en las terminales de salida y pone
en cortocircuito las terminales de entrada.

Paso IIB Calcular 12y V1y luego 222 =V2/12y Z12 =V1/12

Nota: Z12 = Z21 solo si no hay fuentes dependientes ni amplificadores operacionales dentro de la red de dc
puertos.

Tabla 18-4
Método para obtener los parametros Y de un circuito

Paso JA Para determinar Y11 y Y21, conectar una fuente de voltaje 11 a las terminales de entrada y poner |
terminales de salida en circuito abierto.

Paso IB Calcular V1 e I12 y luego Y11 =I1/V1y Y21 =I2/V1

Paso IIA Para determinar Y22 y Y12, conectar una fuente de voltaje V2 a las terminales de salida y poner |z
terminales de entrada en circuito abierto.

Paso lIB Calcular 11y V2 y luego Y22 =12 /V2y Y12 =11/ V2.

Nota: Y12 = Y21 solo si no hay fuentes dependientes ni amplificadores operacionales dentro de la red de d
puertos.

EJERCICIO 18-2

Determine los parametros Z y Y en el circuito de la figura E 18-

Figura E 18-2
1
18 6
Respuestas: Z = , Y = 14 21
6 9 BEUN|
21 7



1.1 PARAMETROS Zy Y PARA UN CIRCUITO CON 18-6 FUENTES DEPENDIENTES

Cuando un circuito incluye una fuente dependiente, es facil utilizar los métodos de las tablas 18-3 o0 18-4
para determinar los parametros Z o Y. Cuando en el circuito hay una fuente dependiente, Z21= 2712y Y12 -

Y21.

Ejemplo 18-4

Determinar los parametros Z del circuito de la figura 18-11 cuando m = <,

4Q 2Q ]

I

> 3 Figura 18-11

2

Circuito del ejemplo 18-4.

Solucion: Los parametros Z se determinan con el método de la tabla 18-3. Se conecta una fuente de voltaj
~"1y se abre el circuito en las terminales de salida, como aparece en la figura 18-12a.

a)

La LKC en el nodo a conduce a
11 -mV2-1=0 (18-13)
La LKV en torno al lazo exterior es

V1= 41~ + 5] (18-14)

Figura 18-12
b AZ1uYZny B Zyy Zy,

Circuito para determinar

Ademas, V2 = 3I, o sea I=V2/3 ; sustituyendo esto en la ecuacion 18-13, se obtiene

v,

I, = mV, +72

= (m+ )V,

ZZI =&=1Q
Il

Sustituyendo 1= 172/3 y la ecuacién 18-15 en la 18-14,



Vi =41 + %
3 ‘
5
De donde
V.
Zu =-1= Z Q
I 3

Para obtener Z22 y Z12, se conecta una fuente de voltaje ~2 a las terminales de salida y se abre el circuito
las terminales de entrada, como se muestra en la figura 18-12b. Pueden plantearse dos ecuaciones de ma

con la direccion supuesta de la corriente, que son

(18-17)

I
o

V, +5I, - 3I,

(18-18)

I
o

V, + 31, - 3I,

Ademas, 14 = mV2, que sustituida en la ecuacion 18-18, da

Vy +3mV, -3, = 0

O s€a

Por tanto,

Sustituyendo 14 = mV2 en la ecuacién 18-17, se obtiene

Vi + 5mV, = 3I,

O sea
vV, + 5mlI, = 31,

Por tanto,

1% 1
Z, =L =03-5m)=--Q
n == 0-5m) =

2

Entonces, en resumen, se tiene

Notese que Z21 _ 712, dado que existe una fuente dependiente en el circuito.

1.2 PARAMETROS HIBRIDOS Y DE TRANSMISION

Las ecuaciones de los parametros hibridos de dos puertos se basan en 171 e "2 como variables de sa-lida,
modo que



Vi = byly + bV, (18-19)
12 = b21]1 + bZZI/Z (18'20)

v, by b [ (1
e ] e (529

Estos parametros se emplean mucho en modelos de circuitos con transistores. El modelo de cir-cuito hibrid
aparece en la figura 18-13.

o0, en forma matricial,

I
I, by L

- Figura 18-13  Modelo de parametros b de
©° un circuito de dos puertos.

Las ecuaciones de los parametros hibridos inversos son

[ll] _ [811 812} [Vl] _ G|:V1:] (18-24)
Va 8n 8&n|lL I

En la figura 18-14 aparece el modelo de circuito hibrido inverso.

o, en forma matricial,

1_1_ 822 4_{_2_
o ~“WA——
N 821V
i &1 o V2 ) S "
Figura 18-14 Modelo de circuito hibrido
o < inverso (parametro g).

I1 = g11V1 + g12I2 (18-22)
V2= g21V1 + g2212 (18-23)

Los parametros hibridos e hibridos inversos incluyen tanto los parametros de impedancia como los de
admitancia, de ahi su nombre de hibrido. Los parametros h11, h12, h21 y h22 represen-tan, respectivamen
la impedancia de entrada en cortocircuito, la ganancia inversa de voltaje en circuito abierto, la ganancia
directa de corriente en cortocircuito y la admitancia de salida en cir-cuito abierto. Los parametros g11, g12,
g21y g22 representan la admitancia de transferencia en cor-tocircuito, la ganancia directa de corriente en
circuito abierto, la ganancia directa de voltaje en circuito abierto y la impedancia de salida en cortocircuito,
respectivamente.

Los parametros de transmisién se expresan como sigue:
AV, - BI, (18-25)
cv, - DI, (18-26)

i
I

R e

o, en forma matricial,



Los parametros de transmision se utilizan para describir la transmisién por cable, por fibra y por linea. Los
parametros A, B, C y D representan, respectivamente, la razon de voltajes en circuito abierto, la impedanciz
transferencia negativa en cortocircuito, la admitancia de transferencia en circuito abierto y la razén de
corriente negativa en cortocircuito. Los parametros de transmi-sién suelen llamarse parametros ABCD. En
este libro, el interés se centrara en los parametros hi-bridos y de transmisién, dado que se utilizan
extensamente.

Ejemplo 18-5
a) Determinar los parametros h del circuito T de la figura 18-15 en términos de R1, R2 y R3.

b) Evaluar los parametros cuando R1 = 19, R2 =40 y R3 = 60.

Il Rl R]

1,
— <

Va

- Figura 18-15 Circuito T del ejemplo 18-5.

Soluciéon

a) Primero, se calculan h11 y h21 cortocircuitando las terminales de salida y conectando una fuen-te de
corriente de entrada I1, como se ve en la figura 18-16a. Por tanto,

blI =_V_vl_ =R1+__M3.__
: Il V,=0 R2 +R3

Figura 18-16  Circuitos para determinar ) b, y b,,,
b Y ) by y by

Entonces, usando el principio del divisor de corriente,

10



_ R
R, + R,

De donde

b21 == =
1, V=0 R, + R,

El siguiente paso es redibujar el circuito con I11= O y conectar la fuente de voltaje V2 como se ve en la figur:
18-16b. Entonces se puede determinar h12 a partir del principio del divisor de volta-je, como sigue:

bu = ﬂ = i
V) 1,=0 R, + R,

Por ultimo, se determina h22 a partir de la figura 18-16b como sigue:

Una propiedad de un circuito pasivo (sin fuentes entre los dos puertos) es que hl2 = — h21. (b) Cuando R1:
106, R2= 40 y Ro= 60,

R
bll =R1 +2—R3 =3.4Q
R, + R,
-R
by = Z_ =04
R, + R, :
blz = R2 = 04
R, + R,
1
hyy = ——— =018
2 "R, +R,

1.3 RELACIONES ENTRE PARAMETROS DE DOS PUERTOS

Si existen todos los pardmetros bipuerto en un circuito, es posible relacionar un conjunto de parametros cot
otro, dado que las variables V1, 11, V2 e 12 estan interrelacionadas por los parame-tros. Se examinara prim
la relacion entre los parametros Zy Y . La ecuacion matricial de los pardmetros Z es V = ZI, o sea

I, o sea
il _ g0 (18-28)
Va I
Asimismo, la ecuacion de los parametros Y es 1 = YV, o bien
I Y 1. : (18-29)
I Va

Sustituyendo 1 de la ecuacién 18-29 en la 18-28, se obtiene

11



Z=Y" (18-30)
Y = [ Y2 _Y12:|
_1,21 )/11
Asi,
7z -yt - 2dY (18-31)
AY

Asi, se puede obtener la matriz Z invirtiendo la matriz Y. Por supuesto, de igual modo puede ob-tenerse la
matriz Y si se invierte una matriz Z conocida. Es posible que un bipuerto tenga una matriz Y o una matriz Z,
pero no ambas. En otras palabras, en algunas redes pueden no existir Z'oY".

Si se tiene una matriz Y conocida, la matriz Z se determina calculando el determinante AY de la matriz Y y |

adjunta de la matriz Y, que se define como sigue:

donde AY=Y11Y22

Tabla 18-5

Relaciones entre parametros

Z Y b
Z, Z, __YZ_Z Yo & ﬁ L 8 i £
P AY AY by, by 811 &1 C C
Z,  Z, Yy ¥y “hy 1 8 A 1 D
AY AY by, by, 811 &1 C C
Zy & | oy oy | L | % & | D AT
v AZ AZ N by &n 82 B B
ﬁ i Yy, Yy ﬁ & —821 1 -1 é
AZ AZ by by &2 &2 B B
AZ 2y R Yy 3 b 82 3% B AT
11 12
b Zy Zy Yy en , Ag Ag D D
~Zn 1 Yy AY by b, | =82 8u -t <
Zy Zy i i Ag Ag D D
1 [ A ¥ [ k| O T
1
Z, Z, Yy Yy Ab Ab 4 A
8 é _A_% _Y21 L ﬁ h g2 g2 l E
Z, Z, Y2 Y2 Ak Ab 4 4
Ly Az ~Yn it S ) “hy | 1 £33 ) s
- Zy Zy Yy, Yy by by &2 821
1 Zy -AY Y | hy -1 8u AY c
Zy Zy Y Yy by by 821 821

AZ=ZyZ) -2)Z), AY =YYy, =YYy, Ag=gug —8ulaw Ab =hyhy —hyhy, AT =AD - BC.

Las relaciones de conversion de dos puertos para los parametros Z, Y, h, g y T aparecen en la tabla 18-5.

Ejemplo 18-6

Determinar los parametros Yy h si

12



7 =[18 6]
6 9

Solucién Primero se determinaran los paradmetros Y calculando el determinante como sigue:

AZ = Z11zzz - 212221 = 18(9) - 6(6) =

1 an -

Después, de la tabla 18-5, se obtiene

Z 9 1
ry=2-2_1
AZ 126 14

Z 1

Y, =Y, = 12 - _-

12 21 AZ 21

by == ="=140Q
Z, 6 2
by =22 =0 =2
» 9 3
~Zy -6 -2
b21 221 = — = —
2 9 3
11
by = — =-5§
22 ZZZ 9

1.4 INTERCONEXIONES REDES DE DOS PUERTOS.

En muchos circuitos es comun que haya varias redes de dos puertos interconectadas en paralelo o en casc
La conexi6n en paralelo de dos puertos, que se muestra en la figura 18-17, exige que ~ sea igual para cad

uno de ellos.

Dos puertos

N

a

Dos puertos

. Figura 18-17  Conexion en paralelo de
b

dos redes de dos puertos.

13



De igual modo, en el puerto de salida, V2 es el voltaje de salida de ambas redes. La ecuaciéon matricial que
define a lared Na es

I, =Y,V (18-32)

Por tanto, los parametros Yen la red formada por dos redes de dos puertos en paralelo se describen media
la ecuacién matricial

y para la red Ny

Ib = Yb Vb (18'33)
Ademas, la corriente total I es

I= Ia + Ib
Asimismo, puesto que V, =V, =V

I=Y,V+Y,V=(Y, +Y,)V = YV

Por tanto, para determinar los pardmetros Y de la red total se suman los parametros Y de cada red. En gen
la matriz de los parametros Y de la conexion en paralelo es igual a la suma de las matrices de los parametr
Y de cada una de las redes de dos puertos.

Ila 12
—_— —_— — -—

o, e —g—o
* Vla Na VZa *
Vi ] Tn, RES | i
_ Vlb: N, : Va - Figura 18-18  Conexi6n en serie de dos redes
° [—o———° de dos puertos.
vV, =7Z,1, (18-35) g
y
Vb = ZbIb (18-36)

Las corrientes en las terminales son :

I=1, =1, 1

Por tanto, dado que V=V, + V,; :
V=21 +2Z.1,

=(Z,+Z,)I =171

o sea que

Z=1Z,+1, (18-37)

En la figura 18-18 se muestra la interconexion en serie de dos redes de dos puertos. Se em-plearan los

parametros Z para describir cada red y su combinacién en serie. Las dos redes se des- criben mediante las
ecuaciones matriciales

Por tanto, los parametros Z de la red total son iguales a la suma de los parametros Z de las dos redes. Cua
la salida de una red se conecta al puerto de entrada de la red siguiente, como aparece en la figura 18-19, ¢

14



dice que las redes estan en cascada. Puesto que las variables de salida de la pri-mera red se convierten er
variables de entrada de la segunda, se utilizan los parametros de transmision.

Vla — Ta VZa
Ila _123

v [ Vo]
[lb}zn Vi
__2b_

Para N,,

Se observa, ademas, que en la salida y en la entrada

TRARGEE
Il Ila __[2b | _IZ B

En la conexién intermedia,

Por tanto,
v, v,
=TT,
BRI
y ,
T =TT, (18-38)
I2a I 1
- —_—
4 0— e e et —0 4
- .
4 No |V N V Figura 1819 Conexion en cascada de
. 0— - dos redes de dos puertos.

La primera red de dos puertos, Na, se representa por la ecuacion matricial

e L,
+ 0— i —— L 5.
+* + .,
Vi N, Vla_ V“’_ Ny € Figura 18-19  Conexion en cascada de
- o —° - dos redes de dos puertos.

Asi, los parametros de transmisi6n de la red total se calculan multiplicando las matrices, obser-vando el ord
pertinente.

Todos los calculos precedentes para redes interconectadas presuponen que la interconexién no altera la
naturaleza de los dos puertos en las subredes individuales.

Ejemplo 18-7 En lared T de la figura 18-20, a) determinar los parametros Z, Yy Ty b) determinar los

parame-tros resultantes después de conectar dos bipuertos en paralelo y en cascada. Ambas redes son idé
ala de la figura 18-1.

15



10 10

o —o Figura 18-20 Red T del ejemplo 18-7.

Solucion Primero, se calculan los parametros Z de la red T. Examinando la red, se ve que

Después, usando los factores de conversién de la tabla 18-5,

2
y_|3 3
12
3003

[} ]

Dos redes idénticas conectadas en paralelo tendran la siguiente matriz Y total:

Y = Ya + Yb
Puesto que Y, =Y},
4 2
Yy=2v,=|2 3
2
3 3
Por tltimo, cuando dos redes idénticas se conectan en cascada, se tiene la matriz total T
T = Ta Tb

2 3)[2 3
T2 2
7 12
47
Z, =2, =1Q

Ly =1y =2Q

1
Por tanto

(18-15)
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