Ejercicios de matematicas

Parcial 1°

Nota: No todo los ejercicios estan resueltos; este escrito es todavia un borrador en su primera fase, por lo c
no estan introducidos los correspondientes comentarios. El hecho de fotocopiarlo y darlo a la luz es que pu
servir de orientacién al alumno interesado a pesar de que, como he dicho, es sélo un primer borrador en fa:
de elaboracion.

Tema l

Matrices y determinantes

Problema n°) Dada la matriz
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Calcule la matrid = A—M;
, siendd}
la matriz identidad de orden 3.

Encuentre para qué valores del paramietro
tiene inversa la matriz B.

Para que B tenga inversa su determinante debe ser distinto de cero.

3-A 2 0
B|=| 0 1-& 0 |=(-A)(1-A)
2 2 1-A

Hallaremos los valores de A que lo anulan:
3-A=0 A=3
1-A=0 A=I

Luego la matriz B tendr inversa siempre que A sea distinto de 1 y 3, es decir:

B|=0 (3-A)(1-2) =0

B tiene inversa para A —{ 1, 3}

Problema n°) Sea la matrii_ tt
0t

, ¢ Para qué valores de t tiene inversa la mtriz
?

Calcule la inversa dé -/
cuando t=2



t t 0
A= I=
0 t 0 1
.ttt t tr 21
A = = 2
Ot 0Ot 0 t
, 2 22 1 0 2_ 22
Al_]= t ’f _ _ t =1 ’[
0 0 1 0 -1
2 tz—] 2’2 2 2
A == =\r -1
| 0 -1 ( )

Para que A’-I tenga inversa su determinante debe ser distinto de cero.
Hallaremos los valores de t que lo anulan:

A2—1|=0 t'=1=0t'=1 t= \’1- t= 1

=-1

Luego la matriz A’-I tendr inversa siempre que t sea distinto de -1 y 1, es decir:

A tiene inversaparat  —{-1,1}.
Cuando ¢t =2 (A2—1)= 2°-1 2’2‘ _ 38
0 2" =1 0 3
o oy 38
W-1)= 03
|‘42_1|=3 8=9—8=1
0 3
(a1 ) (’_I)l+||3| (_I)n-z Ol ~ 30
AdJ(A 1)- (1™ 8| “Ph T =8 3

300 3 -8
(Az_,ylzf‘\dj(f‘l-lj_ 83 _0 3 _3 -8

A?—1| T 1 0 3

2 -1_3 -8
(4 l)_o 3

Problema n°) Calcule la matrig'A™B

i 31
, S|endoA _



A= - B= . C= 2‘ C'=(-2 2)
31
|A|= ‘:31—12:3—2:1
201
AdiA= (-1):*‘|1| (_-1):*’,|2| _ 1 =2
(_l)mlll (—I')""|3| -1 3
1 =2 1 -
A":Ade’= 1 3 = =2 3 = b
[A] 1 1 2 3
ca'p=(2 2) | : =(20)
B, B T

Problema n°) Calcule la matrig' A™ B
siendo:
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c'=(2 0 2)

1 0 0
lA|l=[0 -1 o]=1(-1)2=-2
-1 0 2
-1 0 0 0 -1
141 , 1+2 143
D 0 2 h 12 h 10
0 10 10
Adi(Ay = (-1 241 -1 242 lZ-H -
1()()02()_12()_]0|
0 10 10
l]+1 -1 342 -1 343
=D O‘ (=1) 0 0 (=1) 0 —l|
20-1" 200 5 4 o
0 2 0 0 2 0 2 2 2
4 _AdAm 0 0 -1 -1 0 -1 0 2 0
A 2 2 22 =2
-1 0 -l
2 2 2
10 0 1 I
C'A"B=(2 02)0 -1 0 2=301)2=(6)
05 0 05 3 3
Problema n°) Dadas las matricss_ 12
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, calcule el valor ddB—A""

12, 0
3 4 10
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|A|= ‘=|4—23=4—6=—2
3 4
AdjA = Rl A I
(_l)Z-H 2| (_|)2+2 ] _2 I
4 3" 4 =2
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ABA_I_IQOI _21 4 4 0
3410 2 L7437 3 173775535
2 2 2 2 272
Problema n°) Dadas las matricis_ 12
34
01
Ypo
10
, calcule el valor dg (AB - A-l)
1 2 0 0
A= B = ! B = !
3 4 1 0 1 0
1 2
|A|= =14-23=4-6=-2
3 4
gy I 142
aga= |4 -’ |’%| _ 4 -3
(—1;-*‘|2| (=)™ -2 1
4 3" 4 =2 ,
» 42 5
oA _ 2 1 31 2
Al -2 -2 < D —
— — 2 2
2 2 < -
. 2 1 2 1
B (45 A_,)_OI 12 01 0120 B
“10 3410 2L 710 4372 L7
2 2 2 2
o1 * % o1 4 0o 2535
1027751002535 4 o0
2 2

Ecuaciones matriciales

Problema n°) Resuelva la siguiente ecuacion matrididl BX =X +1
¢, Qué condiciones han de cumplir las matrices A y B para que la ecuacion tenga solucion.

AX+BX =X +1
AX+BX-X =1

(A+B-1)X =1

(A+B-1) (A+B-1)X =(A+B—-1) "I
IX=(A+B-1)"1

X=(A+B-1)"1



Problema n°) Resuelva la ecuacion matricidl + 8= X +C

¢, Qué condicién deben cumplir las matrices A, B y C para que sea posible despejar la matriz X.

AX+B=X+C
AX-X=C-B

(A-1)X=C-B

(A-1) (A-1)x =(A-1) " (C-B)
IX=(A-1)"(C-B)
X=(A-1)"(c-B)

Problema n°) Resuelva la ecuacion matriq{aqx +B)= X-C

¢, Qué condicidén deben cumplir las matrices A, B y C para que sea posible despejar la matriz X.
A(X+B)=X-C

AX+AB=X-C

AX-X=-C-AB

(A-1)X =(-C-AB)

(A-1)"(A-1)X =(A-1)"(-C-AB)

IX=(A-1)"(-C-AB)

X =(A-1)"(-C-AB)

X =-(A-1)"(C+AB)

Problema n°) Resuelva la ecuacion matricial siguiente:
AX+(B+1)X =X +A

¢, Qué condicidén deben cumplir las matrices, A y B para que sea posible resolver la ecuacién?

AX +(B+I)X =X+A

AX+BX +IX =X +A
AX+BX+X-X=A

(A+B)X =4

(A+B)X =A

(A+B)" (A+B)X =(A+B)" A
IX=(A+B)" A
X=(A+B)"A



Problema n°) Resuelva la ecuacit(n.{.(j)x = B(X +[)— X

, indicando qué condiciones han de verificar las matrices A, By C para que esto sea posible.
(A+C)X =B(X+I1)-X

AX+CX =BX+BI-X

AX+CX-BX-X=BI

AX+CX-BX-X=B

(A+C-B-I1)X =B

(A+C-B-1) (A+C-B-1)X=(A+C-B-1) B

IX=(A+C-B-1)"'B

X=(A+C-B-I1)"B

Problema n°) Resuelva la ecuacion matricidf +(B-1)X =X+A

AX+(B-1)X =X +A

AX+BX -IX =X +A

AX+BX-X-X=A

(A+B-1-1)X =4

(A+B-21)X=A
(A+B-21)"(A+B-21)X =(A+B-21)" A
IX=(A+B-21)"A

X=(A+B-2I)"A

Problema n°) Resuelva la ecuacion matricial siguiente:
AX +(B+1)=AX
¢, Qué condicidén deben cumplir las matrices A y B para que sea posible resolver la ecuacion?

AX+(B+1)X =A’X
AX +BX +IX = A’X
AX +BX +IX -A’X =0
(A+B+1-A")X =0

(A+B+1-A*) (A+B+1-A*)X =(A+B+1-A) O
IX =0
X=0

Siendo O una matriz de la misma dimensi n que las otras matrices pero cuyos elementos son todos nulos.



Problema n°) Resuelva la siguiente ecuacion matri¢idl + BY -C=D-A

¢, Qué condicién debe cumplirse para que sea posible resolver la ecuacién?

A'X+BX-C=D-A
A’X+BX=D+C-A
(A’+B)X =D+C-A

(4 +B) (A7 +B)X =(A*+B) (D+C-A)
IX=(42+B) (D+C-A)

X=(4+B) (D+C-A)

Problema n°) Dadas las matricef:_ 21
0 -1

a) Resuelva la siguiente ecuacion matridiat B=C(X +])

b) Sustituya en el resultado obtenido en el apartado anterior los valore de las matrices del enunciado y obte
la matriz X.

AX+B=C(X +1)

AX +B=CX +CI

AX+B=CX +C

AX-CX =CI-B

(A-C)X=C-B

(A=C)(A-C)X =(A-C)(C-B)
IX =(A-C)(C-B)

X =(A-C)"(C-B)

La matriz(A_B_l)

tiene que ser regular, es decir que su determinante tiene que ser distinto de cero, asi tiene inversa y entonc
sistema tiene solucion.



2 1 1 0 1 1 1 0 3 -1 -2 1
A-C= - - C-B= - =
0 -l 31 -3 =2 3 1 2 0 11
1 ] o . )
A—C|-_3 _2_1(—-)—(—.;1_—-+3_1
._I 1+l _2 —l 1+2 _3 _2 3
Adj(A-C)= ' ),J. | )l -
G i | C Vsl | I B
-2 3 =2 -1
Adji(A-CY -1 1 3 1 -2 -1
(A—C)": ']( ): = =
-2 -1 =21 3 -3

| ] R R
X=(A-C)"(C-B)= -
| T3 1 11 -5 4

Problema n°) Resuelva la ecuacién matricial siguiehte~[ =(B-1)X +C

¢, Qué condicién debe cumplirse para que sea posible resolver la ecuacién?

AX-I=(B-DX +C
AX-1=BX-IX +C

AX =BX +IX =C+1

(A=B+1)X =C+1

(A-B+1)' (A-B+1)X =(A-B+1)"(C+1I)
IX=(A-B+1)"'(C+1)
X=(A-B+1)'(C+1I)

Problema n°) Resuelva la ecuacién matricldi + X = B(X +1)
, indicando qué condiciones han de verificar las matrices A y B para que esto sea posible.

AX+X=B(X+1)

AX +X = BX +BI

AX +X =BX +B

AX+X-BX =B

(A+1-B)X =B
(A+1-B)'(A+1-B)X =(A+I1-B)"'B
IX=(A+1-B)'B

X=(A+I-B)'B

Problema n°) Resuelva la ecuacion matricial indicando que debe cumplirse para que sea posible resolverla:

AX-1=(A-B)X +C



AX-1=(A-B)X +C
AX-I=AX-BX+C
AX =AX +BX =C+1
BX =C+I
B'BX=B"(C+I)
IX=B"(C+I)
X=B"(C+I)

"

Problema n°) Sean las matric?f, 1
M =
3 4

3
1

| S SN

Calcule lamatrizi=M M' -5M

Resuelva la ecuacion matriclat X M =M B
, y obtenga la matriz X, sabiendo dtie M ™'

12 4 3 .13
M= N = M =
3 4 2 1 2 4
, 12 13 1 2
A=M M'-5M = _5 _
3 4 2 4 3 4
N+ XM = MB
XM =MB~-N
XMM ™ =(MB-N)M™'
XI=(MB-N)M™'
X=(MB-N)M""'

Como B=M"" tenemos X = (MM~ -N)M™'
X=(-N)M"

10



12
|M|:q 4‘:14—23:4—6:—2
I
(_])I-bl 2| (_])2+2I| -2 1
4 3 4 2 4
M_._Ade'_ 21 =31 2 3
oM 2 2 3
2 2
X =(I-N)M- = 10_43 =2 1 _
01 21 15 -05

, resuelva la ecuacion matricigl — ], = (B+1, )X

AX —1,=(B+1,)X

AX -1, =BX +1,X

AX-BX-1,X =1,

(A—B—lz))-(=12-

(A-B-L) (A-B-1,)X =(A-B-1) I,
LX=(A-B-1,)"I,

X=(A-B-1,)"1,

X=(A-B-1,)"

15 05
3 2 1
0 1.5 -0.5
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12 0 1 1 0
A: B: l’=
1 3 6 =2 01
2 0 0 0
O
2713 6 =2 01 -5 4
0 1
|A—B—13:‘ =5 0
-5
—] l+14 —l 1+2 _5 4 5
Adj(,—\—B—l_,):( )zu|| ( ).!+:| IZ
(—l) |l| (-1) |O| -1 0
4 -1 4
o Adi(A-B-1,) 5 5 5 08 -02
(A-B-1Y' = dj ( )_ 50 55 _o8
2 A-B-I, 5 5 0 I 0
55
, ., 08 -02
X=(A-B-1L|" =
1 0

Matrices estocésticas

Problema n°) Dos empresas Ay B comparten el mercado de un cierto bien. Las ventas de cada empresa s
las siguientes: la empresa A vende 150 unidades y la empresa B vende 350 unidades. Sabiendo que a lo Ie
del afio ocurren los siguientes cambios:

A conserva el 65% de sus clientes, cediendo a B el 35%,

B conserva el 40% de sus clientes, cediendo a A el 60%.

Calcule la cuota de mercado pasados 2 afios. ¢ Qué expresion determina la cuota de cada empresa pasadc
anos?

065 060 _ 150
035 040 ~° 350
0.65 0.60 150  307.50
X, = EX, = -
0.35 0.40 350 192.50
0.65 0.60 307.50 315.38
X,=EX, = -
’ 035 0.40 192.50  184.63
X, = EX,

X, = EX, = EEX, = E’X,
X,=EX,=EE'X,=E’X,

X, =EX,=EE’X,=E'X, X,=E"X,

Problema n°) Dos empresas Ay B comparten el mercado de un cierto bien. Las ventas de cada empresa s
las siguientes: la empresa A vende 200 unidades y la empresa B vende 150 unidades. Sabiendo que a lo Ie
del afio ocurren los siguientes cambios:

12



A conserva el 75% de sus clientes, cediendo a B el 25%,

B conserva el 60% de sus clientes, cediendo a A el 40%.

Determine la correspondiente matriz de transicién de ventas.

¢,Cual es la cuota de mercado de cada empresa pasados dos afios?

¢, Qué expresion determina la cuota de cada empresa pasados n—afos?

~ 075 040 _ 200
T 025 060 " 150
075 0.40 200 210
X, =EX, = , -
025 0.60 150 140
0.75 0.40 210 2135
X,=EX, = =
025 0.60 140  136.5
X, =EX,

X,=EX,=EEX,=E’X,
X,=EX,=EE'X,=E'X,

XJ:EXizb‘E;Xn:EJXu X :E”XIJ

n

Problema n°) Tres empresas A, By C comparten el mercado de un cierto bien. Las ventas de cada empres
son las siguientes: la empresa A vende 40000 unidades, la empresa B vende 20000 y la empresa C vende
30000. Sabiendo que a lo largo del afio ocurren los siguientes cambios:

A conserva el 90% de sus clientes, cediendo a B el 5% y a C el 5%.

B conserva el 80% de sus clientes, cediendo a A el 10% y a C el 10%.

C conserva el 85 de sus clientes, cediendo a A el 5% y a B el 10%.

Determine la correspondiente matriz de transicién de ventas.

¢, Cual es la cuota de mercado de cada empresa pasado un afio?

¢,Como calcularia la cuota de mercado pasados 6 afos, suponiendo que la matriz de transicion no varia?
Demuestre la férmula que utilizaria.

13



0.90 0.10 0.05 40000
E= 005 080 0.10 X;,= 20000

0.05 0.10 0.85 30000

0.90 0.0 0.05 40000 39500
X,=EX,= 005 0.80 0.10 20000 = 21000

005 0.10 0.85 30000 29500
X,=EX,=EEX,=E*X,
X,=EX,=EE*X,=E'X,
X,=EX,=EE' X,=E'X,
X,=EX,=EE'X,=E’ X,
X,=EX;=EE X,=E"X,

X, =E" X,

Problema n°) La siguiente matriz de probabilidad:
090 0.15 0.05
0.06 0.80 0.05
0.04 0.05 090

indica las probabilidades de que los clientes de tres almacenes C, P y E que un mes compraron en alguno |
ellos, al mes siguiente sigan fieles al mismo o se vayan a uno de los otros dos. Si un mes los clientes de C,
E fueron respectivamente 40000, 80000 y 60000, calcule:

¢, Cual serd el numero previsto de clientes que vaya a cada uno de los almacenes el proximo mes?

Indigue de forma matricial como hallaria el nUmero de clientes previstos de cada gran almacén pasados 3
meses?

0.90 0.15 0.05 40000
E= 006 080 005 X,= 80000
0.04 0.05 0.90 60000

0.90 0.10 0.05 40000 47000

X,=EX,= 005 0.80 0.10 80000 = 72000
0.05 0.10 0.85 60000 61000

X,=EX =EEX,=EX,
X,=EX,=EE’X,=E'X,
0.90 0.5 005" 40000  0.749375 0231500 0.141250 40000 56970

X;= 006 0.80 0.05 80000 = 0.122125 0.549750 0.212375 80000 = 61608
0.04 005 0.9 60000 0.128500 0.218750 0.646375 60000 61422

14



Problema n°) Tres empresas A, B y C comparten el mercado de un cierto bien. Las ventas de cada empres.
son las siguientes: la empresa A vende 2000 unidades, la empresa B vende 1500 y la empresa C vende 30
Sabiendo que a lo largo del afio ocurren los siguientes cambios:

A conserva el 85% de sus clientes, cediendo a B el 10% y a C el 5%.
B conserva el 65% de sus clientes, cediendo a A el 15% y a C el 20%.
C conserva el 75 de sus clientes, cediendo a A el 20% y a B el 5%.
Determine la correspondiente matriz de transicién de ventas.

¢,Cual es la cuota de mercado de cada empresa pasado un afio?

¢, Cémo calcularia la cuota de mercado pasados 6 afos, suponiendo que la matriz de transicion no varia?
Demuestre la féormula que utilizaria.

0.85 0.15 0.20 2000
E= 0.10 0.65 0.05 X,= 1500
0.05 020 0.75 3000
0.85 0.15 020 2000 2525
X,=EX,= 0.10 0.65 005 1500 = 1325
0.05 020 0.75 3000 2650
X,=EX,=EEX,=E’ X,
X,=EX,=EE*X,=E’X,

X,=EX,=EE'X,=E"'X,

X, =E" X,

Problema n°) Tres empresas A, B'y C comparten el mercado de un cierto bien. Las ventas de cada empres
son las siguientes: la empresa A vende 200 unidades, la empresa B vende 150 y la empresa C vende 300.
Sabiendo que a lo largo del afio ocurren los siguientes cambios:

A conserva el 75% de sus clientes, cediendo a B el 15% y a C el 10%.

B conserva el 60% de sus clientes, cediendo a A el 5% y a C el 35%.

C conserva el 85 de sus clientes, cediendo a A el 10% y a B el 5%.

Determine la correspondiente matriz de transicién de ventas.

¢, Cual es la cuota de mercado de cada empresa pasado un afio?

¢, Como calcularia la cuota de mercado pasados 4 afios, suponiendo que la matriz de transicion de ventas s
mantiene constante? Indique el calculo que realizaria.

Problema n°) Desde hace afios los cientificos estudian los habitos migratorios de algunas especies de
animales salvaje. Un censo anual se lleva a cabo en tres regiones habitadas por las especies. Se ha obsen
un patrén estable de cambios en sus movimientos. El patron se advierte en la siguiente matriz de transicién

15



Suponga que las poblaciones de las tres regiones fueron 40000, 20000 y 30000 durante el Ultimo censo.
Prediga las poblaciones de cada regién al momento de hacerse el pr6ximo censo (dentro de un afo) ¢Y cu
sera al cabo de 2 afios?

Redes

Problema n°) (Problema todavia sin resolver e incompleto) Dada la siguiente matriz adyacente
01 1 0

11 00
01 00

Dibuje la correspondiente red. Calctile
y expligue que representa el elemento que ocupa la 22 fila y la 32 columna de dicha matriz.

01 1 0

O1 00 01 00 1 0 1 1
El elemento situado en la segunda fila y columna tercera indica que

hay una ruta entre el nudo B y el C con una escala intermedia.
HHHHHHHHHHH

HHHHHHHHHHHH

junio 2001 2° parcial

Problema n°) (Problema todavia sin resolver e incompleto) Los nudos A, B, C y D representan cuatro
aeropuertos los arcos los trayectos que recorren los aviones de una compariia aérea. | tenemos la siguiente

Mmmmmmmmmmmmmmmmmmm
mmmmm
Escriba la matriz adyacente A

Después de calcular la mattiz
, ¢.qué representa el elemento que ocupa la 22 fila y 32 columna de dicha matriz?

¢, Qué calculo realizaria para saber las rutas entre dos aeropuertos con tres escalas?

HHHHHHHHHH

16



HHHHHHHHHHHHHHH

final 2° llamamiento 12 julio 2002 1°y 2° parcial

Problema n°) (Problema todavia sin resolver e incompleto) La siguiente figura es un diagrama de redes
que muestra la estructura de rutas entre pueblos de una provincia de una pequefia empresa de autobuses,

cual da servicio a cuatro pueblos representados por las letras A, B, C y D. A patrtir de la siguiente figura:
Mmmmmmmmmmmmm
Construya la correspondiente matriz adyacente.

Determine aplicando el calculo matricial el nUmero de servicios que hay entre A y B haciendo una ruta
intermedia.

HHHHHHHHH
HHHHHHHHHHHHH

2° llamamiento 2 de julio de 2004

Problema n°) (Problema todavia sin resolver e incompleto) Las direcciones para circular en coche por 5
plazas de una ciudad se indican en el siguiente diagrama.

mmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmm
Construya la correspondiente matriz adyacente M.

Indique lo que representa en la matriz adyacente los elemigntos
y i,

Calcule la matriz que indica el nimero de caminos distintos que hay entre dos plazas haciendo una escala
intermedia.

00011
M=00010
1 00 01
01010

m,, =0
significa que no hay ninguna ruta de C a B con cero escalas intermedias.

I, =|

significa que hay una ruta de A a B con cero escalas intermedias.

17



o o O

0 0 0 0 0
M=MM=0 001 0 00 1
1 0001 1 00
O 1 01 0 010
Tema 2
Sistemas de ecuaciones
Problema n°) Dada la matriz 3 -2 0
A=01 0
2 9} ]

o -

CaIcuIe|A—M|

, donde | es la matriz identidad de orden 3.

Determine los valores de

para qu*A—}.I|:O

¢ Para qué valores te
existe la inversa de la matfz-]])

Para cada valor de
resuelva el sister‘rla,‘ )5 =0
AaA=n ~ -

donde ¢
r
X=X,

X

—
—
o

o RO

o o O

O -

o

(]

(]

o O
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3 =20 1 00
A= 0 1 07I=01 0
2 2 1 00 1
3 20 100 3 =2
A-AM=0 1 0-A201 0=0 1
2 =21 0 01 2 =2
3-4 =2 0
A-Al= 0 1-A O
2 -2 1-A
3-A =2 0
[A=Al]=| 0 1-A 0 |=(3-A)(1-A)
2 -2 1-A
Hallaremos los valores de A que lo anulan:
2 3-A=0 A=3
|B|=0 (3-A){1-A)" =0
1-A=0 A=l

Luego la matriz B tendr inversa siempre que A sea distinto de 1 y 3, es decir:

B tiene inversaparah  —{1,3)
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r

(A-AI)x=0
3-2 =2 0 x
0 1-k 0 x

2 -2 1-A x5
Caso de A =1
3-1 =2 0 x
0 1-1 0 «x, =
2 2 1-1 x
2 =2 0 x 0
0 0 0 x, =20
2 2 0 x 0
X, =0
Soluci n: x, =0
x=pB
Casode A =3
3-3 2 0 x
0 1-3 0 x,
2 =2 1-3 x
0 =2 0 x 0
02 0 x, =0
22 2 x 0

Problema n°) Dada la matriz

0
=0
0

o

o o

2x,—2x,+0x, =0

0x, +0x, +0x; =0 {2x-2x,=0 {x=x,

2¢tl - 2,"2 +0,t‘_; = O

Ox,—2x,+0x; =0
Ox,—2x,+0x,=0

24, =2x,-2x;=0

10
A=3 1
1 -1

[ 55 SR e T e

, halle los valores del parametro

para los qu*a{-)u}|=0

Resuelva el sistema de ecuacioc_gg,k / ){_ _6
Jx=

parah=!
cdondel _(y  x, x,)
y la matriz 100
L=010
001

- ."2 - .l'_; = 0
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1 0 0 1 00
A=3 1 0I=01 0
1 -1 2 0 0 1
1 0 0 1 00 1 00 A 0O
A-AM=A=3 1 0-A01 0=3 1 0-0 A 0
1 -1 2 001 1 -1 2 0 0 &
-~ 0 0
A-AM= 3 1-A O
1 -1 2-A
1-A 0 0
[A=M|=| 3 1-A 0 |=@-A)(1-A)
1 -1 2-A
Hallaremos los valores de A que lo anulan:
2 2-A=0 A=2
|B|=0 (2=AJ(1-2) =0 ~ ~
1-A=0 A=l

Luego la matriz B tendr inversa siempre que A sea distinto de 1 y 2, es decir:

B tiene inversaparah  —{1,2

Problema n°) Discuta y resuelva el sistema segun los valores del parametro
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x+y+Az=2-A
Aol Al
A= 1 A 1 A=1 A 1 A
11 A 11 A 2-A
Aoloa] 42 1 11 IS
A=)t & a|=p+2 A d{=#2)1 A 1{=(+2)0 A=l 0 [=(A+2)(A-1)
11 A p+2 1 A 11 A 0 A-l

Vamos a obtener los valores de A para los que se anula |A|

|A|=0(l+2](l_|)2 A+2=0 A=-2

A-1=0 A=I
Caso de A =1
x+y+z=1 x+y+z7=1
x+y+z=1 x+y+z=1 {x+y+z=
x+y+z=2~-1 x+y+z=1

Rg(A)=Rg(1 1 1)=1
Rg(A)=Rg(1 1 1 1)=1

Rg(A)=1
Rg(A)=1 Sistema compatible indeterminado.
n=3
{[x+y+z=1 {x=1-y-2
x=1-0-3
Soluci n: y=a
=B
Caso de A =-2
-2x+y+z=1 -2x+y+z=1
x=2y+z=-2 x=2y+7=-2

x+y=2z=2-(-2) x+y-2z=

-2
Rg(A)=Rg 1 -2 1 =Rg 1 =2
0

Rg(A)=Rg 1 -2 1 -2 =Rg 1 -2 1 -2 =3

11 =2 4 O 0 0 3
Rg(A)=2
Rg(A)=3 Sistema incompatible, no tiene soluci n.
n=3
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Problema n°) Establezca razonadamente la compatibilidad o incompatibilidad del sistema de ecuaciones:

x+y+z=1
x+2y+7=0

x+y-z=1

En caso de compatibilidad, encuentre el valor de la variable x.

xt+y+z=1 11 111
x+2y+z=0 A=12 1 A=12 1 0
x+y-z=1 1 1 -1 11 -1 1
11 11 1 111
Rg(A)=Rg 1 2 1 =Rg 0 1 0 =3 [0 1 0|]==2 0
11 -l 00 =2 0 0 =2
| I T B
Rg(A)=Rg 1 2 1 0 =3

11 -1

111
0

1

ro

= =2

—
S
p—

|
(5]

Problema n°) Una empresa produce tres productos A, B y C, que procesa en tres maquinas. El tiempo
requerido para procesar una unidad de cada producto por las tres maquinas esta dado por:

A B C
M quinal 3 1 2
Mumnall T 2 4
Munalll 2 1 1

Se disponen de la maquina | por 850 horas, de la maquina Il por 1200 horas y de la maquina Il por 550.

¢, Cuantas unidades de cada producto deberian producirse con objeto de emplear todo el tiempo disponible
maquinas?
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3x+y+27=850 31

2

x+2y+4z=1200 A=1 2 4
2x+ y+x=550 2 1 1
850 1 2
1200 2 4
550 1 1] =500
R I R
1 24
21 1
3 850 2
1 1200 4
)= ‘_’3 3.?0 3l :_1:20:150
1 2 4
2 1 1
3 1 850
12 1200
z= 2% ] ] 5'2() :_'_000:200
1 2 4
2 1 1

Problema n®) Un proceso de mezclado debe combinar res componentes de modo que se cree una mezcla
de 60000 litros. Los tres componentes cuestan 2 euros, 1.50 euros y 1.25 euros por litro respectivamente. E
precio total de los componentes debera ser de 90000 euros. Otra restriccion de la mezcla consiste en que |I;
cantidad de litros utilizados del componente 1 debera ser la misma que se unas del componente 2. Determi
si hay una combinacion de los tres componentes que lleve a una mezcla final de 60000 litros con un costo
90000 euros y que ademas se ajusten a las restricciones.
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x+ y+z=60000 11 1
2x+1.5y+1.252=90000 A= 2 1.5 1.25

x=y=0 1 -1 0
60000 1 1
90000 1.5 1.25
0 -1 0| -15000
N T R =15000
2 15 125
1 -1 0
1 60000 1
290000 1.25
y:]] (1) ]0 :_lf?oozlsooo
2 15 125
1 -1 0
11 60000
2 1.5 90000
7= ]] _I] (|] - ?(])OO = 30000
2 1.5 125

Problema n°) Una compafiia elabora tres productos que han de procesarse en un departamento. En la tablz
adjunta se resumen las necesidades de horas de trabajo y materias primas por unidad de cada producto. C
mes cuenta con 1300 horas de trabajo y 4700 kilos de materias primas, si la produccién mensual combinad
de los tres productos ha de ser de 400 unidades, averiglie si hay combinaciones de los tres productos que

aprovechen al maximo las disponibilidades mensuales de trabajo y de materias primas, alcanzando adema:
meta de 400 unidades.

Producto
1 2 3
Horas de trabajo/unidad |5 2 4
KI!OS de m_aterlas 15 10 o2
primas/unidad

Escriba el sistema de ecuaciones lineales correspondientes que relaciona las diferentes variables del probl

Halle el nimero de unidades que se han de fabricar del primer producto.
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x+y+z=400 1 1 1
Sx+2y+4z=1300 A= 5 2 4

15x+10y+12x=4700 15 10 12
400 1 1
1300 2 4
4700 10 12| 400
SR TR R
5 2 4
15 10 12
1 400 1
5 1300 4
y=15 4700 12:800:200
I 1 1 4
5 2 4
15 10 12
I 1 400
5 2 1300
15 10 4700
T T 4?10='00
5 2 4
15 10 12

Problema n°) Aplique el método de Gauss para resolver el sistema:
X+y+7-2t=6

2x+y-z7+t=1

x=2y+7-5t=0
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x+y+7-2t=6

2x+y—z+t=

x=2y+7=5t=0
Mediante el m todo de Gauss vamos a transformar el sistema en otro equivalente,
para ello haremos a partir de la matriz de coeficientes ampliada los sucesivos pasos

que se indican a continuaci n:

11 1 -2 M6 11 1 -2 M6 111 -2 M6
21 -1 1 MI 0 -1 -3 5 M-II 013 -5 Ml
I 2 1 -5 MOBAR O 30 3M-6RB"010 1 M2
=3
11 1 2M6 1 11 -2 M6 110 0 M3
01 3 -5 MI1I 01 3 =5 MII 01 0 1 M2
oo 36 M-930 01 2 M3A5%001 2 M3
1 00 -1 MI
010 1 M2
o o1 2 M3
x—=t=]
El sistema original queda transformado en: y+t=2
z-2t=3
x=1+t
Pasando la varible f al segundo miembro, tenemos: y=2-—t
=342t
x=1+0
y=2-0
Si hacemos ¢ igual al par metro o la soluci n del sistemaes: -
z=3+20
r=a

Este Sistema es Compatible Indeterminado, pues tiene infinitas soluciones

dependiendo del valor del par metro. Su grado de indeterminaci nesp =1
Matrices Input—Output

Problema n°) Sea la matriz tecnol6gica de un sistema econémico con 3 industrias:

0.3 03 02
A= 0.1 02 03

02 0.1 04
y sear,
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las cantidades producidas por cada industria y supongamos que las demandas no industriales son:

d = 50000

d. = 30000

d, =600

Escriba el sistema de ecuaciones que expresa la situacion de equilibrio (la demanda total y la oferta coincic

Escriba el sistema de ecuaciones anterior en forma matricial y despeje la matriz de incégnitas ¢ Qué condic
deben cumplir las matrices para que sea posible despejar la matriz de incégnitas?

03 03 02 50000 1 00 X
A= 0.1 02 03 D= 30020 I=0 1 0 X=y

02 0.1 04 60000 0 0 1 b4
X=AX+D

x 03 03 02 x 50000
y = 0.1 02 03 y + 30000
z 02 01 04 z 60000
1 00 030302 070 =030 -020
I-A=0 1 0-01 02 03 = -0.10 080 -0.30
001 0201 04 -020 —0.10 0.60
X=(1-A)"D
0.70 =030 =020 " 50000
X=-010 080 -030 30000
-020 -0.10 0.60 60000
1.8367 0.8163 1.0204 50000 177551
X = 04898 1.5510 0.9388 30000 = 127347
0.6939 0.5306 2.1633 60000 180408
070 -0.30 -0.20
I-A= -0.10 0.80 -0.30
-020 -0.10 0.60
A, =[0.70|=0.70>0
A= P7 O00 5350
*1-0.10 0.80
075 -0.30 -0.20
A, =[-020 070 -0.20[=0.245>0
-0.40 -0.10 0.75

Al ser los tres menores principales mayores que cero la econom a es productiva.
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Problema n°) En una economia hay tres sectores productivos, A, B y C. La matriz input—output del sistema
esta dada por:

06 0 03
04 02 0.6
0 03 06

¢ Genera la matriz input—output una economia productiva?

06 0 03 100
A= 04 02 06 1=0 1 0
0 03 06 001
1 00 06 0 03
I-A=0 1 0-04 02 06
001 0 0306
04 0 -03
[-A= -04 08 -06
0 -03 04
A =[0.4]=0.4>0
A, = 04 Ol 0a250
*H0.4 0.8
04 0 -03
Ay=|-04 08 -0.6/=0.020>0
0 03 04

Al ser los tres menores principales mayores que cero la econom a es productiva.

Problema n°) En una economia hay tres sectores productivos A, By C. En la siguiente matriz input—output
del sistema se da la cantidad de producto de cada sector necesaria para producir una unidad de producto c
otros sectores y de él mismo. Sabiendo que la demanda externa del sistema es de 1200 de producto del se
A, 3400 del sector B y 140 del sector C.

Sector A |Sector B |Sector C
Sector A |0.6 0 0.3
SectorB (0.4 0.2 0.6
SectorC |0 0.3 0.6

Plantee sin resolver el sistema que expresa la situacién de equilibrio.

¢ Genera la matriz input—output una economia productiva? Razone la respuesta.




06 0 03 1200 1 00 X

A= 04 02 06 D=3400 I=0 1 0 X= y
0 03 06 120 00 1 z
X=AX+D

X 06 0 03 «x 1200
y =04 02 0.6 y + 3400
Z 0 03 06 z 120
x=0.6x+0y+0.3z+4+1200
y=0.4x+02y+0.62+3400
z=0x+0.y+0.62+120
0.4x-0.3z=1200
—0.4x+0.8y—0.67 =3400
-0.4z=120

100 06 0 03
I-A=0 1 0 -04 02 06

0 0 1 0 03 06

04 0 -03
I-A= 04 08 -06
0 -03 04
A, =[0.4)=0.4>0
04 0
A=l T 1203250
*Tl-04 08

0.4 0 =03
A.=1-04 08 =0.6/=0.020>0
0 -03 04

Al ser los tres menores principales mayores que cero la econom a es productiva.

Problema n°) La matriz tecnolégica de tres industrias es 0.25 030 0.20
A= 020 030 020

040 0.10 025

y las demandas no industriales en millones de euros son, respectivamente 200, 120 y 300.

Determine los niveles de equilibrio de produccion en las tres industrias.

Estudie si la matriz tecnoldgica determina una economia productiva.
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0.25 0.30 0.20 200 1 00 x
A= 020 030 020 D=12071=0 1 0 X=y

0.40 0.10 0.25 300 0 01 Z
X=AX+D
x 025 030 020 «x 200
y = 020 030 020 y + 120
0.40 0.10 0.25
x=0.25x+0.30y+0.20z+200
y=020x+0.30y+0.20z+120
z=0.40x+0.10y +0.25z+300
0.75x-0.30y-0.207 =200
=0.20x40.70y-0.20z =120
=0.40x=0.10y+0.757 =300
0.75x-0.30y-0.20z =200
0.20x-0.70y+0.20z =-120
0.5625x-0.2250y-0.15z =150
—0.08x-0.02y+0.157 =60
0.95x-y =80
0.4825x-0.2450y =210
=0.230375x+0.2450 y =-19.60
0.4825x-0.2450y =210

&
(%)
o
o

&

{0.95x—y=80

[0.4825x—0.2450y =210

o= 19640 _ 560 3604
0249750

0.95x=y=80 y=0.95x-80=0.95762.3624 y=644.2442
0.75 762.3624-0.30 644.2442

0.75x-0.30y =020z =200 0.20z=0.75x-0.30y-200 z= 30 =892.4925

[0.249750x =190.40

1 0 0 025 030 020

I-A= 0 1 0 - 020 030 020
00 1 040 010 025
075 -030 -0.20

I-A= -020 070 —020
—040 -0.10 0.75

A, =[0.75/=0.75>0

075 -0.30

8=\ 000 090 |=0-4650>0

075 -030 -0.20

A,=|-020 070 -0.20{=0.24975>0

-040 -0.10 0.75

Al ser los tres menores principales mayores que cero la econom a es productiva.
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Problema n°) La matriz tecnolégica para un modelo de tres industrias ed:3 04 0.1
A= 05 02 06

0.1 0.3 0.1

La demanda no industrial de la produccion de las industrias menciondpaﬂ']es
millones de euros, =10

millones de euros § =3

millones de euros.

Determine el sistema de ecuaciones que expresa la situacion de equilibrio del modelo. Escriba el sistema e
forma matricial y despeje la matriz de incégnitas en la ecuacion matricial.

Indique el significado de los elementgs
y

¢, Qué condicién debe cumplir para que la matriz A genere una economia productiva.
Problema n°) La matriz tecnolégica para un modelo input—output de tres industrias es:
05 0 02
A= 02 08 0.12
1 04 0

La demanda no industrial de la produccion de las industrias mencionada$:és de
millones de eurosf? =3

millones de euros §; =4

millones de euros.

Determine el sistema de ecuaciones que expresa la situacion de equilibrio del modelo.

Escriba el sistema en forma matricial y despeje la matriz de incégnitas que proporciona los niveles de
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produccion en equiliorio. 05 0 0.2 5 100 X
A= 02 08 012 D=3 1=01 0 X=y

1 04 0 4 0 0 1 Z
X=AX+D
x 05 0 02 «x 5
y =02 08 012 y + 3
Z | 04 0 Z 4
X=(-A)'D
1 0 0 05 0 02 0.50 0 -0.20
I-A=0 1 0-02 08 012 = -020 020 -0.12
0 0 1 1 04 0O -1 =0.40 1

0.50 0 -020 " 5

X= =020 020 =0.12 3
-1 -0.40 1 Rl
76 4 2 5 58

X=16 15 5 3 =145

Problema n°) Consideremos la matriz tecnolégica de un sistema econémico formado por 3 sectores:

05 03 0.2
A= 0.1 0 03

02 02 03
Sean\I

las cantidades producidas por cada sector y supongamos que las demandas externas estan dadas por:

d, =10000
d, =20000
d,=15000

Indique el significado de los coeficientes

» Oy
) (l}z
de la matriz input—output del sistema.

Determine los niveles de producci{)n
W

2
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o b

)

necesarios para que la oferta y la demanda total estén en equilibrio.

05 03 02 10000 1 0 0 X
A= 01 0 03 D= 20000 7=01 0 X=y

02 02 03 15000 0 0 1 2
X=AX+D

x 05 03 02 x 10000
y =01 0 03 y + 20000
z 02 02 03 z 15000

1 00 050302 05 =030 -020
I-A=0 1 0 =01 0 03 = -0.10 1 —().30

001 020203 =020 -020 0.70
X=(I-A"D

0.50 =030 -0.20 ~ 10000
X = -0.10 1 -0.30 20000
-0.20 -0.20 0.70 15000

2.7004 1.0549 1.2236 10000 66456
X = 0.5485 1.3080 0.7173 20000 = 42405
0.9283 0.6751 1.9831 15000 52532

Problema n°) Considere una economia con dos industrias: energia eléctrica y servicios. La produccién de 1
u.m. de energia eléctrica requiere 0.01 u.m. de dicha energia y 0.05 u.m. de servicios. Para dar lugar a 1 u.
de servicios se necesario 0.30 u.m. de energia eléctrica y 0.10 u.m. de servicios. Cada semana la demandz
externa de energia eléctrica es de 100000 u.m. mientras que la de servicios es de 400000 u.m.

a) Determine el nivel de produccion total de dichos factores productivos.

b) Estudie si dicha economia es productiva.
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0.01 0.30 100000 x

0.05 0.10 400000 y

X=AX+D
X 0.01 030 «x 100000

+
y 0.05 0.10 y 400000
x=0.01x+0.30y +100000

~0.05x+0.90 y = 400000

2.97x-0.90y = 300000 _
Sumando miembro a miembro tenemos
=0.05x+0.90 y = 400000

2.92x=700000x = 22000 33973603
2.92
400000 +0.05x
=0.05x+0.90y =400000 0.90y =400000+0.05x y= 0.90
Como x=239726.03 tenemos y = 400000 +0.05239726.03 _ 411386.30
0.90 0.90
1 & 1 0 001 030 0.99 -0.30
(I=A)= - =
0 1 0.05 0.10 -0.05 0.90
A, =[0.99|=0.99>0
0.99 -0.30
A, = =0.990.90 = (=030)(=0.05) =0.8760 >0
-0.05 0.90

y=457762.56

Problema n°) Una fébrica produce dos bienes Ay B. Para fabricar una u.m. del bien A se requieren 0.3
unidades de A y 0.2 unidades de B y para fabrica una u.m. de B se requieren 0.15 unidades de Ay
unidades de B. Sabiendo que existe una demanda externa por valor de 500 u.m. del bien Ay 1000 u.m. del

bien B, determine:

a) El sistema de ecuaciones que define la situacion de equilibrio del sistema.

b) Escriba es sistema de ecuaciones en forma matricial, despeje la matriz de produccion que determina los

valores de equilibrio del sistema.

c) Halle el valor dé
para que la matriz input—output genere una economia productiva.
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0.3 0.15 500 x 1 0

02 a 1000 y 0 1
X=AX+D
X _ 03 015 «x N 500
y 02 o y 1000
x=0.3x4+0.15y+500

y=02x+0y+1000

X-AX=D (I-A)X=D (I-A"'(UI-AX=(I-A)"'D X=(-A)"D

(I—A)= 1 0 03 015 _ 0.7 -0.15 _ 0.7 -0.15"
01 02 o 02 1-a -02 1-a
A =[0.7]=0.7>0
0.7 -0.15
=0 g =0.7(1-0) = (-0.2)(-0.15) >0
0.7-0.700=0.03>0
0.67-0.7a >0
0.67-0.67-0.7a. >0-0.67
-0.70. > -0.67
0.70 <0.67 a<% 0 <0.9571

Problema n°) Dada la matriz input—output para dos sectores de prodlﬁcgidhl 0.3

03 «
dondd)<u <]

Determine los valores del paramétro
para que la matriz A genere una economia productiva.

500
1000
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0.1 0.3 1 0
A= | =
03 o 0 1

, 1 0 0.1 0.3 0.9 =03
(I-A)= - =
0 1 03 o 03 1-a

A, =[0.9]=0.9>0
0.9 =0.3
-0.3 1-q
0.9-0.90.-0.09>0
-0.90 +0.81>0

—0.90 +0.81-0.81 >—0.81
-0.9a > -0.81

—0.9a(-1) <-0.81(-1)

090 <081 o <ﬁ a<0.9

0.9

=0.9(1-a)—=(-0.3)(-0.3)>0

?

Problema n°) Determine para qué valores del parantetro
, la matriz input—outpu}_ 02 04

05 «
genera una economia productiva

02 04 1 0

0.5 o 0 1
, 1 0 02 04 08 -04
(I-A)= - =
0 1 0.5 o 0.5 1-a
A, =[0.8=0.8>0
0.8 =04 P
= =0.8(1-0t) —(-0.4)(-0.5) >0
- =05 1-a
0.8-0.800—0.2>0
-0.800+0.6 >0
—0.80+0.6-0.6>-0.6
-0.8c0 > 0.6
—0.8ct(—1) <-0.6(—1)
080<0.6 a<2® w<07s
0.8

Problema n°) Una fabrica produce dos bienes A y B. Para fabricar una u.m. del bien A se requieren 0.3
unidades de Ay 0.2 unidades de B y para fabrica una u.m. de B se requieren 0.15 unidades de Ay 0.05
unidades de B. Sabiendo que existe una demanda externa por valor de 500 u.m. del bien Ay 1000 u.m. del
bien B, determine:

a) El sistema de ecuaciones que define la situacién de equilibrio del sistema.
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b) Genera la matriz input—output una economia productiva.

0.3 0.15 500 X 1 0

0.2 0.05 1000 y 0 1
X=AX+D
X 03 0.15 «x 500
+

y 02 005 y 1000
x=03x+0.15y+500
y=0.2x40.05y+1000

0 0.3 0.15 0.7 =0.15

1
(I-A)= - =
0 1 0.2 0.05 -0.2 0.95

A, =[0.7|=0.750
0.7 -0.15
-0.2  0.95

=0.70.95-(-0.2)(-0.15) =0.655-0.03=0.625>0

Si genera una economia productiva.

Problema n°) Una fabrica produce dos bienes A y B. Para fabricar 1 u.m. del bien A se requieren 0.1
unidades de B y para fabrica 1 u.m. de B se requieren 0.15 unidades de A y 0.05 unidades de B. Sabiendo
existe una demanda externa por valor de 500 u.m. del bien A y 1000 u.m. del bien B, determine:

a) El sistema de ecuaciones que define la situacién de equilibrio del sistema. Exprese el sistema en forma
matricial y despeje la matriz de incégnitas de la ecuacion matricial.

b) Genera la matriz input—output una economia productiva.
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0 0.15 500 X 1 0
= D= /

0.10 0.05 1000 y 0 1
X=AX+D
X 0 015 «x 500

+
y 010 005 y 1000

X=(-A)'D
10 0 015 1 -015
(I-A)= - =
01 010 005 =010 095
I -0157" 500  1.0160 0.1604 500  668.45

T 010 095 1000 0.1070 1.0695 1000  1123.00

668.45
1123.00
1 -0.15
-0.10  0.95

A =ll|=1>0

1 5
=10.95-(-0.10)(-0.15) =0.95-0.015=0.935>0
-0.10  0.95

(I-A)=

Tema 3
Espacios vectoriales

Problema n°) Sea el subespacio vectorial de
dado por:

$={G, 0, 1) ( -1, 0) 6 1, 2) 6 0, 2)

Se pregunta:
1) Determine una base de S.

2) Halle las componentes del vec(gr 4, 2)

en la base hallada.
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s:((3, 0, 1), (I, -1, 0), (5 1 2), (6 0, 2))

30 1 I -1 0 | -1 0 | -1 0
I -1 0 30 1 0 3 1 0 3 | -1 0

R R R R =2
s 12 s 12 %o 62 o000 "o o3
6 0 2 0 0 0 0 0 0 0 0 0

Luego los dos primeros vectores son independientes.
B={(3, 0, 1), (1, -1, 0}

La dimensi n del subespacio es: dim(S) =2

2, 4, 2)=al(3, o, 1)+B(1, -1, 0)

2, 4, 2)=(3a, 0, af+(B, -B, 0)

(2, 4 2)=(30+B, -B, 0

2=30+B 2=3a+P 2=32-4 2=2

4=-3 B=-4

2

=0 a=2

Luego el vector (2, 4, 2| enlanuevabasees (2, -4
Problema n°) Sean los vectore{@,],l,), (2,3,] ) (4,2,(1 )}

Estudie razonadamente la dependencia e independencia lineal de los vectores segun los%alores de

Halle para qué valores 8e
los vectores$d, 2,0.),(2,3,1)
son ortogonales.

{0.1.1,).(2,3.1).(4.2,0)}
11 1 11 1 1 1 1
|A|=2 ]rz_ff-zr,o F=F,#2F,
4 O|h=h-4hl) -2 o-4 0 0 a-=6
|A|=0 0-6=0 a=6
a 6 o= -—{6}

(93]

o

111 11 1 11 L1
oa=6Rg 2 3 1 . Rg 0 1 -1 ;-,=;,=+3,4-,Rg 0 1 -1 =Rg 0 1 =2
4 2 6 F=R-F 0 =2 2 00 0

Para que dos vectores sean ortogonales el producto escalar tiene que ser cero: < X {r >=0
Como x = 4 2 a), ;: (3 2 1) tendremos

<X, y>=42423+a1=0

8+6+a=0 14+a=0
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Problema n°) Dado el siguiente subconjunto de
A= {(x, Y, 2):x+2y-2 =O}

Demuestre que es un subespacio vectorial.

Halle una base y determine su dimensién.

S:{(,\-, s Z):x+2y—;;:()}

r

x=(x, y, g )x+2y-z=0
Tomamos dos vectores cualquierade S r (' Y 1) 1 TNy
y=(x% ¥ L) x,+2y,-2,=0

(@pB)
(x,y) S

v
Para que pertenezcan al subespacio S debe verificarse: o + [3§ S v

El vector oL + B; se expresa as :
a(x, y g)+B(x )=
=(ax, oy, oz|+(Bx, By, Bzul=
(ox +Bx, oy +By, 0z +Pz)
Para que este vector pertenezca a S debe cumplirse la condici n general x+2y—z=0,
es decir:
loux + B, | +2( ey, +By,) —(og +Bz,) =0
ox, +Bx, +20y, +2By, -0z, —Pz, =0
ox, +20y, -0z +Bx, +2By, -Bz =
loux +20y -0y ) +(Bx, +2By, - B2, ) =0
04+0=0 Como se cumple a§+ [3; S decimos que S es un subespacio vectorial.
Toda la demostraci n anterior la pod amos haber evitado, si recordamos que la
condici nx+2y—z=0 esun sistema homogeneo Ax :(r) y las soluciones de dicho
sistema forman un subespacio vetorial.
Para obtener la dimensi n y una base, seguiremos el procedimiento general:
{x+2y-2=0 Rg(A)=Rg(1 2 -1)=1 pues||=1 0
x=-20+0
[ x=-2y+z  Ecuaciones param tricas y=0.

=P

A 21 0
B:“—z, 1, O). (], 0, ”} dim(S) =2 pues Rgl 01 =

[

Problema n°) Sea el subespacio vectorial S definido por:
S =K.t,y.z,!) * :2x—y=0,y+z+t=0}

Encuentre una base y determine la dimension del subespacio vectorial.
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Halle las ecuaciones paramétricas del subespacio.

Determine el vector que en la base hallada tiene de coordenadas (-2,3)
S={(x.y.z.t)

J:2x—y:0,y+:~H:0}
2x_y:OR-1R2_]OO" 20’)
(A)= =2 pues =2
y+z+1=0 § ¢ 0 1 1 P
o
X =—
2
2x=y r=2 )
. ) Ecuaciones param tricas y=0
i==y-1
Y7 g=—y-t t=-0-p
t=PB
B= ]—. 1, -1, 0, (0, 0, -1, 1 dim(S)=2 ues R
P g
”
r ] ,
v=-2 -, 1, -1, 0 +3(0, 0, -I, 1)
r
v=(=1, =2, 2, 0)+(0, 0, -3, 3|
b=(-1, 2, -1, 3 (=2, 3] (-1, 2, -1, 3

Problema n°) Sea el subespacio vectorial:

S={(x,y,z,t) i2x

2x-y-z

=O,.\'+y+t=0}
Encuentre una base de S y determine la dimensién del subespacio.

Determine las coordenadas del vector (0,-1,1,1) en la base hallada
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S:{(x,_v,:,,t) ~l:Zx—_y—z,:0,,\‘+y+1‘:0}

2x=y=2=0 2 =1 =1 0 -1 0
S ~ Rg(A)=Rg , =2 pues| ==1 0
x+y+t=0 11 0 1 0 1
x=0
—z=-2x+y =2x- . : =
Y i Ecuaciones param tricas y=P
t=—=x-y t==-x-y :=20-P
t=-0.-
. o 1 0 2 -1
B={(, 0, 2, -1), (0, 1, -1, 1)} dim(S)=2 pues Ry 01 o
w=(0, -1, 1, 1)
(0, =1, 1, 1)=all, 0, 2, =1)+B(0, 1, =1, -1)
(0, =1, 1, )=, 0, 20, -a)+(0, B, -B, -B)
(0, =1, 1, I)=(a, a+B, 2a-B, -0-P)
O=a a=0
-l=a+p -1=0+ ro
p B (@,B)=(0,-1) v=(0, =1, 1, 1) (0,-1)
=20-f 1=0-P '
l=—a-B 1=-B

Problema n°) Sea el subespacio vectorial S definido por:
S ={(x,y, z,t) Y 2x—y+7=0,y+ 7+t =0}

Encuentre una base de S y determine la dimensién del subespacio.
Determine las ecuaciones paramétricas del subespacio S.

Determine el vector que en la base hallada tiene de coordenadas del vector (-2,3).

o
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S:Kmy@J) %2x—y+z:Qy+z+t:0}

2x=y+z=0 _ 2 -1 1 0 2 0
’ Rg(A)=Rg =2 pues =2 0
y+z+1=0 0O 1 11 0 1
o B
. TS
2r=y-;\:X_: _ _ o
2 2 Ecuaciones param tricas y=0
t=-y—-z
Y78 b=y =P
t=-0-f3
1 1 Lo
2
B= = 1, 0, -1, - 01 -l dim(S)=2 pues Rg “]
2
r 1
v==2 — 1, 0, =1 +3 ——, 0, 1, -l
2 2
v=(-1, -2, 0, 2)+ ; 0, 3, -3
r K 1 . . 1
v= —l14+=, 240, 043, 2-3 = —, -2, 3, -l (=2, 3) =,
2 2 | 2

Problema n°) Encuentre una base, la dimensién y las ecuaciones paramétricas del subespacio vectorial dac

pors=fx,y,5,t) *ix-y-z=0,y+z+1=0}

S:ﬁLy@J) %x—y—::Qy+:+t:0}

x=y=-z=0 Re(A) = R 1 -1 =1 0 , .l 0 Lo
yz+r=0 (EWERE 4o T2 pues )y 1=

v=0+f
x=y+zZ ) ) y=0a
¢ Ecuaciones param tricas
:—y—-z =

t=—0-

, 110 -1

B={1, 1, 0, -1), (1, 0, 1, -1)} dim(S)=2 pues Rg] 0 1 i =2

Problema n°) Encuentre una base, la dimensioén y las ecuaciones paramétricas del subespacio vectorial dac

pOfS=<Kx,y,z,t) + :x+_y+z=0,y+z—t=0}
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S:{(x,y.:,I) 4:,\‘+y+;:()‘y+:_1:0}

x+y+z=0 I 111 0 , 10 -
A)= =2 Dpues =-
yte—t=0 TR 4 PIES o -
x =0 —
X=-y-—2 , . y=a
Ecuaciones param (ricas
t=y+z =
r=a+p

o

B={(-1, 1, 0, 1), (-1, 0, 1, 1)} dimS)=2 pues Rg

Problema n°) Dado el siguiente subespacio vectorial:
S =K,\',y, :,t) Yixty-z=0,y+ ;—t=0}

Halle la dimensién y una base.
Halle las ecuaciones paramétricas.

Dado el vectof =(2,1,3,4)

=sls

halle sus coordenadas en la base hallada.

Halle el vector cuyas coordenadas en la base hallada son (2,3).
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S:Kay@J) %x+y—;:Qy+;—t:0}

Yry=e=0 Rg(.A)=Rg] b0 =2 pues] 0:— 0
y+z—-t=0 01 1 - 0 -1
x=-0+f3
X==y+7Z y=0
f=y+z Ecuaciones param tricas =B
t=a+p
B={(-1, 1, 0, 1), (1. 0, 1, 1)} dim@S)=2 pues Rg _ll (1) ? : =2
b=(2, 1, 3, 4
(2, 1, 3, 4)=a(-1, 1, 0, 1)+B(1, 0, 1, 1)
2=-0+p 2=-1+3 2=2
1:; gi @B)=13)  v=(2, 1, 3, 4 (1))
4=0+B 4=1+3 4=4

(x, y, z t)=2(-1, 1, 0, 1)+3(1, 0, 1, 1
(x, v, z t]=(-2, 2, 0, 2)+(3, 0, 3, 3)=(1, 2, 3, 5)
[X. _vv :.1 t) :(I| 2s 31 5]

Problema n°) Sea el subespacio vectogat {L Y, z,,) 4oy =2y=0,z+t =0}

Encuentre una base y la dimension de S. halle las ecuaciones paramétricas del subespacio.
Calcule el vector que en la base hallada tenga por coordenadas (1,-2).

¢Qué valor ha de tomar a para @ﬁ[‘_[) )
?



S:{(x,_v,:,,t) 4:x—’2y=0,;+t:0}

x=2y=0 Re(A) =R 1 =200 _ 1 0 [ 0
= =2 pues -

z+t=0 &1 g() 0 1 1 P 0 1

x =20
x=2y . . y=0

Ecuaciones param ftricas 8

=-t ==

=B

e 21 0 0

B={2 1, 0, 0), (0, 0, -1, 1)} dim@S)=2 pues Rg 00 1 =2

=102, 1, 0, 0)+(=2)(0, 0O, -1, 1)

v=(2, 1, 0, 0)+(0, 0, 2, —2)=(2, 1, 2, -2
r ) \ )

v=(2, 1, 2, =2} luego(1, 2} (2, 1, 2, -2

(@, 1, 1, =1)=al2, 1, 0, 0)+B(0, 0, -1, 1)

(a, 1, 1, -1)=(2a, o, 0, 0)+B(0, 0, -B, B
[aa I9 Io —l}ztza’ a’ —B’ B]

a=20 a=21=2
=0 o=I
lz—B B:—l
-1=p B=-i

Problema n°) Dado el siguiente subespacio vectorial:

luegoa=2

S =Kx,y,z,t) + :x—y+z=0,2x-t=0}

a) Halle la dimensién y una base.
b) Determine las ecuaciones paramétricas del subespacio.

c¢) Calcule las coordenadas del vector (5,7,2,10) en la base hallada.



Sz{(x,_v,;,r) ~‘:.’c—y+;:0,2,x'—f:0}

x—_y+:_=f) Rg(,-\)=Rg] _,1 ] 0 _, pues? O‘:—l 0
2x—1=0 2 0 0 -l 0 -1
x=0
YT Ecuaciones param tricas y=P
t=2x :=p-a
t=20
B={1, 0, -1, 2), (0, 1, 1, 0)} dimS)=2 pues Rg PO,
01 1 0
b=(5 7, 2, 10
(5, 7, 2, 10)=af1, 0, =1, 2J+B(0, 1, 1, 0]
(5, 7, 2, 10)=(a, 0, —a, 2a)+(0, B, B, 0
(5, 7, 2, 10)=(a, B, —-a+P, 2a)
5=a VR
Zzix+[3 g:;” - (@,B)=(5,7) v=(5, 7, 2, 10) (5.7
10=2a 10=25 4=4

Problema n°) Sea el subespacio vectorial S definido
S={xyut) *ix-y=0y-z-t=0}

Encuentre una base de S y determine la dimensién del subespacio vectorial.
Determine el vector que en la base hallada tiene de coordenadas (2,3).

Si un vector en la base candnica tiene de componentes (6,6,4,2), determine dichas componentes en la bas
hallada.
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=0 pe=re L0 Y 2o pues |t =21 0
y—z—-t= 1 -1 -1 0 -l
x=o
=y =y Ecuacnonesparam tricas y=0o
—I=-y+t 7=y-t z:a—ﬁ
1=p
B={1 1, 1, 0), (0, 0, -1, 1)} dim(S)=2 pues Rg L0,
00 -1 1
b=2(1, 1, 1, 0)+3(0, 0, -1, 1)
b=(2, 2, 2, 0)+(0, 0, -3, 3
v=(2, 2, -1, 3 (2 3) (2, 2, -1, 3
w=(6, 6 4, 2
(6, 6, 4, 2)=al1, 1, 1, 0J+B(0, 0, -1, 1)
(6, 6, 4, 2)=(a, a, a, 0)+(0, 0, -B, B)
(6, 6, 4, 2)=(a, @&, a-B, B
6=a B=2
6=0 a=6 _ ro, :
4=a-P 4=6-2-4 (o,B)=1(6,2) v=(6, 6, 4, 2] (6,2)
2= B=2

Problema n°) Se%={(x,y,z,t) ! :x+y—z=0.2y—z+t=0}

Encuentre una base de Sy diga su dimensién.
Determine el vector del subespacio que en la base hallada tiene de coordenadas (2,2)
Calcule las coordenadas del vector (3,1,4,2) en la base hallada.

Halle las ecuaciones paramétricas del subespacio.
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S:{(x,y,z,f) 4:.1l'+y—z,:0,2y—;+t:0}

x+y-z=0 1 -1 0 10
dyogtr=o TEWERE oy T2 opuesly 1=t O
v=-0+0
X==y+z ) . y=a
f=—2y+; Ecuacnonesparam tricas z:B
r==20+p
B={-1, 1, 0, -2), (I, 0, 1, 1)} dim(@S)=2 pues Rg o=,
101 1
(x, v, 2z t)=2(-1, 1, 0, =2)+2(1, 0, 1, 1)
(x, v z t)=(-2, 2, 0, -4)+(2, 0, 2, 2)
(x, » z 1]=(0, 2, 2, 4
v=(3, 1, 4, 2)
(3, 1, 4, 2)=al-1, 1, 0, =2)+B(1, O, 1, 1
(3, 1, 4, 2)=(-0, a, 0, =20)+(B, 0, B, B
(3, 1, 4, 2)=(-0+B a, B, -20+B)
3=-0+B 3=-1+4 3=3
=0 a= r |
4=B B=4 (o, B)=(1,4) v=((3, 1, 4, 2)) (1,4)
2==200+f 2=-21+44 2=2

Problema n°) Sea el subespacio vectorial definido por:
S =Kx,y, ut)  tix—ytzte=0,y-¢ =0}

Encuentre una base de S y determine la dimensién del subespacio.

¢ Pertenece el vectbe (2,4,0,2)
a S? ¢Y el vectdr=(1,0,0,-1)
? En caso afirmativo calcule sus coordenadas en la base hallada
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S={(x,y,z,t) 4:x—y+;+t:0,y—:;:()}

x=y+z+t=0 Re(A)=R -1 11 - ueql —1—1 0
y-2=0 S R B A B -
x=-B
=y—z—t X=y—y—f x=- : , =G
x=y r=y=y=t X Ecuaciones param tricas d
y=2 y=z y=2 e=a
t=p
B={(O. L1, 0) (-1, 0, 0, I)} dim(S)=2 pues Rg 0 1 10 =2
-1 0 0 1

v=(2, 4, 0, 2)

2, 4, 0, 2)=al0, 1, 1, O)+B(=1, 0, 0, 1]

2, 4, 0, 2)=(0, a, a, O)+(-B, 0, 0, B

(2, 4,0, 2)=(-B @ a B

2=-f B=-2

4=0 wa=4

O0=a =0

2=p PB=2

El vector v no pertenece al subespacio pues o tiene dos valores al igual que ocurre con 3.
k=(1, 0, 0, -1

[], 0, 0, -1)=q(0, I, 1, 0]+B[—], 0, 0, ]]
(1, 0, 0, =1)=(0, a, o, O)+(-B, 0, 0, B
(1, 0, 0, ~1)=(-B «, o, B

1=-f B=-1
0=a o=0
O=a ao=0
1B p=-1

.

El vector u si pertenece al subespacio.

(0, B)=(0,-1) v=(1, 0, 0, =1) (0,-)

Problema n°) Se& = {x, »ot) ilxtde =()}

. 4
un subconjunto de
, €S S un subespacio vectorial? Razone la respuesta.

En caso afirmativo:
Calcule la dimensién y una base.
Calcule las coordenadas del vector (0,1,-1,0) en la base hallada.

Determine el vector que en la base hallada tiene como coordenadas (1,0,1)
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Halle las ecuaciones paramétricas.

S:{(x,_v,:.t) J:2x+4t=0}
Pr+ar=0 Rg(A)=Rg(2 0 0 4)=1

x=-20
{2x=-4t x=-2t  Ecuaciones param tricas v:{?
r=ao
2 0 0 1
B={-2, 0, 0, 1), (0, 1, 0, 0), (0, 0, 1, 0)} dimS)=3 puesRg 0 1 0 0 =3
0 010

v=(0, 1, -1, 0)

(0, 1, -1, 0)=a(-2, 0, 0, 1)+B(0, 1, 0, 0)+8(0, 0, 1, 0
(0, 1, =1, 0)=(=2a, 0, 0, a)+(0, B, 0, 0J+(0, 0, &, 0
(0, 1, -1, 0)=(-2a, B, -y, @

0=-20 a=0
1= B=1
-1=8 8=-1
0=« o=0
(x, ., z, t)=1(=2, 0, 0, 1)+0(0, 1, 0, 0)+1(0, 0, 1, 0)
(x, v, z t)=(=2, 0, 0, 1)+(0, 0, 0, 0)+(0, 0, 1, 0)

(x, » o f)=(=2, 0, 1, 1) (0, 1, -1) (-2, 0,1, 1)
Tema4

r , )
@,B,8)=(0, 1, -1 v=(0, 1, =1, 0) (0, 1, =1

Funciones

Problema n°) Un museo cobra la entrada cobra la entrada de los grupos de visitantes de acuerdo con la
siguiente politica: a grupos de menos de 50 personas a 2.50 € por persona; a grupos de 50 0 mas persona:
1.80 € por persona.

Exprese la cantidad que se cobrara por la admision de un grupo como funcién una funcion del tamafio, y
dibuje su gréfica.

¢, Cuanto dinero se ahorrara un grupo de 49 personas en los costos de las entradas en total si consiguen re
a un visitante mas?

250x 1 x<50
1.80x x 350
1(50)=1.8050=90
1(49) =2.50 49 =122.50
El ahorro ser : 1(49)—1(50)=122.50-90=32.50
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Problema n°) Un fabricante de muebles puede vender mesas a 70 euros cada una. El coste total para el
fabricante esta constituido por los costes indirectos fijos de 8000 euros mas costes de producciéon de 30 eul
por mesa.

¢, Cuantas mesas debe vender el fabricante para alcanzar el punto de equilibrio?
¢,Cuantas mesas debe vender el fabricante para obtener un beneficio de 6000 euros?
¢, Cual serd el beneficio o la pérdida del fabricante si vende 150 mesas?

En un mismo conjunto de ejes elabore la grafica de las funciones de ingreso total y coste total para el
fabricante

[(x)=70xC(x)=8000+30x

B(x)=1(x)—C(x)=70x-(8000+30x) =T70x—-8000 —-30x

B(x)=40x-8000

El punto de equilibrio se obtiene cuando no hay beneficio ni perdidas es decir B(x) =0

40x-8000=0 40x=8000 x=000

Para obtener un beneficio de 6000 euros B(x) = 6000

14000
40x-8000=6000 40x=6000+8000 40x=14000 x=—_"

Si se venden 150 mesas B(150) = 401500 —8000 = 6000 —8000 =-2000 obtendremos unas p rdidas de 2000

Problema n°) La funciones de oferta y demanda para cierto articul&(pdm p—lO
y 5600

D(p)=——
P
, respectivamente.
Encuentre el precio de equilibrio y la cantidad correspondiente de unidades ofrecidas y demandadas.
Dibuje las curvas de oferta y demanda en el mismo conjunto de ejes.

¢,Donde corta la curva de demanda al eje p?

S(p)=p-10 D(I)‘):S()_OO
I)
S(p)=D(p)
5600 ) y
p—10= p =10p=5600 p"=10p-=5600=0
P
10 150
: 12 o x= =80
_1() \l(—l()) —41(_—56()())_10 100422400 10 422500 10 150 2
P= 2 B 2 -T2 T2 10 150

Como en econom a no tiene sentido un precio negativo, la soluci nes: |p =80
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Problema n®) Un cuadro tiene un valor de 2000 euros en la actualidad. Sabiendo que el valor del cuadro
aumenta un 3% cada afio en relacion con el valor anterior, encuentre la funcién que exprese el valor del
cuadro dentro de t afios. Represente la grafica de la funcién obtenida.

3
100
V, =V, +0.03V, = (1+0.03)V,

o

V, =V, +0.03V, =(1+0.03)V, =(1+0.03)(1+0.03)V, =(1 +0.03')"V,,
V, =V, +0.03V, = (14+0.03)V, = (1+0.03)(1+0.03)°V, = (1+0.03)’V,

V, =V, +0.03V, = (1+0.03)V, = (1+0.03)(1+0.03)’V, = (1+0.03)'V,

Por tanto, al cabo de t a os el valor ser [V, =V,(1+0.03)’

En nuestro caso ser : [V, =2000(1+0.03)'

Problema n°) El valor de un inmueble crecera un 3% cada afio. El valor actual es de 1000000 de euros.
Exprese mediante una funcioén el valor del inmueble dentro de t afios y represente su grafica.
Determine el tiempo que ha de transcurrir para que el valor del inmueble aumente un 75%.

Determine la tasa de cambio del valor del inmueble pasados 4 afios.
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3
v, =003
100

V, =V, +0.03V, = (1+0.03)V,
V, =V, +0.03V, = (1+0.03)V, = (1+0.03)(1+0.03)V, = (1+0.03)*V,

V, =V, +0.03V, = (14+0.03)V, = (1+0.03)(1+0.03)’V, = (1+0.03)*V,
V, =V, +0.03V, = (1+0.03)V, = (1+0.03)(1+0.03)’V, = (1+0.03)*V,

Por tanto, al cabo de t a os el valor ser |V, =V, (1+0.03)'

En nuestro caso ser : [V, =1000000(1 +0.03)

Una subida del 75% supone que el valor en el tiempo t sea:

1750000 =1000000(1 +0.03)’

1000000(1 4+0.03)" =1750000
. 1750000

(140.03) =——=1.75
1000000

1.03" =1.75

Ln1.03 =Lnl.75
tlnl . 03=1Lnl.75

Lnl75 0.559616
g= e ~18.93

T Lal.03  0.029559

Problema n°) Un fabricante compra maquinaria por valor de 20000 euros. Esta se deprecia linealmente de
manera que después de 10 afios su valor comercial sera de 1000 euros.

Exprese el valor de la maquinaria como funcién de su antigtiedad y dibuje la gréfica.

Calcule el valor de la maquinaria después de 4 afios.

(&.,V,,)Z(O,ZOOOO) (Il(lavm):(lo,]()()())
Y=y _ X=X V-V, _1-1 V =20000 -0
Y=y %-x V,=V, t,—t  1000-20000 10-0

VAN =20000
ﬂ:L V——.:l‘. V =20000 =-1900¢
=19000 10 =1900 1

V =20000-1900t¢
V (4)=20000-1900 4 = 20000 - 7600 = 12400

Problema n°) El valor de una cosechadora de trigo se deprecia un 5% cada afio respecto del precio del afio
anterior. Dado que la maquina costoé 140000 euros, se pide:

a) El valor de la maquina en funcién del tiempo t expresado en afios.

b) El valor de la maquina al cabo de 12 afios.
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c) Represente gréaficamente la funcién hallada.

v,

V, =V, =0.05V, =(1-0.05)V,

V, =V, =0.05V, =(1-0.05)V, = (1-0.05)(1-0.05)V, = (1-0.05)*V,
V, =V, —0.05V, = (1-0.05)V, = (1-0.05)(1-0.05)’V, = (1-0.05)V,
V, =V, =0.05V, = (1-0.05)V, = (1-0.05)(1-0.05)’V, = (1-0.05)*V,,

Por tanto, al cabo de t a os el valor ser [V, =V, (1-0.05)'

V,, =140000(1-0.05)"* =140000 0.95" =0.540360 140000 = 75650.41

Despu sde 12 a os el valor de lam quinaes: |V}, =75650.41

Problema n°) Una empresa compra maquinaria por valor de 20000 euros. Exprese el valor de las maquinas
funcién de su antigliedad y represente la gréafica de la funcién en los casos siguientes:

a) El valor de las maquinas se desprecia linealmente, de manera que después de 10 afios su valor comerci
seré de 2000 euros.

b) El valor de la maquina disminuye 5% cada afio.

(13, V,) = (0,20000) (1,5, V,y) = (10,2000)
y-y, _x-x, V=V, t-t V-20000 -0
=y X-x V.-V t-t  2000-20000 10-0
V=20000 ¢ V —20000
~18000 10 ~1800

V =20000—1800t

!
= 1 V =20000 = -1800¢

P
V.=V (1-——
=110’

5
V. =20000(1-—)'
100
V. =20000(1-0.05)’

V, =200000.95'

Problema n°) Una empresa compra una envasadora de paquetes harina por calor de 40000 euros. Exprese
valor de la maquina en funcién de la antigiedad y represente la grafica de la funcién en los casos siguiente

El valor de la maquina se deprecia linealmente, de manera que después de 10 afios su valor comercial ser:
15000 euros.

El valor de la maquina disminuye un 8% cada afio.
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(15, V) = (0,40000) (1,9, V,y) = (10,15000)
y=» _x-x V-V -4 V = 40000 t—0

y,—y x-x V,-V. t,—t  15000-40000 10-0
V =40000 1 V=40000 ¢
25000 10 2500 1
V = 40000 - 2500t

V =40000 =-2500¢

P
V=V (l-—
=V lOO,

8
V. =40000(1 -—)'
100

vV, =40000(1-0.08)

V. =40000 0.92'

Problema n°) Una empresa compra maquinaria por valor de 20000 euros. Exprese el valor de las maquinas
funcién de su antigliedad y represente la gréfica en los casos siguientes:

El valor de las maquinas se deprecia linealmente, de manera que después de 10 afios su valor comercial s
de 2000 euros.

El valor de la maquina crece un 3% cada afio.

(’usvn ) =(0,20000) (105 v](l) =(10,2000)

y-y, _x-x, V=V, _t-t,  V=20000 _ -0
Y=y %-x  V,=V, t,—t  2000-20000 10-0

V =20000 _ t V =20000
—18000 10 ~1800
V =20000—1800¢

!
:I— V =20000 = -1800¢

f

V=V, 141
100

f

3
V, =20000 1+—
100

V, =20000(1+0.03)

V, = 20000 1.03"

Problema n°) El valor de una maquina sube de precio un 2.5% cada afo, pero a interés compuesto.
¢, Cual seré el valor de la maquina dentro de 8 afos si inicialmente valia 45000 euros?

¢ Cual sera el valor dentro de t afios?
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2.5
v, 2 =0.025
100

V, =V, +0.025V, = (140.025)V,
V, =V, +0.025V, = (14+0.025)V, = (1+0.025)(1+0.025)V, = (1+0.025)V,

V, =V, +0.025V, = (1+0.025)V, = (1+0.025)(1 +0.025)*V, = (1+0.025)°V,
V, =V, +0.025V, = (1+0.025)V, = (1+0.025)(1+0.025)'V, = (1+0.025)'V,

Por tanto, al cabo de t a os el valor ser |V, =V, (1+0.025)’

V, = 45000(1+0.025)" = 450001.025% = 450001.218429 = 54828.13

Despu s de 8 a os el valor de lam quinaes: [V, =54828.13

Problema n°) El valor de un inmueble crece un 4% cada afio. Sabiendo que el valor inicial del mismo es de
300000 euros.

Determine el valor del inmueble pasados 15 afios.

¢ Cuanto tiempo debe transcurrir para que se duplique el valor del inmueble?

f

p
V.=V, 1+—
100

!

V, =300000 1+ %

V, =300000(140.04)

V, =3000001.04°

Vs =3000001.04" = 300000 1.8009435 = 540283.05

V, = 600000
600000 = 300000 1.04'
300000 1.04" = 600000
| 04" = 00000
300000
1.04' =2
Ln(1.04") = Ln(2)
tLn(1.04)=Ln(2)
_Ln(2)  0.6931471
T La(1.04) 00392207

=17.67

Problema n°) El valor de un piso de segunda mano incrementa su valor un 5% cada alo sobre el valor del a
anterior. Sabiendo que inicialmente cost6 120000 euros, hallar.

El valor del piso pasados 10 afios.
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El nimero de afios que deben transcurrir para que el piso duplique su valor.

v=v 142 ,
r=rn IOO

!

5
V, =120000 1+—
100

V, =120000(1+0.05)
V, =1200001.05'
Vi, =1200001.05" =1200001.6288946 =195467.36

V, = 240000
240000 = 120000 1.05"
240000 1.05" =120000

. 240000
1.05" =
120000
1.05' =2

Ln(1.05") = Ln(2)
tLn(1.05)=Ln(2)
_ La(2) _0.6931471 _

= = 14.21
Ln(1.05) 0.0487901

Continuidad

Problema n°) ¢ Qué valores debe tomar a'y b para que la funcion @ In(x)+b 0O<x 1
f(x)= (Inx))’+a l<x<e

2
X —a+l X e
sea continua en el dominio de definicion?

lim f(x)=limlim (In(x))*+a =(In(e))’+a=1"+a=1+a

X e roex |

lim f(x)= lim(x’—a+l)=¢’ —a+l

lim f(x)=lim f(x) l+a=é" -a+l
X et
b=a
, e e
l+a=é'—a+1l a+a=¢ 2a=¢é a=— b=T

Céalculo de Derivadas



Problema n°) Calcule la derivada de la siguiente func}(?li]j _ sen(x)

2

- [cos(x) ] — [sen(x)2x  x?cos(x)=2xsen(x) x[xcos(x)=2sen(x)] xcos(x)-2sen(x)
N (x*) B x* B X! ) v’

Problema n°) Calcule la derivada de la siguiente func}q[l:) = Ln(cos x) +2""

—sen( x)

fix)= + ?."2 (=2x)Ln(2)=-tg(x)- ?.x.?"z Ln(2)

cos(x)

Problema n°) Calcule la derivada de la siguiente funcién:

, 1+ cos(x)
f(x) =%
X
f(x)= I+cos(x) [—sen('_r)].tz - [1 +cos( _r)]l_r _ —x*sen(x)=2x-2xcos(x) _xsen(x)+2+cos(x)
A - r . r T 3

>\ p : E
(x ) X X X
Problema n°) Calcule la derivada de la siguiente funcién:

f(x)=In [sen('x') ]+ 3

cos(x) 2

f(x)= +37 (222 In(2) = 1g(x) - 223" In(2)

sen(x)

Problema n°) Calcule la derivada de la siguiente funcion:

|
f(x)=—=
X'+l

I 1 y  m
> = = (.[- + ]) ’
'\’.\'- + 1 ('\.2 +1 >

f(x)=

—

3 3

fix)= —% (xz +1)-3 2x=—x (x', +1 )-' —

2l

(,nc2 +])% :1’(.1r2+])J

Diferencial

Problema n°) El coste total para un fabricante cuando se producen x unidades esta dado por
C(x)=3x"+2x+100

. Si el nivel de produccién actual es de 40 unidades, determine aproximadamente aplicando la diferencial el
incremento porcentual del coste si se pasa a producir 40.5 unidades.
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C(x)= 3x" +2x+100

dC=Cdx

C=6x+2

dC = (6x+2)dx
K =40

, _dC=(640+2)0.5=2420.5=121
dK =40.5-40=0.5

C(40) =340" +2 404100 = 4800 +80 +100 = 4980
Y 2

d—('lO()zi]OO =2.4297%

C 4980

Problema n°) La produccidn diaria de cierta fabrica estd dada por la funcjg -'
0 (k)= 200k

unidades, donde K representa la inversion de capital. Si la inversion actual es de 400 unidades, estime
aplicando la diferencial el cambio porcentual en la produccién si el capital invertido se incrementa en 0.85
unidades.

1
0(K)=200K?

dQ =0dK
| 1
0 (K)=200L k7" =100k 7 =10 190
2 3 JK
K-
0= 100 K
3
K =400 100 100 )
dQ=——=0.85=—0.85=50.85=4.25

dK =0.85 400 20

1
Q(400) =200 4007 = 2004f400 =200 20 = 4000

42
42 100=223100=0.1062%
0 4000

Problema n°) En cierta fabrica, la produccion diaria !

0(K)=600K>
unidades, donde K representa la inversion de capital medida en unidades de 1000 euros. Si la inversion act
de capital es de 900000 euros, calcule el efecto que tendra sobre la produccién diaria una inversion de capi
adicional de 800 euros.
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1
0(K)=600K?
dQ =QdK

300
dQ = ——dK
JK
K = 00 =900 . X
1;)(9)(()) d0 =22 080 = %0.80 -8
dK =2 =0.80 200 -
100

1
0(900) = 600 9007 = 600,900 = 600 30 = 18000
4 100=—8 100=00444%
0 18000

Problema n°) En una fabrica la produccion mensual esta dada por ‘l
Q(K)=300(K +2)°

, donde K representa la inversion en capital. Sabiendo que el nivel actual de inversion de capital es de K=2!
determine aproximadamente aplicando le diferencial el cambio porcentual que se produce cuando hay un
incremento de 0.5 unidades en la inversién de capital.
!
Q(K)=300(K +2)*
dQ=0QdK

1 2

1 3! - 100 100
0 :300;(K+2)‘ =100(K+2) ' =————=

100
dQ = ——=dK
JK+27
K =25 100
dQ = 5=5.5556
dK =0.5 H(25+2)°

0(25) =300(25+2)% = 30027 =900
dQ o = 5:5556
0 900

100=0.6172%

Problema n°) En una fabrica la produccion mensual esta dada por !

Q(K)=200(K +2)
, donde K representa la inversion en capital. Sabiendo que el nivel actual de inversién de capital es de K=2"
determine aproximadamente aplicando le diferencial el cambio porcentual que se produce cuando hay un
incremento de 0.5 unidades en la inversion de capital.
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1
3

Q(K)=200(K +2)

dQ =0 dK
1 2
1 —1 200 -—= 200 200
Q =200—(K+2)) =——(K+2) ==
3 : 3k+2)7 WK+
dQ 200 IK
= —
2»;f(‘l(+2)2
=2 dQ 20 0.5=3.7037
dK =05 " 305+ T
|
0(25) =200(25+2)7 =20027 =600
42 100=2797100=0.6173%
0 600

Problema n°) En una fabrica la produccion mensual esta dad@‘[ko)r: 20 (K + ,y

, donde K representa la inversion de capital. Sabiendo que el nivel actual de inversion de capital es K=14,
determine aproximadamente aplicando la diferencial el incremento porcentual que se produce cuando hay
incremento de 0,5 unidades en la inversiéon de capital.

I
O(K)=20(K +2)?
dQ =QdK

| 1 = -1 10 10
Q(K):zo:(K+2)— =10(K+2) *= =

10
dQ = dK
K+2
K=14 10 10 10
dQ = 0.5=—=0.5=—0.5=1.25

1

0(14) =20(14+2)2 =204/16 =80

.
4Q,100=123100=1.56%
0 80

Problema n°) En cierta fabrica, la produccion diaria e .
0(K)=1200K"

unidades, donde K representa la inversion de capital de la empresa.

Aplique la diferencial para calcular el incremento en la produccién si el capital se incrementa en 0.5 unidade
Supongamos que la inversidn de capital es de 64 unidades.

Aplique la diferencial para calcular el incremento porcentual que se requiere en la inversién de capital para
lograr un aumento de 1.2% en la produccion.
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1
0 (K)=1200K?

dQ =QdK
1 1 .
0 (K)=12001 k7" =600k 2 =6L?=%
2 -
2 o VK
dQ = 6&(11(
JK
K =64
d0=2%05-005-375
dK =0.5 «164 8
1
0(64) =1200 647 =12004f64 = 9600
d 37.5
42100 =27 100 20.3906%
0 9600
600 600 1k
do ﬁ‘m do 3 do 600k
“=i00= 100 Z00=K" 100 Z00=—"5—100
1200K? ¢ 1200K? C 1200K°K?
do 600k do dk dk dQ
=i00= 100 “Z100=—100  —100=—2100 luego
0 1200K 0 2K 2K 0
dk dk

—IOO:QQIOO Como d—QlOO:I.'_’% tenemos d—klOO:BI.’_’% —100=2.4%
K Q Q K K

Problema n°) Las ganancias anuales brutas de cierta compafiia mg)rﬁlﬁ)_lr’ +10t+20

miles de euros t afios a partir de la finalizacién de 1993. Aplique la diferencial para calcular aproximadamer
el cambio porcentual de las ganancias anuales brutas durante el tercer trimestre.

A()=0.1t" +10t 420
dA=Adt=(0.2t+10)dr

t=3.5
_ dA=(0.23.5+10)0.25=10.70.25=2.6750
dt=0.25
A(35)=0.13.5 +103.5+20 = 56,225
o]
44 100=257000 = 4.75%
A 56225

Problema n°) El producto nacional bruto (PNB) de un cierto pal'a(e'ya:()_lr’ +10t+20
miles de millones de euros t afios después del 1 de enero de 2000.

¢A qué tasa cambiara el PNB con respecto al tiempo al final del afio 2005?
¢A qué tasa porcentual cambiara el PNB con respecto al tiempo al final del afio 20057

Apligue la diferencial para determinar aproximadamente el incremento del PNB cuando t pasa de 3 a 3.5.
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A(t) =0.1t" +10t +20

A1) =02¢+10
A(6)=0.26+10=11.2
A(6)=0.16"+106+20=83.6
A(6) 11.2

2100 =—2100=13.40%
A(6) 83.6
dA=Adt=(0.2t+10)dt

t=3

dA=(0.23+10)0.5=10.60.5=5.80
dt =0.5

Problema n°) El ingreso total mensual de un fabricantR(qu: 240q+0,05q"

euros cuando se producen g unidades durante el mes. En la actualidad el fabricante produce 80 unidades ¢
mes y planea disminuir la produccién mensual en 0.65 unidades. Calcule el cambio del ingreso total mensu
como resultado de esta disminucion.

R(g) =240g+0.05¢"
dR = R dgq
dR =(240+0.10¢ )dg
q =80

o= 0,65 dR =(240+0.1080)(-0.65) =248 (-0.65)=-161.2
(1: 00

Problema n°) Los beneficios B de una empresa vienen dados por
> 1,
B(x)=(500x-x" ) ~x"~77x+3000

Aproxisnge el cambio de los beneficios cuando la produccion cambial e
a.\'=l| b

unidades, y el cambio porcentual del beneficio en esa misma circunstancia.

65



B(x) = (500x-x2 )= L2 ~77x+3000

dB=Bdx= (500—2.\')— 2x=T77 dx

tD | =

dB= (500-2x)-(x=77) dx
dB = (500=2x-x+77 )dx

dB = (423—-3x)dx

x=115

dB =(423-3115)0.5=780.5=39
dx=1155-115=0.5

S
B(115)=(500115-115" )~ —115"=77115+3000 =44275-757.50 = 43517.50

4B 100=—3%  100=00896%

B 43517.50
Tasa de cambio

Problema n°) El valor de un inmueble con respecto al tiempo t medido en afios viene dado por la funcion

. Determine la tasa de cambio y la tasa de cambio porcentual del valor del inmueble dentro de 4 afios.

Apligue la diferencial para calcular aproximadamente el incremento en el valor del inmueble en el primer
trimestre del quinto afio.

001

£(t)=2000¢
f (1)=20000.01 21"

f(ty=400""

f (@)=4048" =160 =1601.1735=181.76
£(4)=2000¢""*" =2000"** =20001.1735 =2347.02
F 44018776

100 =7.9999%
f4 2347.02
df = f dt
iy 00112
df =40te™" dt
t=4 00142 0.16
=025 df =404¢" " 0.25=160 ¢ 70.25=46.9404
%loo ZWIOO =2.00%
2347.02

-1+l

Problema n°) Calcule las tasas de cambio de la funcion de la demanda _% -
D(x)=96x /% 2
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-1+l
D(x)=96x BT
—x+l W= 4+l

| -y == 1 ==
X Ae 2 +96x /( 2 -

2

D(x)=96 —

to| -

gy = o
D (x)=-48x Ae I —48x Ae 2

-x#l

>H 4 3 _
D (x)=—48¢ 2 (\'A+.\'}/3)

Problema n°) Calcule las tasas de cambio de la funcion del interés cop(}r?ngo(l +0_02)

1(£)=120(1+0.02)

I(t)=120(1+0.02) In(1+0.02)

Problema n°) Calcule las tasas de cambio de la funcién Iogiﬂi‘c’a= '
N P

1 4 ’)
Problema n°) El valor de una finca esta dado‘p('?g= -'-UO, +1000047
(t+1)°
, donde t es el tiempo en afos a partir del 1 de Enero del afio 2000. Determine la tasa de cambio del valor
finca el 1 de Enero del 2009.

2

00
Vit)= _ 100003t
(t+l)’

0(1+1)'~2002(t+1) 10000 _ —400(r+1) 5000 _ 400 5000
(t+1) ’ 20ft 1) F ()

—400 5000 —400 = 5000
_+ =- +

(9+1) O 1000 3

V()=

V(9)= =-0.4+1666.67 =1666.27

Problema n°) El valor de una finca inmobiliaria esta dado B = 100000+ 200 In(t +1) +2000¢™

, donde t es el tiempo en afos a partir del 1 de Enero del afio 2005. Determine la tasa de cambio del valor
finca pasados 5 afios, el 1 de Enero del 2010.
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V() =100000 4200 In(t +1) +2000e™

I o %
V (1) =200 ——+2000(=2)e™

t+1
_ 200 o,
V (1) = ———-4000e™
f+1
2 .. 200 ,
V(6)= —=4000e™ = ——=4000¢™ =33.33-0.18=33.15
S5+1 6

Problema n°) El producto interior bruto (PIB) de un cierto pais’\qm:r'+5{+]06
miles de millones de euros t afios después del 1 de Enero de 2000.

¢A qué tasa cambiara el PIB con respecto al tiempo al final del afio 2005?
¢A qué tasa porcentual cambiara el PIB con respecto al tiempo al final del afio 20057

N =t +5t+106

N (t)y=2t+5

N({6)=26+5=17

N (t 2t+5

YO 00=—* o0

N(t) 2 +5t+106

N (6) 26+5

Y O)100= ,—+1 00 = il(ﬁ)(ﬁ) =9.88%
N(6) 6°+56+106 172

Problerpa n°) Los datos que se tienen del PIB de un pais europeo se ajustan a la siguiente funcion
N(t)=t"+2t+135
miles de millones de euros t afios después del inicio de 1990.

a) ¢ A qué tasa cambiara el PIB con respecto al tiempo al inicio del afio 2000?
b) ¢ A qué tasa porcentual cambiara el PIB con respecto al tiempo al inicio del 2000?
c) Determine aproximadamente el incremento del PIB durante el tercer trimestre del afio 2000.

N(t)=t" +2t+135
N(t)y=2t+2
N(10)=21042=22

N (1) 2t+2

100=—2*2 100
N(t) £ +20+135
I ( ) 2 2 7
N10)ygo=_ 21042 150=22 100=8.63%
N(10)  10°+210+135 255
dN =N (t)dt = (21 +2)dt
r=10.5

dN =(210.5+2)0.25=6.25
dt=0.25
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Problema n°) El valor de una finca inmobiliaria esta dado g = 60000+10000Jr_+20e-“‘“

, donde t es el tiempo en afos a partir del 1 de enero del afio 2000. Determine la tasa de cambio del valor c
finca pasados 9 afios, es decir el 1 de Enero del 2009.

Vit)= 60000+]()0()()Jf+20e-0.1:

- 11

1
V= 10000,,— +20(-0.1)e
) Jt

1% (t) - -_'OOD _ 26-0.L'

J

5000 > 5000
V(9= 2" = 2™ =1666.67-0.81 =1665.85

Jo 3

Aplicacion geométrica de la derivada

Problema n°) Dada la parabola de ecuao}ém-" -8r+12
. Halle el punto donde la recta tangente es paralela al eje de abscisas.

y=x"=8x+12

y=2x-8

En el punto P( p,q) la pendiente es cero, al ser la recta tangente horizontal, entonces
la derivada en dicho punto es cero y por tanto:

8
m=0 y=0 2p-8=0 2p=8 p== p=4

g=4"-84+12=16-32+12=—4

Luego el punto cuya tangente es horizontal es: | P(4,—4)

Tema 5
Maximos y minimos

Problema n°) Una caja con tapa, de base cuadrada, debe tener un volumen de 250 centimetros cubicos. El
material de las partes inferior y superior de la caja cuesta 2 eur@s por

. . 2
y el material de los lados de la caja cuesta 1 eurgnpor
. Determine las dimensiones de la caja para que el coste de fabricaciébn sea minimo.

La base es un cuadrado de lado x y la altura de la caja vale y.
El volumen de una caja es largo por ancho y por alto.
En nuestro caso como el largo y el ancho son iguales es decir x,
el volumen ser : V = xxy
es decir: V = xz_y
Como nos dicen que el volumen debe ser de 250cm’, tendremos
250

x?y =250 pudiendo poner una inc gnita en funci n de laotra y -
X
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Frontal y posterior (xy)
Superficie de cada cara Lateral derecha e izquierda (xy)
Base y tapa (xz)
Frontal y posterior (I xy)
Coste de cada cara Lateral derecha e izquierda (1 xy)
Base y tapa (2 xl)
Frontal y posterior 2( 1 xy| euros
Coste de ambas caras Lateral derecha e izquierda 2(1 xy) euros

Base y tapa 2(' 2 xz} euros

El coste total de la caja es:
C(x, y)=2(1 xy)+2(1 xy)+2(2 xz)
C(x,y)= ”xy+2xy+4x2

C(x,y)=4xy+4x> comoy= . tenemos
C(x,y)=4x 2520 +4x°
X
C(x,y) :@+4x2
C :—1():30 +8x C = 2(1?0+8

Para obtener los puntos cr ticos C =0

1000 1000
———+8x=0 -1000+8x*=0 8x’=1000 ¥*'=—— x*=125 x={125 x=5
x 8

2

-
Como x=35 obtenemos y sustituyendo en su funci n y= Ll y=10
5

2000 x=S5cm
Parax=5C = 5—3+8 =24 >0 luego el coste es m nimo para

y=10cm

La dimensiones son pues largo y ancho de 5 cm y alto de 10 cm.

Problema n°) Dada la funcion de cosl@g):Q_x2+8

donder

es el r&umero de unidades producidas. Estudie los éptimos locales de la funcion de costes medios
(x)

A(r):_)
X
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Alx)
X
72 )
A(x)—"x +8 A(x):i+§ A(x)=2x+—
X X X X
8 8 , 8
Ax)=0 2-—==0 2=— x =—=4
Xx- . 2
x=2

x ==2 Este valor negativo no tiene sentido en econom a.

A (‘):g A (2):&:&:
x 2" 8

el coste medio es m nimo parax=2.

2 >0 Como la segunda derivada es positiva,

Problema n°) El coste de una pieza manufacturada es de c euros, si se vende a x euros la pieza, se sabe g
namero de piezas que pueden venderse es igual a:

n =L+b(100—.\'), a, b>0
xX—c

Determine el precio de venta que produce el maximo beneficio.
Precio de venta de una pieza x.

Coste de producci n de una pieza c.

Beneficio por cada pieza vendida: (x—c).

N mero de pieza vendidas: n = ? +b(100 = x)
X—=c
Beneficio total para n pieza: B(x) =(x—c)n=(x—c) a +b5(100—x)
X—=C
a
B(x)=(x=c¢) +(x=c)b(100=x)
X—=C

B(x)=a+b(x—c)(100-x)

B(x) = a+100bx—100bc —bx” +bex

B (x)=100b-2bx+bc B (x)=-2b

B(x)=0 100b-2bx+bc=0 100-2x+c=0 —-2x=-c-100

100+¢
X=
2

-

2x=100+¢

lO(HPC) =-2bh <0 el beneficio es m ximo

Como la segunda derivada es negativa B (

e

_100+¢
T

para el precio |x

71



Problema n°) Dada la funcion de cost€y) =(qu +b, a, b>0

demuestre que la funcién de costes mﬁ?q'? Clg)

tiene un minimo en el interva((), )

. Calcule dicho minimo.

Clg) = aq” +b, a, b>0

Clg) _ aql +b aqz +b
q q9 49

Alg) =

b
Alg)=aq+—
q

2b

b 2
Alg)=a-— A (g==
q

: b, b ] [
A(@)=0 a-—=0 a=— =2 JT
T a J’

q q9
Como estamos trabajando con una funci n de costes, el coste no puede ser negativo, luego

b
tenemos [¢ =, /—|, ycomo A

a

21

- > 0 tenemos un coste medio m nimo

a

c-l
NS

para dicho valor de q.

Problema n°) Supon)ga que la produccién de x unidades de un articulo cuesta
C(x)=120450x-3x" +2.20x’

euros. ¢En qué nivel de produccién se minimizara el coste marginal?

C(x) =120450x-3x" +2.20x"
El coste marginal es C (x) =50—6x+ 6.6x°
Para obtener los m ximos o m nimos del coste marginal lo derivamos y lo hacemos cero.
C (x)=—6+13.2x
6

C (x)=0 =64132x=0 132x=6 x=——=0.45
13.2

Para saber si el valor de X corresponde a un m ximo o m nimo, obtenemos la segunda derivada

del coste marginal, es decir C , ennuestrocaso C (x)=13.2, perocomo C (0.45)=13.2>0
tenemos el coste marginal es m nimo para

Problema n°) Sup6ngase que producir x unidades de un articulo ¢lfesta| ]O+47x-9x” -|-0_()9xj
miles de euros. ¢ En que nivel de produccion se minimizara el coste?
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C(x)=110447x=9x" +0.09x"
C(x)=47-18x4+027x" C (x)=-18+0.54x
C(x)=0 47-18x+027x*=0 027x*—18x+47=0

1841653 _ o
18 J-18)7-402747 18 f324-50.76 18 27324 18 1653 * 054
X= = — = —
2027 0.54 0.54 0.54  _18-16.53 _, .,
0.54

C (63.94)=-18+0.5463.94=16.52 >0 Para el coste es m nimo.
C (2.72)=-18+0.542.72=-16.53 <0 Para el coste es m Ximo.

Problema n°) Los datos indican que t meses después de principios de afio, el precio de una accion de
Manufacturas metalizadas en la Bolsg(gs=().5" —().61 +4(

euros
a) Calcular el valor de t que hace que el precio sea minimo.
b) Determinar el precio.

P(t)=0.5t" -6t +40
P(t)=15t"-6
P (1)23

Problema n°) La funcién_,de demanda de las camisetas del jugador numero 9 del equipo campedn de regior
preferente eg = 100-0.5x"

, donde ?_representa el precio por unidad cuando se venden x camisetas. Si la funcién de costes total es
C=4x+375

, determine:

¢, Qué precio produce el maximo beneficio?

Halle el coste medio por unidad para la produccidén que hace maximo el beneficio.

73



p=100-0.5x*C =4x+375
B(x)=1-C

B(x) = xp—(4x+375)
B(x)=x(100-0.5x? ) (4x+375)
B(x)=100x-0.5x" —4x—375
B(x) =96x—0.5x" =375

B(x)=96-1.5x’= —1.5x>=-96 x’ :%: 64 x= f64= 8
1.5
B (x)=-3x B (8)=-38=-24<0 para Beneficio m ximo.
El coste medio por unidad es CM (x) = i = M
X X

48+375
CM8)=———=

50.875
Problema n°) Halle los extremos relativos ﬂex) = ar" +b,r’ +0x
para a=-3, b=2 y c=0.

fx)= ax' +bx’ +cx
flx)==3x"+2x*+0 x
flx)==3x"+2x
f(x)= —9x" +4x=0
f (x)=—18x+4

x=0
95" +4x=0 x(-9x+4)=0 4
—9x+4=0 -9x=—4 x= > x=0.4444
f(0)==180+4=4>0 luego para x =0 hay un m nimo.
f(0.4444) =18 0.4444+ 4 =-39992 <0 por lo tanto en x =0.4444 hay un m ximo.

Problema n°) El beneficio de una empresa viene dado por la fu%ﬁ!‘é)n=§+20x_]_.‘.2
2== 5

4

, donde x representa el gasto de publicidad. A partir de esta funcion:
Calcule el gasto x de publicidad a partir del cual la empresa no tiene beneficios.
Determine los intervalos de crecimiento y decrecimiento de la funcion.

Calcule el valor de x que produce el méximo beneficio y averigie la cuantia de éste.
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.. 225
Bi(x)= T+20x—

xX=0

2| —

775

o e

l p > p
+20x—;x‘=0 2254+40x—x"=0 x" —40x-225=0

40 J(-40)"-41(=225) _40 +f1600+900 _40 2500
A — - o -

21 2
40+50
: =45
40 50 2 .
x= = luego el benefico es nulo cuando x =45
2 40-50 _ 4

B(x)=20-x
para obtener los puntos cr ticos 20—-x=0 luego x=20
B (x)=-=1 como B (20)=-1<0 el Benefio esm Ximo para x =20
Como en x =20 hay un punto cr tico, para estudiar el crecimiento y decrecimiento tomar
un punto antes y otro despu sy estudiar el signo de la derivada.

B (19)=20-19=1>0 como la derivada es positiva la funci nescrecienteen (- ,20)

B (21)=20-21=-1<0 como la derivada es negativa la funci n es decreciente en (20, )
Estudio de funciones

febrero de 2003 1° parcial

Problema n°) (Problema todavia sin resolver e incompleto) Considere la grafica siguiente correspondiente &
una funcién de costes C(x) y razone si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas:

Mmmmmmmmmm
Mmmmmmmmmmmmmmmmmm

Los costes marginales crecenfgf]
Los costes marginales decrecer[g[;]

El coste marginal es cero en x=a.

Los costes marginales no son negativo@,g]\

HHHHHHHHHHHHH
HHHHHHHHHHHh

febrero 2002 1° parcial
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Problema n°) (Problema todavia sin resolver e incompleto) Dada la grafica de la funf:l'cb)n

, estudie el crecimiento, decrecimiento, concavidad y convexidad de la fﬁhbién

HHHHHHHHHHHHHH
HHHHHHHHHHHHHHHH
28 enero 2004 parcial 1°

Problema n°) Conocida la gréficafde)
estudie el crecimiento, decrecimiento, concavidad y convexidad de la f;ﬁh’tién

mmmmmmmmmmmmm
HHHHHHHHHHHH
HHHHHHHHHHHHH

final 4 de septiembre 2002 1°y 2° parcial

Problema n°) (Problema todavia sin resolver e incompleto) Dada la grafica de la funcion de produccion
F(x)

Mmmmmmmmmmmm mmmmmmmmmm m

Determine el crecimiento, decrecimiento, maximos y minimos de la productividad marginal
HHHHHHHHHHHHHHH

HHHHHHHHHHHHh

septiembre 2005

Problema n°) (Problema todavia sin resolver e incompleto) Teniendo en cuenta la gréafica de la funcion f(x)

representada en la figura, calcule el valor de

a)lin;f (%)
b)lim f(x)
i+

c) liml fix)

|
d)lim f(x)

e)Signo de f (—3 )f (2)
) Signode f (4)f (-2)

HHHHHHHHHHH
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HHHHHHHHHHHH

Febrero 2005

Problema n° (Problema todavia sin resolver e incompleto)) Represente la grafica de una funcién que sea

?iscfonting’a en el punto x=0 y ademas sea negativa para x<0, positiva para cada x>0 y que cumpla
mfix)=2

3 Il‘

y lim f(x)=0

HHHHHHHHHHHHHH
HHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHH

31 enero 2005 (1° parcial)

Problema n° (Problema todavia sin resolver e incompleto)) Dada la gréficafq\e

, indique:

Crecimiento y decrecimiento de la funcion f(x).
Concavidad y convexidad de la funcién f(x).
HHHHHHHHHH

HHHHHHHHHHHHHHHH

Problema n°) Halle los valores de los parametros a, b, c y d para que la fﬁncjémx" +b.1"’ +ex+d

tenga un punto critico en x=1, un punto de inflexién con tangente de ecuacion y—x=0 en el origen de
coordenadas.
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flx)= ax' +bx’ +cex+d

fx)= 3ax’ +2bx+ ¢

f (x)=6ax+2b

Punto cr tico en x =1 {f (1)=3al’ +2b1 +¢ =0 Ba+2b+c=0

f(0)=a0’+b0* +c0+d =0

Punto de inflexi nen (0,0) »
f (0)=6a0+2b=0 2b=0 [b=0

Recta tangente en el origen y — x =0, es decir y = x luego pendiente l[f (0)=3a0’ +2b0+c =1 [

b=0 3a+2b+c=0
c=1  3a+20+1=0

| K
AS tenemos f(x):—T-*-x

Problema n°) Determine los valores de los parametros

yf

para que la funcioh(x)=0In(x) +[

pase por el punto (1,2) y la recta tangente a la gréfica de la funcion en el punto 01;23)\'3&61

f(x)y=aln(x)+p
o
fx)=—
X

Como pasa por el punto (1,2) f()=aIn()+B=2 a0+b=2

Larecta tangente en (1,2) es y =3x—1 es decir m=3 luego f (1)= %=
1

Problema n°) Halle los valores de

para que la grafica de la funcipfx) = x* +ox+p
pase por el punto (2,4) y la recta tangente a la curva en dicho punto sea y=2x.
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f(x)=x"+ox+PB
f(x)=2x+a
f(2)=2"+02+B =4+20+B =4

f(2)=22+0=4+0=2

™
I
.s:.

44200+B =4 2004+B =0 B=-20=-2(-2)=4
4+ =2 a=2-4 oa=-2

R
Il
|

t

Por tanto la funci nes f(x):xz—2x+4

Problema n°) Halle a, b, ¢ y d para que la funcfc'm) —ar’ +bhx’ +ex+d
tenga un maximo en P(0,4) y un minimo en Q(2,0)

f(x)=ax'+bx’ +cex+d
f (x)=3ax* +2bx+c

, f(0)=a0’+b0*+c0+d=4 d=4
M ximo en (0,4) R
f0)=3a0"+2b0+4+c¢=0 c=0
f2)=a2’+b2° +c2+d =0 8a+4b+2c+d =0
f(2)=3a2* +2b2+¢=0 12a+4b+c=0

8a+4b+20+4=0 8a+4b+4=0 Sa+4b=—4

c=0 d=4 “ “ (8a—12a=-4 —4a=—4

12a+4b+0=0 12a+4b =0 4b=-12a
4b=-12a b=-3a b=-31 |b=-3

M nimo en (2,0)

As tenemos f('.\'):.x"—3x2+4

Problema n°) Determine los coeficientes a, b y ¢ para que la fuf(qp;’)ﬂ (Lts +bx" +0x
, tenga un extremo relativo en el punto (0,0) y el punto (2,-16) sea un punto de inflexion.

f(x)=ax’ +bx* +cx

f (x)=3at2+2b.r+c

f (x)=6ax+2b

: f0y=a0'+b0* +c0=0 0=0
f(0)=3a0"+2b0+c=0

o f2)=a2’+b2*+c2=-16 Ba+4b+2c=-16
Punto de inflexi nen (2,-16) ~

Extremo relativo en (0,0

f (2)=6a2+2b=0 12a+2b=0
8a+4b+20=-16 S8a+4b=-16 2a+b=-4
c=0 “ “ {2a—6a:—4 —4a=-4 [El
12a+2b=0 12a+2b=0 6a+b=0 b=-b6a

b=—6a b=—61 [b=—6]

As tenemos | f(x) =3x" —6x’
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Problema n°) Determinar los coeficientes, a, b y ¢ para que la fLﬁQiDﬂ\j“ +ax3 +hx+c
, tenga un punto de inflexion en (2,10) y cuya recta tangente en este punto tenga pendiente 5.

flx)= x +ax’ +bx+c

f (x)=3x"+2ax+b

f (x)=6x+2a

f(2)=8+4da+2b+c=10 4a+2b+c=2
f(2)=62+2a=0 1242a=0 6+a=0

Pendiente m=5 en (2,10'){f (2) =32 +2a2+b=5 124+4a+b=5 da+b=-17

Punto de Inflexi n en (2,10)

4(-6)+2b+c=2 24+2b+c=2 c=-2b+26
a=-6 {e==217426 ¢=-34426 [c=-17
4=6)+b=-T7 =24 +b=-7 b=24-7 b=17

As tenemos | f(x)=x —6x" +17x-8

Problema n°) Halle una funcién polinémica de tercer grado que pase por el punto (-1,1) y tenga un punto d
inflexion con tangente horizontal en el punto (0,-2).

f(x)=ax’ +bx’ +cx+d
f (x)=3ax’ +2bx+c
f (x)=6ax+2b

) f(0)=a0’+b0* +c0+d =2 d=-2
f (0)=6a0+4+2b=0 2b=0

Pendiente m=0 en (0,-2) {f (0)=3a 0’ +2b0+c=0

Punto de Inflexi n en (0,-2

Pasa por el punto (=1,1) {f(—l):a(—l')’+b(—1)3+(‘(_—1)+d:1 —a+b-c+d=1
h=0

c=0 =—-a+b-c+d=1 -a+0+0-2=1 -a=142 |a=3

d==2

Luego la funci nes f(.\-):3x5—2

Problema n°) Determine los parametros

yf

para que la funciofi(x) = I +0(,X'+[5

pase por el punto (2,4) y la recta tangente a la gréafica de la funcién en el9unto
sea horizontal.
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f(x)=x"+ax+p
f (x)=3x" +
f2)=2"+02+P =8+2a+PB =3
f=31"+a=3+0.=0
8+200+B =3 20+PB =-5
3+a=0
B=-5-2a
Como o =-3 tenemos que B =-5-2(-3)=-5+6=1 luego

Por tanto la funci nes f(.\-'):x“—3x+1

Problema n°) Encuentre los valores a, b y ¢ para que la furf@@r&: a_xj +b|n(x) +c
tenga un punto de inflexién de pendiente 18 en el punto (1,0).

f(x)=ax'+bIn(x)+c

f (x)=3ax’ +L
X

f(.x):6ax—l—),
x*
f(1y=0 f(l)=c113+b]n('l)+(.'=0 a+0+4+c=0 a+c=0

,

f(1)=18 f(1)=31*+]—’=18 3+b=18
. . b

f =0 f (1):6(11—]—2=0 ba—b=0

a+c=0
3a+b=18
ba—-b=0
3a+b=18 18

9a=18 a=— |a=2
ba-b=0
b=18-3a=18-32=18-6=12

at+c=0 c==-a |c==-2

La funci n queda de la siguiente forma | f(x)=2x" +12In(x)-2

Problema n°) Encuentre a, b y ¢ para que la funqﬁ@n =ax +bIn(x)+¢
tenga un punto de inflexién en (1,2) y cuya recta tangente en dicho punto sea de pendiente 9.



f(x)=ax'+bIn(x)+c

f (x)=3ax’ +2
X

f(x)= 6ax—£2

f(l)y=2 f('l)=a13+bln(l)+c=2 a+04+c¢=2 a+c=2

, b
f)=9 f(l):3l’+T:9 3+b=9

b
f =0 f (]'):601—1—220 6a—b=0

a+c=2

3a+b=9

6a—-b=0

3a+b=9 9

9a=9 a=— |a=1

6a-b=0
b=9-3a=9-31=9-3=6
a+c=2 ¢c=2-a c=2-1 |c=1

La funci nqueda de la siguiente forma | f(x) = x’ +61n(x)+1

Problema n°) Halle una funcién polinémigay) =axr +bx’ +cx+d
gue presenta un extremo relativo en el origen de coordenadas y otro en el punto (1,1).
f(x) =ax' +bx’ +cx+d
f (x)=3ax* +2bx+c
f (x)=6ax+2b

f0O)=a0*+b0*+c0+d =0 |[d=0

f(0)=3a0’+2b0+c=0 [c=0

fih=al’+b1’ +cl+d =1 a+b+c+d =1

f)y=3al’+2bl+c=0  3a+2b+c=0

b=1-a

Como tenemos que c=0yd =0 a+b+i0+0=1 atb=I Sa+2(1-a)=0
3a+2b+0=0 3a+2b=0 3a+2b=0 3a+2-2a=0

a+2=0 a

b=1-a=1+2

As tenemos | f(x)=-2x" +3x°
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