MATEMATICO |

Recopilacién del concepto de numero.

* Los nimeros naturales (N)

 Construccion a partir de N de los niUmeros enteros (Z)

» Construccion a partir de Z de los niumeros racionales (Q)
 Construccion a partir de Q de los numeros reales (R)
 Construccion a partir de R de los numeros complejos (C)
» Topologia de R

» Sucesiones y series de numeros reales

Los suponemos bien conocidos. Sirven para contar y ordenar conjuntos finitos. En la funcién de contar esté
origen.

Sea f la coleccién de todos los conjuntos finitos (con finitos elementos), podemos decir que A, B " f son
equivalentes cuando se puede establecer una biyeccién (correspondencia uno a uno) entre ambos.

Esto es una relacién de equivalencia en f, es decir, es una relacion:
—Reflexiva: " A" f A ~ A (A equivalente A)

—Simétrica: A,B"f, A~B!B~A

—-Transitiva: A,B,C"f,A~B,B~C!A~C

Como eso es una relacién de equivalencia induce en f una clasificacion.

Una clasificacion de f es una coleccion de subconjuntos de f disjuntos dos a dos y cuya unién es todo f, es
decir una coleccién de subconjuntos tales que todo elemento estd en uno y sélo en uno.

¢, Cuales son las clases que induce la relacién ~?
Cada clase esta formada por un conjunto finito y todos los que son equivalentes a él.
Al conjunto de clases se le suele denotar f / ~ (conjunto cociente o de clases de f respec—to a la relacion ~)

Asi que una clase es la formada por todos los conjuntos con un elemento. Otra clase es la formada por dos
elementos. Otra clase es la formada por tres elementos. Etc.

Bien podemos decir que f/ ~=N
Un namero natural es lo que tienen en comudn todos los conjuntos equivalentes a éste.
Sea A un conjunto finito. A la clase a la que pertenece A se le suele denotar cardinal de A (card. A).

El concepto de nimero natural no tiene nada que ver con el nombre que se den a ese nimero (uno, dos,
tres,.....) (one, two, three,.....) ni con la forma con la que se representan (1, 2, 3,...) (I, I1, lll, IV,.....).



Deciamos que no sélo conociamos los nimeros naturales N sino también la estructura algebraica — topoldc
(N, +, -, <) (algebraica por las operaciones +y -, topoldgica por la relaciéon <)

Diremos que conocemos la adicién, la multiplicaciéon y el orden en los nimeros N. Es decir, sabemos que e
cosas tienen las siguientes propiedades basicas de las que se derivan otras.

Adicion: Al. Asociativa"a,b,c"N(a+b)+c=a+ (b +c)

A2. Conmutativa"a,b"Na+b=b+a

A3. Elementoneutro"a"Na+0=a

Multiplicacién: M1. Asociativaa - (b-c)=(a-b)-c

M2. Conmutativaa-b=b-a

M3. Elementounidad a- 1 =a

Adicion / multiplicacion: AM. Distributivaa - (b+c)=a-b+a-c¢

Ser menor que: Ol. Transitivaa<b,b<cla<c

O2. Antisimétricaa<b,b<ala=b

O3.Estotal"a,b"Na"bla<bdéb<a

Orden / adicién: OA. Compatibilidad del orden / adicibna<ba+c<b+c (c"N)
Orden / multiplicacion: OM. Compatibilidad del orden / multiplicacibn a<b,0<c!ac <bc
No hemos dicho:

— Existencia de opuesto para la adicion

— Existencia de inverso para la multiplicacion

— Y otras referentes al orden.

Haremos una primera extension de nimero que nos dard el opuesto. Una segunda nos dara el inverso. Y u
tercera nos dara lo no citado ahora del orden.

[T

Sean Ay B conjuntos finitos de elementos (A B " "). Cardinal A y cardinal B son dos niumeros naturales (sor
la clase a la que pertenece Ay la clase a la que pertenece B).

Pues bien, card. A + card. B = card. (A U B), de aqui sale la suma o adicion.

El concepto de multiplicacion sale de: card. A - card. B = card. (A x B) (A x B es el producto cartesiano de A
y B, es decir, el conjunto formado por los pares ordenados (a, b) talesquea" Ay b " B).

Construccion de los numeros enteros (Z) a partir de los N

Se trata de construirlos formalmente, pero firmemente anclada la construccién en los problemas de la vida



diaria que exigen la existencia de estos nuevos nimeros.
Supongamos gue tenemos el siguiente estado de cuenta:
Haber Debe
4
* 23
o1
Los numeros naturales sirven para escribir el haber y el debe, pero no alcanzan a escribir el haber menos ¢
debe, sélo cuando el deber es menor o igual al haber. Entonces a partir de (N, +, -, <) creamos una nueva
herramienta para expresar el saldo, sin perder nada (s6lo ganar).
Consideramos el conjunto N x N de pares ordenados de nimeros naturales.
Definimos en N x N la relacion:
(a,b)~(c,d)la+d=b+c

Queriamos decir a — b = ¢ — d, pero no podemos decir esto porque no siempre se puede restar en N, asi gL
que decimos es aquella que es equivalente.

Con lo que sabemos de N vemos inmediatamente que eso es una relacion de equivalencia en N x N: es
reflexiva " (a, b) "N x N (a, b) ~ (a, b) porque a + b = b + a; es simétrica (a, b) ~ (c, d) ! (c, d) ~ (a, b) porque
c+d=b+c!c+b=d+a;yestransitiva(a, b) ~(c,d), (c,d)~(e,f)! (a,b) ~ (e, f) porquea+d=b +c,
+f=d+ela+d+c+f=b+c+d+ela+f=b+e

Por tanto ~ induce una clasificacion, por definicion el conjunto de nimeros enteros:

Z=NXN/~

Un namero entero es lo que tienen en comun todos los balances con el mismo saldo (tienen en comun el
saldo):

[0, )] = [(2, 6)] = [(L, 5)] Zovverererrrenne.

Vamos a ver que podemos dotar a Z de una estructura algebraica — topoldgica analoga a la que tenia N pe
con una propiedad importante mas, la estructura anterior ademas se sumergira en ésta. Es decir, ocurrira g
hay una aplicacion inyectiva de N en Z que:

ci;a"N![(a, b)]" Ztal que:
—-i(a+b)=i(a) +i(b)
—i(a-b)=i(a)-i(b) Dalo mismo primero sumar y luego sumergir que al revés

—i(a<b)=i(@)<i(b)

Definicion de adicién, multiplicacion y orden en Z:



[(@ b)] +[(c,d)] =[(a+c,b+d)
[(a, b)] - [(c, d)] =[(ac + bd, ad + bc)] [el truco (a — b)(c — d) = ac + bd - (ad + bc)]
[@, b)]<[(c,d)]:'a+d<b+c

Lo primero que hay que ver es que esas definiciones no dependen de los representantes utilizados para da
Es decir que:

(a, b)~ (@, b)|
(c,d)~(c,d)|!'(a+c,b+d)~(@ +c, b +d)
Y esto es cierto porque:

cat+b =b+a'|
ect+td =d+c'|latc+b +d =b+d+a +c

Para el caso de la multiplicacion:

(a, b) ~ (a', b) |

(c,d)~(c',d)|!(ac + bd, ad + bc) ~ (a'c' + b'd', a'd' + b'c’)
Y esto es porque:

ca-b=a-b"|
ec—-d=c'-d|lac-ad-bc+bd=ac-ad -bc+bd!

lac+bd+a'd +b'c'=a'c'+b'd +ad+bc
Para el orden:

(a, b) < (a', b) |
(c,d)<(c,d)|'!a+b +c+d <b+a +d+c
Esto es porque:

a+b <b+a'|

c+d<d+c|latc+b+d <b+d+a+c

Lo segundo que estas definiciones extienden a las de N, es decir, aquello que antes escribiamos i (a + b) =
+i(b)dondei:a"N![(a, 0)]"Z

Enefecto"a,b"Ni(a+b)=[(a+b, 0)]

*i(a) = [(a, 0)]
* i(b) = [(b, 0)]

i(a - b) = [(ab, 0)]



i(@) = [(a, 0)]

i(b) = [(b, 0)]

ia<b)=a<b

i(@) = [(a, 0)]

i(b) = [(b, 0)]

Lo tercero, es ver las propiedades +, -, <y ver que tenemos las siguientes propiedades:
~ La adici6n en Z es asociativa: [(a, b)] +{[(c, d)] + [(e, DI} ! [(a, b)] + [(c + e, d + )] !
@@+ (c+e),b+d+H][(a+c)+e, (b+d)+f!

'(@+c, b+d)]+[(e N !{(a b)] +[(c, d)]} +[(e, )]

— La adicién en Z es conmutativa: [(a, b)] + [(c, d)] ! [(@ + ¢, b+ d)] ! [(c + &, d + b)] !
H(c, d)] + [(a, b)]

~ La adicién en Z tiene elemento neutro: [(a, b)] + [(0, 0)] ! [(a, b)]

~ La multiplicacion en Z es asociativa:[(a, b)] - {[(c, d)] - [(e, H} ! [(a, b)] - [(ce + df, cf + de)]
| [(ace + adf + bcf + bde, acf + ade + bee + bdf)] !

! [((ac + bd) e + (ad + bc) f, (ad + bc) e + (ac + bd) f))]

! [(ac + bd, ad + bc)] - [(e, )] !

H{l(a, b)] - [(c, d)]} - [(e, )]

~ La multiplicacién en Z es conmutativa: [(a, b)] - [(c, d)] ! [(ac + bd, ad + bc)] !

I [(ca + db, da + cb)] ! [(c, d)] + [(a, b)]

~ La multiplicacién en Z tiene elemento unidad: [(a, b)] - [(1, 0)] ! [(a, b)]

~ Los niimeros Z tienen la propiedad distributiva: [(a, b)] - {[(c, d)] + [(e, D]} !

1[(a, b)] [(c + e, d+]!

| [(ac + ae + bd + bf, ad + af + bc + be)]

| [(ac + bd, ad + bc)] + [(ae + bf, af + be)]

(a, b)] - [(c, d)] + [(a, b)] - [(e, )]

- Transitiva: [(a, b)] < [(c, d)], [(c,d)] <[(e,f)]!a+d<b+c,c+f<d+e!



latd+c+f<b+c+d+ela+f<b+e![(a b)]<[(e, f

— Antisimétrica: [(a, b)] < [(c, d)], [(c, d)] <[(a, b)]!la+d<b+c,c+b<d+a!
* [(a, b)] = [(c, d)]

~Es Total : [(a, b)] "[(c, d)] la+d"b+cléa+d<b+céb+c<a+d!

16 [(a b)l <[(c, d)] 6 [(c, d)] < [(a, b)]

— Orden / adicion: [(a, b)] <[(c, d)] 'a+d <b +c

[(@ b))+ Nl<[c.d]+[eN![(@a+te b+ <[c+e d+i!

la+e+d+f<b+f+c+ela+d<b+c

- Orden / multiplicacion: [(a, b)] < [(c, d)], [(1, 1)] < [(e, ] ! [(a, b)] [(e, N] < [(c, d)] [(e, )]

[(@ b)] <[(c,d)], [(1, 1)] > [(e, D] ! [(a, b)] [(e, D] > [(c, d)] [(e, f)]

— Existencia de opuesto [(a, b)] + [(b, a)] = [(a + b, b + &)] = [(1, 1)]

Con Z hemos conseguido A4 (existencia de opuesto) pero no M4 (existencia de inverso), es decir, " [(a, b)]

(1, D] " [(c, d)] - [(& b)] - [(c, d)] = [(1, O)]

Ni que decir tiene que los nimeros Z no se escriben de aquella forma [(a, b)] sino [(3, 31)] = -28. Con lo cu
Z={.... ,—3,-2,-1,0,1,2,3, ......... }

Construccion a partir de Z de los nimeros racionales (Q)

22 extension del concepto de nimero para sin perder nada de lo que tenemos, ganar M4 (existencia de
inverso). Los nuevos numeros son lo racionales.

La no—existencia de inverso es equivalente a imposibilidad, en general, de dividir. La divisién de enteros so
es factible cuando el dividendo es mdltiplo del divisor. La sustraccién de naturales s6lo lo era cuando el
minuendo es igual o mayor que el sustraendo. Ya hemos resuelto en Z este Gltimo problema, restar en Z es
sumar el opuesto. Lo mismo que dividir en

Q es multiplicar por el inverso.

Para introducir Z nos fijdbamos en la relacion Haber— deber. Para introducir Q nos fijaremos en repartos
dividendo- divisor.

De la necesidad de una herramienta para expresar el saldo de un balance nacieron los enteros.
De la necesidad de una herramienta para expresar la racion de un reparto nacen los racionales.

Consideremos el conjunto Z x (Z —{0}) de pares ordenados de nimeros enteros (el segundo distinto de 0), |
gue se reparte entre a quien se reparte ( tartas — nifios).

Definimos en Z x (Z —{0}) la siguiente relacion:



(a,b)~(c,d)ta-d=b-c

Con lo que sabemos de Z vemos inmediatamente que esto es una relacién de equivalencia en Z x (Z —{0}):
reflexiva " (a, b) " Z x (Z —{0}) (a, b) ~ (a, b) porque ab = ba; es simétrica (a, b) ~ (¢, d) ! (c, d) ~ (a, b)
porque ad = bc ! cb = da; y es transitiva (a, b) ~ (¢, d) , (¢, d) ~ (e, f) ! (a, b) ~ (e, f) porque ad = bc , cf = de !
adcf = bcde ! af = be.

Por definicion lo racionales Q =Z x (Z - {0}) / ~

Un namero racional es lo que tienen en comun todos los repartos con la misma racion (tener en comun la
racion).

{(1,3),(2,6), (3,5), (-1, =3), (-2, =6),.....} = [(1, )] = [(-2, -6)]
El conjunto Z se sumerge en Q de la siguiente forma: a" Z![(a, 1)] " Q

No solo el conjunto Z se sumerge en Q sino que la estructura se sumerge en una nueva estructura mas rice
+, -, <). Es decir una vez definamos en Q, +, -, < se verificara:

~i(a+b) =ia) +i(b)

~i(a- b) =i(a) - i(b)

~a<b=i() <i(b)

Definamos la adicién, multiplicacién y orden en Q:

[(@, b)] +[(c, d)] = [(ad + bc, bd)]

[(@ b)] [(c, d)] = [(ac, bd)]

[(a, b)] <[(c, d)] = ad < bc

Damos por bien conocida su estructura (Q, +, -, <) que acabamos de construir a partir de
la (Z, + -, <).

Es decir suponemos sabido lo siguiente:

Que la adicién en Q tiene las propiedades:

Al Asociativa: [(a, b)] +{I(c, d)] + [(e, AT} ! [(a, b)] + [(cf + de, df)] !
| [(adf + bef + bde, bdf))] ! [(ad + be, bd)] + [(e, )] !

H{l(a, b)] + [(c, b)]} + [(e, )]

A2 Conmutativa: [(a, b)] + [(c, d)] ! [(ad + bc, bd)] ! [(da + cb, db)] !
H(c, d)] + [(a, b)]

A3 Existe elemento neutro: [(a, b)] + [(0, 1)] ! [(a, b)]



Ad Existe opuesto: [(a, b)] + [(-a, b)] = [(a, b)] + [(a ~b)] = [(0, b)]

Que la multiplicacion en Q tiene las propiedades:

M1 Asociativa: [(a, b)] - {[(c, d)] - [(e, AT} ! [(a, b)] - [(ce, df)] ! [(ace, bdf)]

I'(ac, bd)] - [(e, ] ! {[(a, b)] - [(c, d)]} - [(e, )]

M2 Conmutativa: [(a, b)] - [(c, d)] ! [ac , bd)] ! [(ca, db)] ! [(c, d)] - [(a, b)]

M3 Existe elemento unidad: [(a, b)] - [(1, 1)] ! [(a, b)]

M4 Existe inverso: [(a, b)] - [(a, b)]-1! [(a - a-1, b - b-1)] ! [(1, 1)] (Ganancia respecto a 2)
Que el orden es:

O1Transitivo: [(a, b)] < [(c, d)] , [(c, d)] < [(e, ] ! ad < b, cf < de ! adcf < bede !
l af < be ! [(a, b)] <[(e, ]

02 Antisimétrico: [(a, b)] < [(c, d)] , [(c, d)] < [(a, b)] ! ad < bc , cb < da !

I(a, b)] = [(c, d)]

03 Es Total: [(a, b)] "[(c, d)] 1ad " bc ! 6 ad < bc 6 be < ad ! 6 [(a, b)] < [(c, d)] 6
6 [(c, d)] <[(a, b)]

AM Distributiva: [(a, b)] - {[(c, d)] + [(e, A} ! [(a, b)] - [(cf + de, df)] !

I'[(acf + ade, bdf)] ! [(a, b)] - [(c, d)] + [(a, b)] - [(e, f)]

OA Orden / adicion: [(a, b)] < [(c, d)] ! ad < bc

[(a, b)] + [(e, H] < [(c, d)] + [(e, H] ! [(af + be, bf)] < [(cf + de, df)]

| (af + be) - df < bf - (cf + de) ! afdf < bfcf ! ad < bc

OM Orden / multiplicacion: [(a, b)] < [(c, d)] , [(0, 1)] < [(e, f)] !

(a, b)] [(e, ] < [(c, d)] [(e, ]

Un propiedad mas que ya tenian las estructuras anteriores (naturales y enteros), pero que no merecia la pe
citar entonces, la propiedad Arquimediana:

" [(a, b)], [(c, d)] " Q [(a, )] < [(0, 1)] " n" N :[(c, d)] <n[(a, b)]

Dicho con palabras significa que cualquier nimero racional positivo sumado consigo mismo tantas veces
como sea necesario, se merienda a cualquier namero.

Por las propiedades ALl,....., A4 (Q, +) es un grupo conmutativo o abeliano.



Por las propiedades Al,....., A4 M1,....., M4 y AM (Q, +, -) es un cuerpo conmutativo.

Por las catorce propiedades primeras (Q, +, -, <) es un cuerpo totalmente ordenado.

Por las 15 propiedades es un cuerpo arquimediano.

Sin embargo, el cuerpo (Q, +, - <) no es completo. (Q, + -, <) sirve para contar conjuntos finitos (contiene N
para hacer balances (contiene Z). Para expresar raciones de reparto, pero no sirve para medir (expresar el

resultado de la medida).

Veamos un ejemplo, el conocido Teorema de Pitagoras. Consideramos un cuadrado de lado 1. No hay ninc
namero racional a/b que exprese la longitud de la diagonal. Si lo hubiera, seria (a/b) 2 = 1+1 = 2.

Sabemos que todo n° racional se puede expresar mediante una fraccion a/b, tal que a es primo con b, es d
ay b no tienen ningun divisor en comudn. Asi pues tenemos lo siguiente:

«a2=2h2'!a2es par!aes par, a2 es multiplo de 4, es decir, a2 = 4c ! 4c=2b2 !
«2c=hb2!b2es par!bespar CONTRADICCION

Tampoco es racional la longitud de la circunferencia de diametro 1 o el area del circulo de radio 1.
El problema mas famoso de la matematica era saber qué n°® es . Los egipcios ~ 3,14. A finales del siglo

VXIIl se prob6 que no es racional y a fines del XIX se probé que no es algebraico ( no es raiz de ningln
polinomio de cociente razonable ). Es trascendente.

Construccion a partir de (Q.+.-.<) de los numeros R.

Como herramienta para la construccion utilizamos el concepto de nimeros racionales, la sucesion de Cauc
Sucesion de nameros racionales :

Una sucesion de nimeros racionales es una aplicacion de Nen Q x:n" N !xn" Q.
La sucesion la representaremos por (xn).

Adicion de sucesiones: (xn) + (yn) = (xn + yn)

Multiplicacién de sucesiones: (xn) - (yn) (xn - yn)

Propiedades de la sucesiones:

Adicion: — Asaciativa: (xn) + [(yn) + (zn)] = [(xn) + (yn)] + (zn)

— Conmutativa: (xn) + (yn) = (yn) + (xn)

- " Neutro: (xn) + (0) = (xn)

- " Opuesto: (xn) + (-xn) = (0)

Multiplicacién: — Asociativa: (xn) - [(yn) - (zn)] = [(xn) - (yn)] - (zn)

— Conmutativa: (xn) - (yn) = (yn) - (xn)



- " Unidad: (xn) - (1) = (xn)
= "Inverso (xn) " 0/ (xn) - (xn)—-1 = (1) (Siempre que 0 " (xn))
- Distributiva: (xn) - [(yn) + (zn)] = (xn) - (yn) + (xn) - (zn)

Para la construccién de R, nos vamos a interesar por dos tipos de sucesiones: las sucesiones convergente
sucesiones de Cauchy.

Definicion:; Se verifigue (xn) converge a a " R 6 tiene por limite a a, a = lim (xn) cuando:

" >0," "N/n> !|xn-a]|<

Decir [xn —a] < eslomismo que decir—- <xn—-a< ,a- <xn<a+ .Estadefinicion dice que

cualquiera que sea el intervalo centrado en a (con extremos a— ,a+ , > 0)en el estan todos los términos
de la sucesion xn salvo, a lo sumo, finitos (los primeros).

Ejempilo:

(1, ¥, 1/3, .....) = (1/n) converge a 0

La sucesion (1, 2, 1, 2, 1, 2,.....) No converge a nada.

Tampoco es convergente (1, 1'4, 1'41, 1'414, 1'4142,....... ) que resulta de la aplicacion a 2 del algoritmo de
raiz cuadrada.

Para ver que esta sucesion no es convergente, basta con ver que si fuera convergente a un nimero a" R,
entonces a2 = 2 (No hay ningln nimero racional cuyo cuadrado sea 2).

Definicion; Se dice que (xn) es de Cauchy cuando:
" >0," "N/p,g> ![xp,xq|<

Esto quiere decir que los términos, salvo finitos, distan entre si tan poco como queramos.
Ejempilo:

(1, 2, 1/3,......) Convergente y de Cauchy.

(1, 1'4, 1'41, 1'414, 1'1412......) No convergente y de Cauchy.

Todos los términos distan entre si menos que 1, menos que 1/10, menos que 1/100, etc...
Proposicion:

Toda sucesién convergente es de Cauchy

Demostracion:

Supongamos gue (xn) es convergente. Esto significa que:

" <0," "N/n> !|xn-a|< /2

10



Por consiguiente:
-p.q> !|xp-xq|=|xp-a+a-xq|"|xp-al+[xq-al< /2+ /2=

Nota: Tanto en las definiciones como en las demostraciones se han utilizado el valos absoluto de nimeros
racionales. Por definicién, dado x " Q:

-xsix"0

x| =

-(-x)six<0

El valor absoluto tiene las siguientes propiedades:

"Xy Q XY IX] Y

-yl =1x] -1yl

De estas propiedades se siguen otras:

|=x| = Ix| Ix=1] = |x|-1 (x * 0)

IXIyl =11 /1yl Gy ™ O) IXI = Iyl " Ix =yl LT IX] = [yl [ Ix £ ]

Sin embargo, hay sucesiones de Cauchy de nimeros racionales que no son convergentes:
{1, 1'4, 1'41,.....} Resulta de aplicar el algoritmo de la raiz cuadrada a 2
Proposicion:

Si (xn) es convergente, entonces su limite es Unico

Demostracion:

Supongamos que (xn) convergeaa"Qyab"Q

Llegamos a una contradiccion. En efecto, de la definicién de sucesion convergente se sigue que:
" "N/n> !|xn—-a|]<]a-Db|/3

la-b]/3>0,

" "N/n> !l|xn-b|<]a-b|/3

Por tanto, para max (, ) se tiene que:
[a—-b|=]a-xn+xn-Db|"|xn—a|+ [xn—Db| <2/3 |a-Db|

ab

11



Todos salvo finitos
Definicién:

Una sucesion (xn) se dice que es acotada cuando existe M " 0 tal que "n " N [xn| " M, es decir es acotada
cuando todos sus términos estan dentro de un cierto intervalo.

Proposicion:

Toda sucesiéon de Cauchy (por tanto toda sucesion convergente) es acotada.
Demostracion:

Sea (xn) de Cauchy, esto significa que:

(dado1>0)/" "N/n>0!|xn-x|<1

Por tanto:

[xn| = |x|" |xn=x]|<1!|xn| <1+ |x]|

Luego M = méx. {|x1], [x2],........ I x=1, 1+ |x[}estalque"n" N, |[xn|" M
Proposicion:

Si (xn) converge a a e (yn) converge a b, entonces (xn) + (yn) y (xn) - (yn) convergeaa+bya-b,
respectivamente.

Demostracion:

Para la suma:

[xn +yn—(a+b)|"|xn—al+|yn-Db

Para la multiplicacién:

Sabemos que |xn - a| e |[yn — b| son tan pequefios como queramos sin mas que tomar n suficientemente gr
Queremos ver lo mismo para |xn yn — ab|. La clave de la demostracion esté en la siguiente desigualdad:
[xnyn —ab| =[xnyn-xnb+xnb —ab|"|xn| [yn —Db| + |xn —a| |b]

A la vista de eso aplicamos la hip6tesis como mas nos convenga. Sabemos que (xn) es acotada, es decir, ¢
M > 0 tal que |[xn|" M

Por tanto:
" "N/n> !|xn-al < /2|b| (Si|b|] =0 esto no se puede escribir, todo es mas facil)
"3>0

“ “N/n> !lyn-b|< /2M
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Luegon>méax. (, )!|xnyn-ab<

Si denotamos S al conjunto de todas las sucesiones de nimeros racionales.

C al conjunto de las que son de Cauchy.

CO al conjunto de las que son convergentes.

Tenemos que: (S, +, -) es un anillo conmutativo y unitario.

(C, +, -) es un subanillo.

(CO, +, -) es un subanillo del anterior.

CO"C"A"S

Con las sucesiones de Cauchy de nimeros racionales como herramienta vamos a definir los nimeros reale
Definicion:

Sean (xn) e (yn) sucesiones de Cauchy de nimeros racionales, se dice que (xn) es equivalente a (yn) ((xn)
(yn)), cuando la sucesion diferencia (xn — yn) converge a 0

Nota: Las sucesiones de Cauchy son sucesiones cuyos términos se encuentran en algun sitio de la recta. L
de ellos son equivalentes cuando se encuentran en el mismo sitio.

Ejercicio:

» Demostrar que lo anterior es una relacién de equivalencia en el conjunto C de las sucesiones de Cauchy
nameros racionales.

* Reflexiva: " (xn) " C, (xn) " (xn) ! (xn — xn) converge a 0

» Simétrica: (xn), (yn) " C, (xn) " (yn) ! (xn — yn) converge a 0 ! (yn — xn) converge a 0! (yn) " (xn)

e Transitiva: (xn) " (yn), (yn) " (zn) ! (xn —y'n), (yn — zn) convergena 0!

I (xn = zn) converge a 0! (xn) " (zn)

e Demostrar que si (xn) 'ay (xn) " (yn)!'yn!la

xn)"(yn)!'(xn-yn)!0!(xn)lala-x=0!x=al!(yn)!a

Definicion:

R=C/"

Un namero real es una clase de sucesiones de Cauchy equivalentes respecto a la sucesion anterior.

Recordemos que un namero entero es una clase de pares de nimeros naturales (haber, debe).

Un namero racional es una clase de pares de nimeros enteros.

Es nimero real no racional "2 es una clase formada por las sucesiones:
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(1, 1'4,1'41, 1'414,.....)
(2,15, 1'42, 1'415,.....)
(1, 1'5, 1'41, 1'415,.....)
Vamos a definir una adicién, una multiplicacién y una relacién ser menor que en R, a ver que estas
operaciones y relacion tienen las mismas propiedades que sus andlogas en Q; a ver que (Q, +, -, <) "> (R, -
<), es decir, es una aplicacion inyectiva de Q en R, tal que:

si(a+b)=i(a) +ib)

si(@a-b)=i@) - i(b)

ca<bli(@)<i(b)

En esta nueva estructura hay una nueva propiedad que no habia en la de partida (una propiedad que no
demostramos).

Definicién de adicion en R:

Si (xn) es una sucesion de Cauchy de nameros racionales, [(xn)] representa al nimero real formado por la
sucesion y todas su equivalentes:

[(xn)] + [(yn)] = [(xn + yn)]

Veamos que esta definicion no depende de los representantes elegidos para darla, es decir, que:
(xn) " (x'n)

F(xn+yn)" (X'n+y'n)

(yn) " (y'n)

Demostracion:

Tenemos que (xn —xn) !0, (yn—-y'n) !0

Queremos ver que (xn +yn) = (xXn+yn)) !0

Sabemos que [(xn +yn) — (X'n +y'n)| " |[xn — x'n| + |yn —y'n|
Por hipotesis:

" "N/n> l|xn-xn|< /2

"3>0

" "N/n> llyn-yn|< /2

De eso y lo anterior sigue que:

N>max. (, )!|Ixn+yn|=-|Xn+yn|< /2+ /2=
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Si(xn-xn) !0, (yn - yn) !0 entonces:
(xn =x'n) + (yn —y'n) = ((xn +yn) = (xXn+yn)) !0
Propiedades de la adicién en R:

* Asociativa: [(xn)] + {[(yn)] + [(zn)]} = [(xn)] + [(yn + zn)] = [(xn + yn + zn)] =
= [(xn +yn)] + [(zn)] = {[(xn)] + [(yn)]} + [(zn)]

« Conmutativa: [(xn)] + [(yn)] = [(xn + yn)] = [yn + xn)] = [(yn)] + [(xn)]

« Elem. Neutro: [(xn)] + [(0)] = [(xn + 0)] = [(xn)]

* Elem. Opuesto: [(xn)] + [(-xn)] = [(xn — xn)] = [(0)]
Multiplicacién de nimeros reales:
[(xn)] [(ynm)] = [(xn yn)]

Sabemos que el producto de sucesiones de Cauchy es de Cauchy. Ademas por definicién no depende de |
representantes elegidos para darla, es decir, verifica que:

(xn) " (x'n)
F(xnyn) " (xX'ny'n)
(yn) " (y'n)
Propiedades de la multiplicacién de nimeros reales:
* Asciativa: [(xn)] {[(yn)] [(zm)I} = [(xn)] [(yn zn)] = [(xn yn zn)] = [(xn yn)] [(zn)] =
= {xm)] [(ym)1} [(zn)]

+ Conmutativa: [(xn)] [(yn)] = [(xn yn)] = [(yn xn)] = [(yn)] [(xn)]

 Elem. Unidad: [(xn)] [(2)] = [(xn - 1)] = [(xn)]
Ademas la multiplicacion es distributiva respecto de la adicién, es decir

[xm)] {[(yn)] + [(zn)1} = [(xm)] [(yn)] + [(xn)] [(zn)]

No es facil ver que todo nimero real no nulo tiene inverso, para eso vamos a utilizar un lema (resultado
auxiliar) que también sera util para definir la relacion ser menor que en R.

Lema:

Si (xn) es una sucesion de Cauchy de niameros racionales que no converge a cero, entonces existe M > 0,
N tales que:

6bienn> Ixn>M
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6bienn> !xn<-M

0 bien todos los xn salvo —M 0 M 6 bien todos los xn salvo
Finitos estan aqui. Finitos estan aqui
Demostracion:

Que xn no converge a 0, significa que:
|- xn >

" >0/" "N,"n>0/[xn|" -|]-xn<-
Esto es la negacion de:

|- xn <

" >0," "N/n> !'|xn|< —|-xn>-
Por otra parte con xn es de Cauchy:

" "N/p,g> 0N |xp-xq| < /2

Luego todos los xn salvo finitos estan o bien a la derecha de /2 o bien a la izquierda de - /2, es decir, M =
12

En efecto: dado nO " N tal que nO > tal que |xn0O| > luego tenemos que o bien xn0 " o bien xn0 " -
Supongamos xn0 " tenemos entonces que:

en> 1! =xn"xn0-xn< /2!xn= /2
Corolario:

Si (xn) es de Cauchy, no convergente a 0, entonces la sucesién (1/xn) esta bien definida para casi todo n (e
decir, xn " 0" n" N salvo finitos) y ademas es de Cauchy.

Demostracion:

Que xn " 0 esta comprobado con el lema anterior.

Veamos que (1/xn) es de Cauchy. La clave de la demostracion esta en la igualdad:
|(1/xp) — (1/xq)| = xp = xql / [xp| [xq]

En efecto, por ser (xn) de Cauchy no convergente a 0

“M>0," "N/|xn|>M (n>)
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Ademas:

" >0," "N/p,q> !|xp-xq|< M2

Por tanto sip, g > méax. (, ) ! [(1/xp) — (1/xg)| < M2/M2 =
Como consecuencia de todo lo anterior tenemos:
Proposicion:

Todo namero real distinto de 0 tiene inverso multiplicativo.
Demostracion:

Sea [(xn)] un namero real distinto de 0. Eso significa que (xn) es de Cauchy, no convergente a 0. Por tanto:

" "N/xn"0,(n>),vylasucesion (1, 1,....... , 1, 1/x+1, 1/xz+2, 1/X +3,........ ) es de Cauchy. Obviamente
[(x1, x2,........ S X, X+ X 42, )]
-1, 1,....... C 1, X +1, X 42, )] = [(X1, x2,........... X, 1,1, 1,....... )]

Asi que (R, +, -) es un cuerpo

Definicion de la relacién ser menor que en R:

Supongamos que [(xn)] es un namero real distinto de 0, diremos que [(xn)] es positivo (mayor que cero)
cuando se de la primera de las dos posibilidades del lema. Es decir, cuando:

"M>0," "N/n> Ixn>M

Cuando se da la segunda (xn < —M) diremos que el nUmero es negativo (menor que cero)

Por definicion [(xn)] < [(yn)] cuando [(yn — xn)] sea positivo.

Ejercicio:

Probar que aquella definicién de nimero real positivo (negativo) no depende de los representantes de nim
real elegidos para darlo, es decir, si (xn) verifica la primera (segunda) de las propiedades del lemay si (xn)
(yn) entonces (yn) también las verifica, (en general con otras M, ).

Si [(xn)] es positivo por definicion:

"M>0, "N/n> Ixn>M

Es decir, [(xn)] es mayor que M. | | |

0 M [(xn)]

Y si (xn) " (yn) por definicién (xn —yn) ! 0 | [ |

[(xn = ym)] M [(xn)]
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Por ultimo si (xn) ! [(xn)], (yn) tiene que converger forzosamente a [(xn)] = [(yn)], por lo cual (yn) tiene
cumple la propiedad que cumplia (xn), es decir:

"M>0," "N/n> lyn>M
De forma analoga se probaria el caso de (xn) negativo.
Ejercicio:
Probar también que la relacién ser menor que en R es transitiva, antisimética y total.
* Transitiva [(xn)] < [(yn)], [(yn)] < [(zn)] ! [(yn = xn)] > 0, [(zn —yn)] > 0!
H(zn = xn)] > 0 H[(xn)] < [(zn)]
 Antisimétrica [(xn)] < [(yn)], [(yn)] < [(xn)] ! [(yn = xn)] > O, [(xn —yn)] > 0!
H(xnm)] = [(yn)]
* Total "[(xn)], [(yn)], [(xn)] ™ [(ym] ! 6 [(yn = xn)] >0 6 [(xn —yn)] > 0!
LO [(xn)] < [(ym)] 6 [(yn)] < [(xn)]
Ver que el orden es compatible con la adicidn y multiplicacion.
[(xn)] < [(ym] ! [(yn —xn)] >0
[(xn)] + [(zm)] < [(ym] + [zn)] H [(yn + zn = xn = zn)] = [(yn - xn)] > 0
[(xn)] [(zm)] < [(ym)] [(zm)] ! [(yn zn = xn zn)] > 0O ([(zn)] > 0)
Ver también, que se verifica la propiedad arquimediana, es decir, que:
" [(xn)], " [(yn)], " k" N/ [(yn)] < k [(xn)]
A partir de (Q, +, -, <) hemos construido (R, +, -, <). Esta Ultima estructura R tiene las mismas propiedades
gue la de partida: la adicion es asociativa, conmutativa, elemento neutro y opuesto, la multiplicacion es
asociativa, conmutativa, elemento unidad e inverso, el orden es transitivo, antisimétrico y total, la adicidn es
distributiva respecto de la multiplicacién, hay compatibilidad entre el orden y la adicion, y compatibilidad

entre el orden y la multiplicacion.

La ganancia que hemos obtenido con los R se puede expresar de bastantes formas, pero nos fijaremos en
gue es el teorema fundamental del orden (TFO).

Teorema fundamental del orden:
Todo conjunto no vacio y acotado superiormente (inferiormente) de nimeros reales tiene supremo (infimo).

Definicion: Sea A" R, se dice que A esta acotado superiormente (inferiormente) cuando existe M " R tal que
X" A, x" M (respectivamente M " x). De M se dice que es cota superior (inferior) de A.

Definicion: Sea A un conjunto acotado superiormente de nimeros reales. Se dice que " R es supremo de |
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cuando:

e es cota superior de A
« Si es otra cota superiorde A! <

Es decir, cuando es la menor de todas las cotas superiores de A. ( = sup. A)
Se dice que es infimo, cuando es la mayor de las cotas inferiores = inf. A.
El conjunto " esta acotado superiormente, puesto que todo nimero real es una cota superior, ya que cualqt

namero es mayor que la nada. Pero no tiene supremo, puesto que dado un nimero real siempre se hay otr
menor que él.

Proposicion:
El TFO no es cierto en Q. Para verlo basta poner un ejemplo.

El conjunto A = {x " Q / x2 < 2} es acotado superiormente (ej: 2 es una cota superior) y no vacio (1" A), per:
no tiene supremo en Q.

Supongamos que lo tuviera, que sup. A= " Q

Sabemos que "2

Con Q es totalmente ordenado, 6 <26 > 2.

Veamos gue no puede darse ninguna de estas propiedades, y que por lo tanto no existe, en Q, supremo de

Supongamos que < 2. Encontraremos un elemento de A mas grande que , con lo que no puede ser
supremo de A (no es cota superior).

es mayor o igual que 1
<(+1n)2= +2/n+1/n2= +1/n(2 +1ln)< +1/n(2 +1)
< ( +1/n)

0<1ln! < +1/n! ( +1/n)<( +1/n)2! (transitiva) <( + 1/n)2

Ahora bien, como 2 - > 0, por la propiedad arquimediana, existe n "N talque 2 + 1 <n (2 - ), luego
esen, +1/n(2 +1)<2.

Es decir, +1/n" A! no es cota superior.
Ejercicio: Ver lo anterior para el caso de > 2

Como se sumerge la estructura (Q,+, -, <) en la (R, +, - <). Dicha inmersidn la establece la aplicacion
inyectiva:

-Ex"Q![(X]"R

[(¥)] clase formada por las sucesiones {(X, X, X,....... )} {(x+1, x+%,......)} que convergen a X.
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Ejercicio: Ver que eso es una aplicacion inyectiva, es decir, cada elemento de Q tiene una y sélo una image
en R (ser aplicacién de Q en R).

X"y [(X)]" [(Y)] (puntos distintos tienen imagenes distintas)

*x"Qy"Q

* f(x) =[] f(y) = [()]

* x =y L)L =[] H(x) = f(y)
Ademas, no es sobreyectiva (hay elementos de R que no son imagen de ningan Q). Ejemplo: {(1, 1'4, 1'41,
1'414,........ )} que resulta de la aplicacién a 2 del algoritmo de la raiz cuadrada, (la demostracion esta
relacionada con lo que vimos de que el conjunto {x "Q /x2 < 2} no tiene supremo en Q.
Ver que, " x,y" Q:

ci(x+y) =[x+ Y= (0] + [ =1(x) +i(y)

s y) =[0I =091 [ =109 -1 (y)

X<y !HEI<IWMItix)<i(y)
Estos hechos nos permiten decir que i (Q) es un subcuerpo del cuerpo ordenado — arquimediano (R, +, -, <
Habitualmente se identifica i (Q) con Q y se dice, simplemente que Q es subcuerpo de R.
Para acabar con la construccion de R falta probar el TFO que dice:
Todo conjunto no vacio y acotado superiormente de nimeros reales tiene supremo.
Demostracion:

Supongamos que A" R es no vacio y acotado superiormente.

Es facil ver (consecuencia de la propiedad arquimediana) que entonces existen a, b en Q tales que b es co
superior de Ay ano lo es.

ab

x1
X2
X3

A b lo llamamos x1, dividimos por la mitad el [a, b]. Uno de los intervalos que resultan verifica lo mismo que
[a, b] (extremo izg. no es cota superior de A, extremos der. si lo es)

Llamaremos x2 al extremo derecho de éste, lo dividimos por la mitad, un de los dos intervalos que resultan
verifica de nuevo lo de [a, b]. Llamamaos x3 a su extremo derecho, haciendo de nuevo la misma operacion.

De esta forma obtenemos un sucesién de Cauchy de nameros racionales (xn), es de Cauchy porque:

*P.q> !xp-xq| < (b-a)2
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" >0," "N!(b-a)2 <
Veamos que el nimero real xn es precisamente el supremo de A. Hay que ver:
1.- Que es cota superior de A
Supongamos gue xn no es cota superior de A, es decir, que existe [(yn)] " A/ [(xn)] < [(yn)].
Significa que:
"M>0," "N/n> lyn-xn>M
Por otra parte como (yn) es de Cauchy:
"'"N/p,g>"!lyp-vyq|l <M/2
Fijemos m>max. (, )!'n>max. (, )!yn—-xm=yn-ym+ym-xm>M/2!
I'xm = [(Xm, xm, xm,....... )] no es cota superior de A porque es menor que [(yn)], contra la hipétesis.
2.— Que si [(zn)] es otra cota superior de A entonces: [(xn)] < [(zn)] (Véase)

(R, +, -, <) sera en lo que sigue un conjunto de cosas (nos reales) que verifica las 16 propiedades. Es decir
un conjunto ordenado, arquimediano y completo.

Ejercicio; Demostrar que todo n° real positivo tiene una y sélo una raiz real positiva de cualquier otra, es
decir,"a"R+,"n"N,"™ b"R+/bn=a(b=al/n)

Esto ya sabemos que no es ciertoen Q: b"Q /b2 =2

Para demostrar esto utilizaremos una técnica que ya utilizamos cuando vimos que sup. {x" R/ x2 <2} = b,
que b2=2

Es decir,"a" R+,"n" N el TFO afirma que existe b = sup. {x " R+ /xn < a}
Ver que en efecto, ese conjunto es no vacio y es acotado superiormente.
Ver que no puede serbn<anibn>a(!bn=a)

Suponiendo que bn < a ver que existe m " N /bn < (b + 1/m)n < a con lo que b no seria cota superior del
conjunto.

bn<(b+ 1/m)n

bn <bn-1(b + 1/m)

O<l/m'!b<b+1lm'!bn-1(b+1/m)<(b+ 1/m)n!bn<(b+ 1/m)n
Como (b + 1/m)n < a'! bn no es cota superior.

Construccion a partir de R de los nimeros complejos (C)
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¢ Por qué esta nueva extension? El polinomio x—3 tiene raiz en N (el 3), pero x+3 no. Si la tiene en Z (el -3)
El polinomio 2x—3 no tiene raiz en Z pero si en Q (el —=3/2). El polinomio x2-2 no tiene raices en Q, pero si
en R (el £"2). El polinomio x2+2 no tiene raicesen R ("a" R, a2 >0, puestoquea<0'!a-a>a-0!a2>0y
a>0'!aa>0-a!a2>0). Este el fallo de R.

En la nueva extension del concepto de nimero que vamos a hacer (nimeros complejos) se verifica el sigui
teorema fundamental del algebra.

Todo polinomio con coeficientes en C tiene alguna raiz en C.

Esta ultima extension del conjunto de nimeros halla aguella ganancia (TFA) pero también una pérdida
importante, la del orden.

El cuerpo de los numeros complejos es simplemente el conjunto R x R de pares ordenados de nimeros rec
dotado de las operaciones:

Adicion: (a, b) + (c, d) = (a+b, c+d)
Multiplicacién: (a, b) - (c, d) = (ac — bd, ad + bc)
La adicion es asociativa, conmutativa, con neutro y opuesto.
e Asociativa (a, b) + [(c, d) + (e, )] = (a, b) + (cte, d+f) = (a+c+e, b+d+f) =
= (atc, b+d) + (e, ) = [(a, b) + (c, d)] + (e, )
e Conmutativa: (a, b) + (c, d) = (a+c, b+d) = (c+a, d+b) = (c, d) + (a,b)
* Neutro: (a, b) + (0, 0) = (a+0, b+0) = (a, b)
e Opuesto: (a, b) + (-a, —b) = (a—a, b—b) = (0, 0)
La multiplicacién es asociativa, conmutativa, con unidad e inverso.
« Asociativa: (a, b) [(c, d) (e, f)] = (a, b) (ce — df, cf + de) = (ac — bd, ad + bc) (e, f) =
=[(a, b) (c, d)] (e, f)
- Conmutativa: (a, b) (c, d) = (ac — bd, ad + bc)

e Conunidad: (a, b) (1,0)=(a-1-b-0,a-0+b-1)=(a, b)
e Coninverso: (a, b) - (a, b)-1=(1, 0)

« Distributiva: (a, b) [(c, d) + (e, f)] = (a, b) (c+e, d+f) =
= (a(c+e) - b(d+f), a(d+f) + b(c+e)) = (ac-bd, ad+bc) + (ae—bf, af+be)=
=(a, b) (c, d) + (a, b) (e, f)
(C, + -) es un cuerpo en el que se sumerge el cuerpo (R, +, -):
Xx"RI(x,0)"C

Ver que:

22



* J(x+y) = (x+y, 0) = (x, 0) + (v, 0) = j(x) +j(y)
* Jj(xy) = (xy, 0) = (x, 0) (y, 0) = j(x) i(y)

Para obtener el inverso (a, b)-1 basta resolver el sistema de dos ecuaciones con dos incégnitas que result:
(a, d) (x,y)=(1,0)

eax—hy=1
ebx+ay=0

la-b]|

Tiene una Unica solucién sisolosi|ba|=a2 - b2 "0, es decir, si sélo si (a, b) " (0,0)

Ver que si estamos en cuerpo ordenado como R (14 propiedades), se verifican estas cosas:
a<bh,c<0'ac<bc

a<0'!a+(-a)<0+(-a)!0<-a

0<1

"a"0,a2>0

Suponiendo eso, veamos que C no puede darse un orden que sea compatible con las operaciones (C no e:
cuerpo ordenable).

Supongamos gque < fuera un orden en C compatible con las operaciones. Entonces: (0,1)2 > (0, 0), pero (0,
=(-1,0)=-(1,0)>(0,0)! (12, 0) < (0, 0) (unidad menor que neutro).

En C pueden definirse relaciones de orden, incluso todas (antisimétrica, transitiva, total), pero ninguna de
ellas es compatible con las operaciones.

Ejemplo: El orden lexicografico (el de los diccionarios)
(a,b)<(c,d):!la<cdba=c,b<d

Ejercicio: Ver que esa relacién es transitiva, antisimétrica, total ¢ Con cudl de las operaciones no es
compatible?

Transitiva:(a, b) < (c, d), (c,d) < (e, f) ! (a,b) < (e, 1)

Antisimétrica: (a, b) < (c, d), (c,d) < (a, b) ! (a, b) = (c, d)

Total: (a,b) " (c,d) ! (a,b) <(c,d) 6 (c,d) < (a, b)

No es compatible con la multiplicacién:

(1, 2) < (1, 3) pero (1, 2) (2, 3)=(2-6, 3+4) = (-4, 7) > (1, 3) (2, 3) = (2-9, 3+6) = (-7, 9)

Lo mismo que el racional [(1, 2)] no suele denotarse de esa forma, sino ¥2. El complejo (a, b) tampoco suele

denotarse de esta forma, sino a + bi. Entonces las operaciones entre complejos se hacen como si los comg
a + bi, ¢ + di fueran polinomios de grado uno en la indeterminada i, con el convenio afladido de que i2 = -1
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En el complejo (a, b) 6 a +bi, de a se dice que es la parte real y de b se dice que es la parte imaginaria.
Re (a +bi) = a
Im@+hbi)=hb

(C, +, -) es algebraicamente cerrado, es decir, se verrifica el teorema fundamental del algebra (todo polinon
con coeficientes en C tiene alguna raiz en él).

Médulo de un numero complejo:

Por definicion se llama mddulo de a + bi al nimero real no negativo:

|a + bi| ="(a2 + b2)

Sabemos que todo nimero real no negativo tiene una y so6lo una raiz real.

Ejercicio:

|z1+2z2| = |a+bi + c+di| = |(a+c) + (b+d)i| " |a] + [c| + |b]i + [d|i = |a+bi| + |c+di| = |z1] + |z2]
|z1 z2| = |(a+bi) (c+di)| = |a+bi| |c+di| =|z1]| |z2]

|z-1] = |z|-1

I=z| = |z|

La notacién para el médulo en C es la misma que la de valor absoluto en R, por la sencilla razén de que: "
R, x| =[x + Oif

El médulo extiende a C el valor absoluto que teniamos en R, se llama argumento del complejoa + bi " 0 al
angulo que forma su afijo con el semieje positivo de abcisas, medido en el sentido directo.

= arccos a/"(a2+b2) = arcsen b/"(a2+b2)

|a+bi| =

a+bi= (cos +isen)

Multiplicaciéon de numeros complejos:

“atbi = (cos +isen)

“c+di= (cos '+iseno ')

(at+bi)(c+di)= (ac—bd) + (ad+bc)i = ‘[cos cos'-sen sen'+ i(cos sen '+sen cos ')

El producto del complejo de médulo y argumento por el complejo de médulo 'y argumento
complejo de médulo 'y argumento +'

,esel

Luego de lo anterior obtenemos:

24



(cos +isen)n= (cosn +isenn)

De ahi obtenemos inmediatamente que todo nimero complejo distinto de 0 tiene exactamente n raices
distintas de orden n.

/n(cos /n +isen /n)

/n(cos (+2)/n +isen (+2)/n)

/n(cos (+4)/n +isen (+4)/n)

/n(cos (+2k)/n +isen (+2k)/n) (K=0, 1, 2,.....) FORMULA DE MOIVRE
Geométricamente:

Para n=5. Pentagono regular de radio /n inscrito en una circunferencia.

Nos falta decir que es el conjugado de un nimero complejo: a+bi = a—bi

Expresién decimal de los nimeros reales:

Suponemos conocida la forma decimal (en vez de cémo quebrado de enteros) de expresar los nimeros
racionales. Y también que una expresiéon decimal a' b1b2b3.... es de un nimero racional si sélo si es period

La expresién decimal periédica del nimero 3/7 la da el algoritmo de la division: 3/7 = 0'428571........

El periodo puede ser 0, en cuyo caso el nimero es exacto. Sin embargo, es facil razonar que todo nimero
racional exacto (con periodo 0) admite otra expresioén equivalente con periodo 9.

38'263 = 38'262999....

Hemos recordado como obtener la expresién decimal de un ndmero racional dado como quebrado (par de
nameros enteros)

Reciprocamente sabemos como se obtiene, dada la expresion decimal periddica, el quebrado al que
representa.

23'97253 = 23 + 97253/99900
Hay una relacién entre la fracciones y la expresiones decimales periddicas.

Naturalmente, dado un nimero real x existe el mayor entero " , también el mayor racional exacto con una
cifra decimal " , también el mayor racional exacto con dos cifras decimales, etc.

Al primero lo llamamos a, al segundo a'bi,.......
Asi obtenemos en sucesion de Cauchy de nimeros racionales (a, a'bl, a'blb2, a'blb2b3,..) que es facil vel

representa a , es decir, =[(a, a'bl, a'blb2, a'’blb2b3,....)]. La expresion decimal de es a'blb2b3....... y
sabemos que es periddica si s6lo si el racional.
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Definicion; Sea A un conjunto infinito (con infinitos elementos)

Se dice que A es numerable cuando se puede establecer una biyaccion entre Ay el conjunto N de los nim
naturales.

Ejemplo:
El conjunto P, de los niUmeros pares positivos es numerable.
NIP
2
o 4
6
n2n
Nétese que cuando se trata de conjuntos finitos es imposible establecer una biyeccion entre el todo y la pat
El conjunto Z de los nimero enteros es numerable
N!Z
0
¢ 1 (n+1)/2 si nimpar
e -1
*2n"N
o -2
¢ 3-n/2sin par
e -3

El conjunto Q de los nimeros racionales es numerable:

Q
-1/3 -1/2 -1/1 1/1 % 1/3
=213 =212 -2/1 2/1 2/2 2/3
-3/3 -3/2 -3/1 3/1 3/2 3/3
N!'Q

*0

11

« 2/1 Proceso diagonal de Cantor.

«-2/1

«-1/1

1

* 3/2

¢, Hay algun conjunto intermedio entre Q y R tal que se pueda establecer una biyeccion entre Q y él ni entre
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vy R.

El conjunto R de los nimeros reales no es numerable, es decir, no se puede establecer ninguna aplicaciéon
1 entre N y R. Bastara ver que ninguna aplicacion:

N!IR
* al'bl1b12b13......

* a2'b21b22b23......
* a3'b31b32b33......

En el conjunto imagen de esta aplicacién no esta el nimero real c'd1d2d3.... donde: dk=1 si bkk"1, dk=3 si
bkk=1

Tenemos N " Z" Q" R donde N; Z; Q son numerables y R no es numerable
¢(Existira A, Q " A" R tal que no exista biyeccién entre Ay Q ni entre Ay R?

Si se supone que si existe tal A no se llega a contradiccion.

Si se supone que no existe, tampoco se llega a contradiccion.

En otras palabras, es imposible encontrar tal A, es imposible probar que no existe.
Ejercicio:

1.-— Ver que la unién finita 0 numerable de conjuntos numerables es numerable:
Indicacion: Si Al, A2,..... , son numerables entonces se puede escribir:

Al ={all, al2, al3,....... }

A2 ={a2l, a22, a23,....... }

A3 ={a31, a32, a33,.......}
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a3l, a32, a33,....... 2al2
3azl
4 al3
2.— El producto finito de conjuntos numerables es numerable:
Para dos conjuntos: A = {al, a2, a3,......... }
B={b1, b2, b3,........ }
A x B: (al, bl) (al, b2) (a1, b3).............
(a2, bl) (a2, b2) (a2, by).............
(a3, bl) (a3, b2) (a3, by).............
NIAN!B
lallb1l
2a22hb3
3a33hb3
NIAxB
* (al, bl)
¢ (al, b2)
* (a2, bl)
* (al, b3)
Definicion:

Un namero real se dice que es algebraico si es raiz de algun polinomio con coeficientes racionales
(equivalente enteros).

213x2-Y%Xx+1"4x2-3x+6

Ejemplo: Todos los nimeros racionales son algebraicos.
A/b es raiz de x — a/b

También es algebraico todo real de la forma
n"aconn"Nya"Q+esraizdex-a

Se puede probar que vy e no son algebraicos. Los nimeros reales que no son algebraicos se llaman
transcendentes ( y e son transcendentes).

Ejercicio:;
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3.— Ver que el conjunto A" R de los niumeros reales algebraicos es numerables.

La demostracién se hace teniendo en cuenta lo siguiente:

* Que Q es numerables

* Que, como consecuencia de a) y de los ejercicios anteriores, el conjunto de todos los polinomios con

coeficientes en Q es numerable.
» Que un polinomio de grado n con coeficientes en Q tiene, a lo sumo, n raices reales.

La Topologia de R
Conceptos basicos: para el estudio de dicha topologia son necesarios lo concepto de:
— Intervalo: dado a,b" R cona<bh:

Intervalo_cerrado a, bes[a, b]={x"R/a" x" b},

Intervalo_abierto: Ja, b[ = {x "R/ a < x < b}

- Valor absoluto: Por definicion, dado x " R, [x| =xsix" 006 -x si x < 0.
Ejercicio:

Verque d(x,y) "RxR!d(x,y) =|x-y|" R es una métrica en R

«d(x,y)"0
ed(x,y)=0!|x-y|=0!x-y=0!x=y

X=y!x-y=0!|x-y[=01d(x,y)=0

* d(x,y) =d(y, x)

X=yl=ly - x|

* d(x,y)"d(x, 2) +d(z, y)

x=-yl"Ix=z|+]z-Yl|

La topologia de R que vamos a estudiar es la inducida por esta métrica. Ocurre que dados a, b " R, a < b:

« [a, b] = B [(a+b)/2, (a=b)/2]
« Ja, b[ = B J(a+b)/2, (b-a)/2[

Es también, es topologia, la topologia del orden (<).
Conceptos importantes:

e a es interior de A cuando, "r > 0/]a-r, a+r[" A

- a es adherente_a A cuando, "r >0, Ja-r,a+tr[A""

» a es acumulacion de Acuando " r >0, (Ja-r, a+r[\ {a}) A" "

e a es un punto aislado de A cuando, "r>0/]a-r, a+r[ A ={a}

- a es fronterade A cuando "r>0: Ja-r, atr[ A" ", Ja-r, atr[ Ac" "
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Denotaremos:

={x" R/ x es interior a A} interior de A

={x" R/ x es adherente a A} adherencia o clausura de A
A'={x" R/ x es de acumulacion de A} derivado

ais A = {x "R/ x es aislado de A}

Af ={x" R/ x es frontera de A} frontera de A

Ejemplo:

N"R

Int N ="aisN =N

Adhe. N =N Nf=N

-A=[0,1]

=10, 1]

=[0,1]

A'=1[0,1)

ais A="

fA=][0, 1]

Definicion:

Se dice que A" R es abierto cuando sus puntos son interiores, es decir, cuando A =.
Ejercicio:

Ver que el conjunto de los abiertos de R es una topologia en R.

Es decir, Q, R son abiertos.

La union de abiertos es abierto.

La interseccion finita de abiertos es abierto.

La interseccion infinita de abiertos no es, en general, abierto. Por ejemplo:

]-1/n, 1/n[ = {0} no es abierto.
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Definicion:

Un conjunto A" R es cerrado cuando su complementario, Ac, es abierto.
Ejercicio:

Ver que A" R es cerrado si s6lo si A =

1)Si A cerrado ! Ac abierto ! Ac =! Con lo cual en A hay finitos elementos de A
IA=A-

NA=A-

Equivalentemente A'" A

Equivalentemente frA" A

Ejercicio:

Ver que A es abierto ! es unién de intervalos abiertos.

) Aabierto! A=!]a-r,a+r["AlU]Ja-r,a+r[" A

1) Implicaciones al revés.

Debido a esto, el conjunto de los intervalos abiertos es una base de la toplogia de R.
Ejercicio:

Ver que A es abierto ' AfrA="

1) Si A es abierto ! A =! A es un intervalo abierto Ja-r, a+r[! fr A = {a-r, a+r} peroa-r,a+r" A
) SiAfr. A="!Los puntos de A son interiores ! A es abierto.

Proposicion:

"a,b"R,a<h,"q"Q,p"Q/a<p<b

a<g<b

Entre dos numeros reales cualesquiera existen siempre nameros racionales e irracionales (los racionales e
irracionales estan en todos los sitios en R)

Demostracion:
Supongamos O <a<b

Por la propiedad arquimediana, dado ¢ > 0 (racional (1) o irracional ()) existe n " N tal que ¢ < n (b—a) = c¢/n
<b-a
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Por la propiedad arquimediana, también, existe m " N tal que b <m c/n

Con lo que existe k" N, k <m tal que a < k ¢/n < b, esto es cierto por que la distancia de a a b es mayor qu
(c/n < b-a)

Sic"Q,kc/n"Q

Sic"Q,kc/n"Q

Sia" 0 < btodo es mas simple, pues el propio ¢/n estaria entre ay b.
Sia<b "0, todo seria analogo al primer caso.

Supuesto lo anterior, nos preguntamos por

Q="

Q- =R porque en todo intervalo centradoena" R hay x " Q

Q' =R

Fr Q = R porgue todo intervalo centradoena" R hay x"Qy x' " I.
Ais. Q =" porgue todo intervalo centrado tiene irracionales.

Por verificarse que la adherencia de Q es igual a R (Q—=R) se dice que Q es denso en R.
Definicion:

Un conjunto A" R es denso enotro B"R cuando A" B " A-
Definicion:

a" R es punto de acumulacién de A" R cuando en todo intervalo centrado en a hay algin punto de A que r
es a, esdecir,"r>0 (Ja-r,a+r[\{a}) A" ")

Ejercicio:;

Ver que si a es punto de acumulacion de A, entonces en todo intervalo centrado en a hay infinitos puntos d
A.

Si en un intervalo centrado en a existe un punto de A que no es a, bastaria coger un siguiente intervalo con
extremo en ese nuevo punto de A, con lo cual se encontraria otro punto de A en ese nuevo intervalo, si
repetimos este proceso infinitas veces nos dara como resultado que existen infinito puntos en un intervalo
centrado en a de A, siempre que éste sea un punto de acumulacion.

Teorema de Bolzano:

Todo conjunto infinito (con infinitos elementos) y acotado de nimeros reales tiene algun punto de
acumulacion.

Demostracioén:
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Sea A " R infinito y acotado, esto ultimo significa que A" [a, b]. Consideramos el conjunto C = {x " " / hay
infinitos elementos de A mayores que x}. C es no vacio, a" C, C es acotado superiormente, b es cota supel
de C. Por el TFO esxiste p = sup C.

Vamos a ver que p es punto de acumulacion de A.

En efecto, si en Jp-r, p+r[ (con r > 0), solo hubiera finitos elementos de A, p—r seria una cota superior de C
mas pequefia que p, con lo que p no seria supremo de C

Nétese que a la derecha de p+r sélo puede haber finitos elemento de A, o p no seria cota superior de C.
Otra demostracion:
A" [a, b]

Dividimos [a, b] por la mitad y llamamos [x1, y1] al intervalo de los que tiene infinitos elementos de A (a lo
sumo son los dos y llamamos [x1, y1] a un de ellos)

Dividimos [x1, y1] por la mitad y llamamos [x2, y2] al intervalo de los dos que tenga infinitos elementos.
Repetimos indefinidamente este proceso.

No es dificil ver que =sup {xn/n" N} =inf. {yn/n" N}, gi que x es punto de acumulacién de A.

Ejemplos:

— Ese teorema es falso en Q. Por ejemplo el conjunto infinito acotado {1, 1'4, 1'41, 1'414,....} de nimeros
racionales no tiene en Q ningln punto de acumulacion (tampoco tenia supremo).

En R es conjunto si tiene punto de acumulacién, "2

— El conjunto N es infinito pero no acotado. No tiene ningln punto de acumulacion.
Definicion:

Diremos que {Gi /i " I} es un recubrimiento de A" R, cuando A" U Gi

Se dice que es un recubrimiento abierto cuando todos los Gi son abiertos.
Proposicion: (Lindelof)

Cualquiera que sea el conjunto A" R y cualquiera que el recubrimiento abierto, infinito no numerable {Gi /i
I} de A, existen i1, i2,....... "1 (finitos numerables indices) tales que

{Gik/ k=1, 2,.....} es también recubrimiento de A. En otras palabras, de todo recubrimiento abierto (infinito
no numerable) de A, se puede extraer un subrecubrimiento finito numerable.

Ejemplo:
{{x}  x "R} es recubrimiento (no abierto) de R, que es no humerable (R no es numera-ble) y del que no se

puede extraer ningun subrecubrimiento (ni numerable ni no), no se puede quitar ni uno, so pena de que dej
ser numerable.
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R"U{x}

Demostracion:

Sea {Gi/i" I} un recubrimiento abierto, infinito no numerable de A. Entonces, " x " A existe ix " | tal que x
"Gix. Como Gix es abierto, existe rx > 0 tal que ]x-rx, x+rx[ " Gix Como Q es denso en R existen px, gx "Q

tal que X—rx < px < X < gx < X+rx

px gx

X=X X X+rx

Evidentemente {]px, gx[ / x "A} que es finito o numerable (Q x Q lo es) recubre a A. Basta asociar a cada ]p
gx[ uno de los Gi que lo contiene para obtener el recubrimiento buscado

Ejercicio:

Sabemos que un conjunto es abierto si s6lo si es union de intervalos abiertos (los intervalos abiertos son la
base de la topologia de R). Ver que todo abierto se puede obtener como unién de intervalos abiertos de la
forma ]a, b[, cona, b " Q, a <b. Como el conjunto de esos intervalos es numerable (Q x Q), resulta que tod
se puede obtener como union de intervalos abiertos.

Definicion:

Un conjunto A" R se dice compacto cuando de todo recubrimiento abierto de él se puede extraer un
subrecubrimiento finito.

Ejemplos de conjuntos no compactos:

Un recubrimiento de N del que no se puede extraer ningun subrecubrimiento finito es:

{In-%, n+¥%2[ / n " N} Basta quitar uno para que deje de ser recubrimiento.

{In-7, n+7[ / n " N} podriamos quitar bastantes, pero finitos de ellos no recubren.

{]-1, n[/ n " N} podemos quitar todos los que queramos, dejando infinitos sigue siendo

un recubrimiento, pero finitos de ellos no son recubrimiento.

Un ejemplo de conjuntos compactos son los conjuntos finitos.

A ={1/n/n" N} no es compacto

Un recubrimiento abierto de él, del que se puede extraer un subrecubrimiento finito es, por ejemplo:

{1/n, 2[/n" N} _|_|_|__| I I

0Yal212

Nétese que si quitamos los que sean (finitos o infinitos), pero dejando infinitos, eso sigue siendo un
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recubrimiento. Pero si dejamos solo finitos, deja de ser recubrimiento.
Un recubrimiento del que no se puede quitar ninguno es por ejemplo:
{]11/n-1/2n(n+1), 1/n+1/2n(n+1)[ / n " N}

Si es compacto, sin embargo, el conjunto {1/n/ n " N} U {0}, es compacto porque si {Gi/i"l} es un
recubrimiento de él, entonces existe i0 tal que 0 " GiO.

Pues bien, como la sucesion (1/n) es convergente a 0 y Gi0O es abierto, es decir, contiene algin intervalo de
forma]-, [, con >0, resulta que estan todos salvo finitos lo xn's. UN subrecubrimiento finito viene dado,
entonces por Gio y una boina para cada uno de sus finitos.

Teorema: (Bolzano-Weierstrass, Heine—Bozel-Lebesgre)

Sea A" R. Son equivalentes las siguientes proposiciones:

« A es cerrado y acotado.

» Toda parte infinita de A tiene un punto de acumulacién que esta en A.

* A es compacto.

Hemos tomado la propiedad de Heine—-Bozel-Lebesgre (la mas complicada de las tres) como definicion de
conjunto compacto porque esa es la definicion usual en espacios topoldgicos generales. Nuestro teorema ¢
gue las tres son equivalentes en el espacio topoldgico concreto que estamos estudiando.

Se vera en la asignatura de topologia que 3! 2! A cerrado

En particular, en los espacios métricos particulares (espacio topoldgico cuya topologia esta inducida por un
métrica) 312! 1.

Demostracion:

Vamosaverquel!2!3!1

(1! 2) no es sencillo, pero ya lo sabemaos, es particularmente el teorema de Bolzano.

En efecto, sea A cerrado y acotado (si A es finito, no hay nada que ver). Como es acota—do, por el teorema
Bolzano, toda parte infinita de él tiene algun punto de acumulacion (punto de acumulacién de todo A, por
tanto) y, como es cerrado, partenece a él.

(2! 3) Por el teorema de Lindelof: cualquiera que sea A, de todo recubrimiento abierto (no numerable) de A
se puede extraer un subrecubrimiento numerable. Podemos suponer que el recubrimiento que tenemos de
numerable, de la forma {Gn / n " N}. Se trata de ver que si A verifica (2) entonces se puede extraer de él un

subrecubrimiento finito.

Si G1 deja fuera finitos elementos de A, ya esta (no quedamos con G1 y un Gn (el que sea) para cada uno
los finitos de fuera).

En otro caso, tenemos x1 " A\ G1. Si G1 U G2 deja fuera finitos de A ya esta.

En otro caso, tomamos x2 " A\ (G1 U G2), x2 " x1. Si G1 U G2 U G3 deja fuera finitos de A, ya esta.
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En otro caso, tomamos x3" A\ (G1 U G2 U G3), x3 " x1,x3"x2, etc.....

Si el conjunto asi construido {x1, x2,......} es finito, ya esta. Si es infinito entonces, por 2 tiene un punto de
acumulacién a " A. Por tanto, existe m" N/ a" Gm. Por ser Gm abierto y a punto de acumulacién de {xn / n
N} en Gm estan infinitos elementos de {xn / n " N}en contradiccion con la forma en que se han obtenido los
xn; en Gm estan, a lo sumo, x1, x2, ...., xm-1

Luego el conjunto {x1, x2,......} es finito (tal vez vacio). Como queriamos demostrar.

(3!1) olo que es lo mismo (contrarreciproco) no 1! no 3

« es cerrado y acotado

(no 1) es no cerrado 6 no acotado

Asi que, lo que tenemos que ver es que: no cerrado ! no compacto.

no acotado ! no compacto.

Supongamos que A no es cerrado. Esto significa que existe a punto de acumulacion de A, talquea" A (a"
\A)

Pues bien, un recubrimiento abierto de A, del que no se puede extraer ningun subrecubrimiento finito es po
ejemplo:

{[a=1/n, a+1/nlc / n " N}

A" U {a-1/n,a+l/njc/n"N}=R\{a} _|

a-laa+l

Si A no es acotado entonces un recubrimiento abierto de A del que no se puede extraer ningun
subrecubrimiento finito es por ejemplo:

{J-n, n[/ n" N}

A"U]-n,n[=R _ | L LLLL]

-3-2-10123

Corolario:

Si A es compacto y no vacio entonces inf. A, sup. A" A.

Demostracion:

Por ser A acotado y no vacio existen, por el TFO, inf. Ay sup. A.

Siinf. A 6 sup. A es punto aislado de A, por supuesto que pertenece a A.

Siinf. Ay sup. A no fueran de A, si no son puntos aislados entonces es facil ver que son puntos de
acumulaciéon de Ay por ser cerrado, pertenecen a él
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A% 1 Si no es de Ay aqui* no hay puntos

X =sup. A de A entonces x es cota superior de A
mas pequefia que .
Sucesiones y series de numeros reales:

Una sucesion de nimeros reales es, formalmente, una aplicacion x: n" N ! xn " R, la representaremos com
(xn), (xn)n " N, {x1, x2,.....}

En el conjunto de las sucesiones de nimeros reales se definen las operaciones:
 Adicion: (xn) + (yn) = (xn + yn)
» Multiplicacién: (xn) (yn) = (xn yn)

» Multiplicaciéon por escalares: (xn) = (xn)

(,+, -, -esc) es en algebra sobre R conmutativo y unitario con divisores de 0, es decir, hay elementos que r
son el 0 cuyo producto es 0.

Por ejemplo: (1,0, 1, 0, 1, O,......... )(0,3,0,3,0,3.......... )=(0,0,0,0,0,0,....... )
La adicion es asociativa, conmutativa, neutro y opuesto.

La multiplicacién es asociativa, conmutativa y con unidad

La multiplicacién es distributiva respecto a la adicion.

[(xm] =[] (xn)

[(xn) + (yn)] = (xn) + (yn)

[ +1(xn)= (xn)+ (yn)

1 (xn) = (xn)

[(xn) (ym)] = [ (xn)] (yn)

(, +) Es un grupo abeliano

(, +, ) es anillo conmutativo y unitario |

(, +, esc) espacio vectorial sobre R | + la prop. 14 algebra conmutativa y unitaria
sobre R.

Definicion:

(xn) es convergente a a, lim (xn) = a cuando:

" >0," "N/n> !|xn-a|<
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Definicion:

(xn) es de Cauchy cuando:
">0" "N/p,g> !|xp-xq|<

Vimos para las sucesiones en Q que convergente ! Cauchy.

Veremos para las sucesiones en R que convergente ! Cauchy.

Vimos para las sucesiones en Q que toda sucesion de Cauchy (o convergente) es acotada. El reciproco es
(0,1,0,1,0,1,........ ) es acotada pero no es de Cauchy.

Demostracion:

Sea (xn) de Cauchy, esto significa que:

(dado1>0)/" "N/n>0!|xn-x|<1

Por tanto:

[xn| = x| " |xn=x]|<1!|xn| <1+ |x]|

Luego M = méx. {|x1], [x2],........ I x=1, 1+ |x[}estalque"n" N, |[xn|" M

También vimos que la suma vy el producto de sucesiones de Cauchy es de Cauchy (ver construcciéon de R ¢
partir de Q). Ahora consideramos el producto por escalares.

Teorema:
Si (xn) es una sucesion de Cauchy de nameros reales ( xn) es también de Cauchy.

Fijemos arbitrariamente el nimero real r > 0.

m" ,n" !|xm-=xn|"r/

Luego se tiene:

|[(xm + xm + .. veces.....+xm) — (xn + xn +.. veces.....+xn)|"r/ + ... veces....tr/ =(r/) -
Luego [(xm + xm + .. veces.....+xm) — (xn + Xn +.. veces.....+xn)| " r

Definicion:

Se dice que a " R es valor de adherencia de (xn) cuando:

" >0," "N,"n> /|xn—-a|<

Es decir, en Ja—, a+ [ hay infinitos, pero fuera de él pueden quedar finitos o infinitos.

(Ver que la definicién dice exactamente lo anterior)
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Ejemplos:

1,2,1,2,1,2, ... ) Tiene a 1y 2 como valores de adherencia.

1,2,1,3,1,4, ... ) Tiene a 1 como Unico valor de adherencia.

(1,%,1,1/3, 1, Ya, ..... ) Tiene a 1 y 0 como valores de adherencia.
1,1,2,1,2,3,1,2,3,4, ... ) Tiene a N como conjunto de valores de adherencia.
1,2, 3,4, ... ) No tiene ningun valor de adherencia.

Importante: Sabemos que Q es numerable y es denso en R (en todo entorno de todo nimero real hay infini
racionales), por tanto existe una sucesion (xn) cuyo conjunto de términos es todo Q.

Al numerar Q resulta la siguiente sucesion: {0, 1/1, -1/1, ¥, 2/2, 2/1, -2/1, -2/2, -1/2,...}
¢, Cuales son los valores de adherencia de esta sucesidon? Todos los nimeros reales (R).
Proposicion:

A" R es valor de adherencia de xn si solo si:

* 0 a se repite infinitas veces en la sucesion.
* 0 a es punto de acumulacion del conjunto de los términos de la sucesion.

Naturalmente pueden ocurrir las dos cosas a la vez: (0, 1, 0, %2, 0, 1/3....)

Demostracion:

Si A es valor de adherencia de xn entonces” >0," "N,"n> /|xn—-a|<

Luego en Ja—, a+ [ hay infinitos términos de la sucesion xn, si en dicho intervalo no hay puntos distintos a

a, a se repite infinitas veces, si por el contrario hay términos diferentes de a entonces a es un punto de
acumulacion de xn.

Proposicion:

Toda sucesién acotada de numeros reales tiene algun valor de adherencia.

Demostracion:

Si el conjunto de los términos de la sucesion es finito entonces alguno se repite infinitas veces y es por tant

valor de adherencia de dicho conjunto, si es infinito, como es acotado tiene algin punto de acumulacién de
acumulacién (T2 de Bolzano) que es, por tanto, valor de adherencia.

Proposicion:
El conjunto de los valores de adherencia de una sucesioén es cerrado.

Demostracioén:
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Sea A el conjunto de los valores de adherencia de (xn). Hemos de probar cualquiera de estas dos cosas:
1° A contiene a todos sus puntos de acumulacion.(Ejercicio)

2° A es cerrado.

2° Que Ac es abierto significa que paratodoa " A"r>0/]a-r, atr[ " Ac. Si esto no fuera cierto, en todo
Ja-r, a+r[, con r > 0, habria puntos de A. Por tanto, en todo ]Ja-r, a+r[ habria infinitos términos de (xn) y a
seria valor de adherencia de (xn), es decir a " Ac.

Corlario:

Si (xn) es una sucesioén acotada entonces el conjunto de sus valores de adherencia es compacto. Por

consiguiente, existen el minimo y el maximo de los valores de adherencia de la sucesion, los cuales se llan
respectivamente limite inferior de la sucesién y limite superior de la sucesién.

Ejemplos:

Liminf(1,2,1,2,....)=1limsup (1,2, 1,2, 1, 2......) = 2
Lim inf (1/n) = 0 =lim sup (1/n)
Liminf(1,1,2,1,2,3,1,2,3,4, ... )=1

Limsup (1,1,2,1,2,3,1,2,3,4, ...... ) = no existe.

Una sucesion no acotada inferiormente (superiormente) no tiene limite inferior (superior). A veces se dice q
dicho limite es — (+)

El ser acotada inferiormente (superiormente) no garantiza la existencia de limite inferior (superior). Por
ejemplo (1, 2, 3, 4,........ )

Ni que decir tiene que si (xn) es convergente, su limite es valor de adherencia de (xn)
Mas aun, hemos visto que toda sucesion acotada de numeros reales tiene algun valor de adherencia, (en C

es falso. Por ejemplo: la sucesion (1, 1'4, 1'41, 1'414,.....) no tiene ningun valor de adherencia en Q. Si lo tie
en R; es convergente a "2)

Proposicion:

(xn) acotada, es convergente si y sdlo si tiene un anico valor de adherencia (que es su limite).
Demostracion:

Si (xn) converge a a, entonces en todo intervalo ]Ja—, a+ [ estan todos lo xn's, salvo finitos.

Por tanto en ]-, a— [ y en ]Ja+, +[ hay solo finitos xn's y, por tanto, en esas semirectas no puede haber ningt(
punto de adherencia de (xn). Como eso es cierto paratodo >0, en]-, a[y ]a, +[ no puede haber ningln

punto de adherencia. Por otra parte, ya sabemos que toda sucesion convergente es acotada.

1) (xn) ! a !(xn) acotada, sélo tiene a a como valor de adherencia.
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1) (xn) es acotada ! Tiene un unico valor de adherencia ! (xn) es acotada?

Teorema (de amplitud de R)

Toda sucesion de Cauchy en R es convergente (el espacio métrico R d(x,y)=|x-y| es com—pleto).
Demostracion:

Sea (xn) de Cauchy. Entonces es acotada y, por tanto, tiene algun valor de adherencia. Con lo que acabarn
de ver, bastara probar que ese valor de adherencia es Unico.

Supongamos que a y b fueran valores de adherencia distintos de (xn). Sea =|a—b|/3
EnJa—, a+ [y en]b—, b+ [ hay infinitos términos de la sucesion.

Por tanto, existen infinitos p, g " N tales que: |xp—xq| > y xn no seria de Cauchy.
Definicion:

Se dice (xn) es mono6tona creciente (decreciente) cuando, " n " N, xn " xn+1 (respecti-vamente xn " xn+1), |
monotonia se dice que es estricta cuando el signo es < (respect. >)

Proposicion:

Toda sucesién monétona y acotada es convergente. Ademas, si es creciente lim (xn)=sup {xn/ n" N}, si es
decreciente limi (xn) = inf. {xn/ n" N}

Demostracion:
Supongamos que (xn) es creciente y acotada. Sea a el sup {xn/n" N}

x0x1x2a- a

De la definicién de sup. Se sigue que:

—a la derecha de a no hay ningdn xn

=" >0, aladerecha de a- hay algiin xn. Sea este el x . Entonces por ser (xn) creciente,
n>la- <xn"a

[xn —a] < (c.q.d.)

Notacion:

Lim(xn)=a!(xn)!a

Para indicar que (xn) es creciente y que a es su limite se puede escribir: (xn) a.

Para indicar que es decreciente y que a es su limite: (xn) a.
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Supongamos que (xn) es acotada, ademas tiene algun punto de adherencia.

El conjunto de los valores de adherencia es por tanto acotado. Ademas el conjunto de los valores de
adherencia de cualquier sucesion es un conjunto acotado (podria ser ")

Por tanto, el conjunto de los valores de adherencia de una sucesion acotada es un conjunto no vacio, cerra
acotado (compacto)

Por ser ese conjunto compacto y no vacio existen el minimo y el maximo de sus adherentes. Por definicion
este minimo y maximo son el limite inferior y el limite superior de (xn).

Ejercicio; Supongamos que (xn) es una sucesién acotada.

Demostrar que lim. Inf.(xn)=sup {inf{x0, x1, x2,........ 1, inf{x1, x2,.......... }, inf{x2,...}....}
Lim. sup (xn) = inf {sup {x0, x1,....}, sup {x1, x2,....}, sup {x2, x3,......... j
Indicacion:

Por ser xn acotada existen esos inf's y sup's La sucesion (inf{x0, x1,...}, inf{x1, x2,...}...) es monétona
creciente.

Suponemos: Lim inf (xn) = sup [inf {x0, X1, x2,...}, inf {x1, x2,...}...] =

Todos los inf.'s estan en (-, )y en (+, ) hay algin inf pues sino, no seria el limite, pero al ser la
sucesion de inf's es creciente, en este Ultimo intervalo estan todos los inf's salvo finitos. Falta Acabarlo.

Algunos ejemplos interesantes de limites:
«"a>0,limn"a=1
Si a =1 evidente.
Sia>1escribimos xn=n"a-1
Se trata de probar que (xn) ! 0
(xn+1)n=1+(nl) xn + (n2) xn2 + .......... >1l+nxn!'xn<(a-1)/n!0
Ejercicio, verlo para a < 1 (Indicacion: tomar 1/a)
elimn"n=1

n=(n"n-1+1)n=1+(nl) (n""n-1)+(n2) (nN"n-1)2 +....... >1+[n(n-1)/2] (n"'n-1)2!10"(n"n-1)2"
2/(n+1) !0

Ejercicio: Verque (n""n-21)2!'0!(n""'n-1)'0
« lim n"np = 1 (Ejercicio)

«"a>1,"p,limnp/an=0
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Dice que la exponencial puede con la potencial: el producto de ambas va a donde manda la exponencial. S
< 0 evidente. Si p > 0 el numerador va a + y el denominador también.

np (1/an) !0

b, p>0, np/(1+b)n !0

Falta acabarlo.

Limites infinitos:

Aunque cuando hablamos de la convergencia, o del limite, de una sucesion, dicha convergencia o dicho
limite, es a (un) n° real, a veces también se habla de convergencia a + 6 — (de limites infinitos) El contexto
suele dejar claro si se estan admitiendo limites infinitos.

Definicion:

(xn) converge a + (=) cuando,

""R," "N/n> !xn> (respectivamente xn <)

Ejemplos: (1, 2, 3,....... )+

(1,3,2,4,3,5,4,6,5,7,6,8,......... )+

La primera de esas sucesiones es monétona creciente y no acotada, es evidente que cualquier sucesion de
tipo converge a +.

La segunda no es monétona.
1,2,1,3,1,4,... ) no converge a nada, ni a un nimero, nia +nia —.

Por lo mismo, a veces se admiten como valores de adherencia (en particular, como limite inf. O limite sup)
+y -

Definicion:
+ (-) es valor de adherencia de (xn) cuando,
« "R," "N,"n> /xn> (respectivamente xn < )

Si un sucesion es no acotada superiormente (inferiormente) su limite superior (inferior) es + (-).

Liminf (1, 2, 3,......... ) = + porgue sélo tiene como valor de adherencia + = lim sup. (4, 2, 3,.....)
Con este acuerdo (admitir + y — como posibles valores de adherencia), se verifica:

- Toda sucesién (acotada o no) tiene algun valor de adherencia.
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— Toda sucesién (acotada o no) tiene lim inf y sup

R-=RU{-, +}

Es muy facil ver que:

xn) !+, (yn)la(-<a"+)!(xn+yn)!+

(xn) ! +, (yn) es acotada inferiormente ! (xn +yn) ! +

xn) !+, (yn)la@0)!(xn-yn)!'+si0<a"+

-si-"a<0

(xn) ! +, (yn) esta acotada inferiormente por a > 0 (superiormente por a < 0) !
I'(xn - yn) ! + (respectivamente -)

Sin embargo,

Si(xn) '+ e (yn) ! —, entonces a (xn + yn) le puede pasar cualquier cosa.
Ejemplos:

(xn) = (1, 2, 3,.......), (yn) = (-1, =2, =3,.....), (xn +yn) = (0, 0, O,......) 1 O

(xn) = (1, 2, 3,......), (yn) = (=2, =4, =6,.....), (xn +yn) = (-1, =2, =3,.....) | -
(xn) = (1, 2, 3,....), (yn) = (=2, -1, -5, -2, -8, -3,......), (xn +yn) = (-1, 1, -2, 2, -3, 3,...) no
converge a nada

Si(xn) '+ (=) e (yn) ! 0 entonces (xn + yn) cualquier cosa:

1,2, 3,....) (1, % 1/3,...)=(1,1,1,..) ' 1

1,2, 3,.....) (1, %2, 1/32,.....) = (1, ¥, 1/3,......) 1 0

1,2, 3,.....) (1, 1/"2, 1/"3,...) = (1, "2, "3,.....) | +

1,2, 3,...) (1, %2, 1/"3, v:2, 1/"5, 1/62, 1/"7,.....) = (1, ¥, "3, Y4, "5,......)
Series numeéricas:

Vamos a tratar de dar sentido a las sumas infinitas (infinitos numerables sumandos).
X1+ X2+ +Xn +.......

donde los xk son nimeros reales.

Para ello sea (xn) una sucesion de nameros reales a partir de ella construimos la sucesién de sumas parcic
de aquella:
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(x1, X1 + x2, X1 + X2 + x3,........ ),
la cual se suele llamar serie de términos (x1, X2, x3,....) y denotar: "n=1 xn.
Definicién;

La serie "n=1 xn se dice sumable, o convergente, a a"R cuando la sucesioén de sumas parciales (x1, x1 + X:
x1 + x2 + x3.....) es convergente a a.

Es decir, cuando, " >0," "N/n> !|n"k=1xk — a| <

Proposicion:

"n=1 es sumable si sélo si es de Cauchy, es decir, tal que,

" >0," "N/ <p<q!|g'k=p xk| <

Demostracion:

Si "n=1 xn es sumable entonces:

" >0," "N/n> !|n"k=1xk -a| <,

es decir, es convergente a a, por consiguiente es de Cauchy, asi pues:
" >0," "N/p,q> !|g"k=p xk| <

Corolario:

Condicién necesaria para que la serie "n=1 xn sea sumable es que la sucesién de sus términos converja a:
lim (xn) = 0.

Demostracion:

Tomese g = p es la proposicién anterior (Verlo)

"n=1 xn es sumable ! (xn) ! 0

Veamos que el reciproco no se da en alguno de los ejemplos que siguen:

Ejemplos:

e(xn)=(1,1,1, ... ) la sucesion de sumas parciales es (1, 2, 3, ....... ).
* (xn)=(1, -1, 1, -1,....) la sucesién de sumas parciales es (1, 0, 1, 0, 1, O,...... ) no convergente. En otras
palabras, la serie "n=1 (-1)n+1 no es sumable.

En ambos casos (xn) no converge a 0, en el 1° converge a 1 y en el segundo no converge a nada, pues lim
lim sup.

» "n=1 1/2n Como hemos dicho, sera sumable si la sucesién de sumas parciales (n"k=1 1/2k) es converger

(, Ya+1/4, Yo+1/4+1/8,.....). El témino n—ésimo de estas sumas parciales es la suma de una progresion
geomeétrica de primer término ¥2 y razén .
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n"k=1 1/2k = Y% + 122 + 153 +........ + 1/2n = (1er término — siguiente al ultimo) / (1-razén) = = (*2 — 1/2n+1)/
%=1-1/2n'1

La serie "n=1 1/2n es sumable y su suma es 1.

Naturalmente (1/2n) ! 0

Ejercicio:

Estudiar la sumabilidad de las series geométricas "n=0 a rn, donde a, r " R. Si a=0 evid.

Si a "0 ver que la serie es sumable si solo si |r|<1. Ver que, en dicho caso, la suma es a/1-r.

(ar, ar + ar2, ar + ar2 + ar3,........ ) El término n—ésimo de estas sumas parciales es la suma de una progresi
geomeétrica:
nk=lark=ar+ar2 +......... + arn = (ar-arn+1)/1-r = (a/1-r) (r-rn+1) se utiliza |r|<1! a/1-r

* La serie armonica:

"n=1 1/n se verifica que 1/n! 0, luego puede ser sumable.

A diferencia del caso anterior, no conocemos una férmula que nos diga cuanto vale.

1+%+ ... +1/n =n"k=1 1/k

1+%+1/3+%+1/5+1/6 +1/7+1/8+1/9 +....... +1/15 + 1/16 + 1/17

Sl1=1>%

S2=1+v%>2/2

S4 > 3/2

S8 > 4/2

S16 > 5/2

Sn > (n+1)/2

Por otra parte como los términos de esta serie son positivo, la sucesion de sumas parciales es monétona
creciente: S1 < S2 < S3 <..... y ocurre que sustraccion S1<S2<S4<S8<...vaa+Luego(Sn)vaa+!la
serie no es sumable.

Este ejemplo de serie arménica nos falla para poder afirmar que (xn) ! 0 no implica "n=1 xn sumable

La serie "n=1 xn es sumable o convergente, cuando su sucesiéon de sumas parciales: (s1, s2, s3,....... ) = (X!
+x2, X1+ X2 + X3,......... ) es convergente. En dicho caso, al limite de esta sucesion se llama suma de serie

suele representar de la misma forma que la serie "n=1 xn.

Ya el contexto dice de lo que hablamos es la serie, 0 caso de ser sumable de su suma.
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Vimos que: "n=1 xn es sumable ! (xn) ! 0 y que el reciproco es falso.

Ejemplo: La serie arménica "n=1 1/n no es sumable, aunque (1/n)! 0

Un ejemplo sorprendente: La serie "n=1 1/n n sin ceros La expresién decimal de n no tiene ningln cero: 1 +
Pues bien ocurre que la serie arménica suma + (no es sumable) mientras que esta si lo es y su suma es m
que 90.

Veamoslo:

Términos 1/n con n de una cifra hay 9, todos " 1

Términos 1/n con n de dos cifras hay 92, todos < 1/10

Términos 1/n con n de tres cifras hay 93, todos < 1/100

Sea (sl, s2,....... ) la sucesion de sumas parciales de la serie. Como los términos son positivos, la sucesion
creciente s1 <s2 <s3<..... Por tanto, es sumable si sélo si es acotada. Es acotada si sélo si lo es alguna d
sucesion:

S9 <9, s9+92 < 9 + 92/10, s9+92+93 < 9 + 92/10 + 93/100, sn <9 + 92/10 + .... + 9n/10n-1, esto es una
progresion geométrica de primer término 9 y de raz6n 9/10.

(9-9n+1/10n)/(1-9/10) ! n! 9/(1-9/10) ! Lim ( S9+......+9n) = sup {s9+....... +9n/n" N} <90
LimSn!sup{sn/n"N}<90

Es desconcertante porque parece que quitamos pocos términos, de los 9 primeros no quitamos ninguno, de
90 siguientes 9, de los 900 siguientes 171,.............

Ejercicio; Sabiendo que "n=1 1/n no es sumable (suma +) ver que tampoco es "n=1 1/(an+b), donde a,b > C

Indicacion, la sucesidn de sumas parciales de esto es creciente como la de la anterior. En las sucesiones
convergentes es lo mismo que ser acotada.

¢, Qué ocurre en la sucesién arménica generalizada "n=1 1/np?
Sip<llin<l/npluegol+%¥%+ ... +1/n<1+172p+.... + 1/np
Sip " 1 la serie no es sumable (suma +)

Si p > 1 tenemos 1/np < 1/n aquel agumento no vale (el que la grande vaya a + no implica nada). Vamos a
que cuando p > 1 "n=1 1/np es sumable.

1+1/2p+1/3p+1/4p +1/5p +1/6p + 1/7p + 1/8p +...... +1/15p + 1/16p + ...... +1/31p + ...

S1=1
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S1+2<1+2/2p
S1+2422 <1+ 2/2p + 4/4p

S1+2+.....42n <1 +1/2p-1 + 1/4p-1 + 1/8p—1 + ..... + 1/(2p-1)n = 1+1/(2p-1)+1/(2p—-1)2 +....+1/(2p-1)n =
[1-1/(2p-1)n+1)/(1-2p-1) ! n! 1/(1-2p-1)

Progresion geométrica de primer término 1y de razén 1/2p-1 < 1, luego la sucesion (s1+2+....+2n) es acot:
I (sn) es creciente y acotada ! es convergente.

Una cosa que nos olvidamos ver en el capitulos de sucesiones:

» Ver que a" A- si sélo si a es limite de alguna sucesién cuyos términos son de A (Indicacion:
trivialmente, sia" A, entonces a es limite de (a, a, a,....), €n otro caso, es decir, cuando a " A-\ A,
resulta que a " Ay estamos en el caso siguiente).

» Ver que a" A' si solo si a es limite de una sucesién cuyos términos son de A y todos distintos,
(equivalentemente, todos distintos de a).

X1 X2 x3

a-1a-Y a-1/3aa+l/3 at+t*2 a-1

a-1l/naa+l/n

xn "J]a-1/n, a+1/n[, xn " x1, X2, X3,....... , Xn—1

Concepto de subsucesién de una sucesion:

Por definicion, una sucesién de numeros reales es una aplicacion de Nen R, n ! xn.

Supongamos que la aplicacionn " N ! (n) " N es estrictamente creciente, es decir, talquen<m! (n) <
(m). Entonces la sucesion:

N! (n)!x((n)) =xn
Es una subsucesion de la dada.

Esto significa que una subsucesion de (x1, x2, x3,.....) es lo que queda de ella después de quitar finitos o
infinitos términos, siempre que queden infinitos. Por ejemplo, subsucesiones de (x1, x2, X3,......) son:

(x4, x5, x6,........ )
(x1, x3, X5,........ )

(x2, x6, x10, x14,...... )
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Ejercicio:
» Ver que a es valor de adherencia de (xn) si y sélo si a es limite de alguna subsucesién de (xn).
Sia" A, evidente, a es limite de la subsucesion (a, a, a,....).

Sia" A, entonces a es punto de acumulacién de los términos de alguna subsucesion, por lo tanto es valor (
adherencia de xn.

« Ver que toda sucesidn acotada tiene alguna subsucesidn convergente (corolario de la anterior).
 Ver que una sucesion mondtona es convergente si s6lo si es convergente una de sus subsucesione
Las series son una especie de suma infinita.

Dijimos "n=1 xn es sumable cuando es convergente la sucesion de sumas parciales (sn) = (sl, s2, s3,........ j
(x1, X1 + x2, X1 + X2 + x3,........ )

Lo que nos preguntamos ahora es si estas sumas infinitas, que son la series, son asociativas o conmutative
como las sumas finitas de numeros reales.

La respuesta, en general,_es no.
1-1+1-1+1-1+......
"n=1 (-1)n No es sumable porque ((-1)n)no ! 0

Aungue no supiéramos eso, es trivial que no es sumable, porque su sucesion de sumas parciales, (1, 0, 1,
....... ) N0 es convergente.

Sin embargo, asociando asi: (1-1) + (1-1) + (1-1) +......... la serie que resulta es la 0+0+0+.... trivialmente
sumable.

1+ (-1+1) + (-1+1) + (-1+1) +........... , la sucesién que resulta, 1+0+0+0+....... también es sumable, pero de
suma 1.

Proposicion:

Si "n=1 xn es sumable, entonces como quiera que asociemos sus términos, la serie resultante también es
sumable y con la misma suma. (Si podemos meter paréntesis en las series sumables).

Demostracion:
Supongamos que:
XL+ X2+ X3+ x4 +X5+X6+X7+Xx8+X%X9+.........

es sumable. Esto significa que la sucesion de sumas parciales (sn) = = (x1, X1 + x2, X1 + x2 + x3, X1 + x2 +
X3 + x4,........ ) es convergente.

Introduzcamos esos paréntesis:
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X1+ (X2 +x3) + x4 + (X5 + X6 + X7) + X8 + X9 +............

La sucesidn de sumas parciales de la serie resultante es (sl, s3, s4, s7, s8, s9,...... ). Es decir, una subsuce
de (s1, s2, s3,......) que como ésta es convergente y con el mismo limite.

Reordenacién de series:
Dada una serie "n=1 xn y una biyeccién f: N I N, la serie "n=1 xf(n) se llama reordenada de aquella.

Se dice que esa serie es incondicionalmente sumable cuando toda biyecciéon f: N ! N "n=1 xf(n) es sumable
con la misma suma que "n=1 xn

Una serie incondicionalmente sumable es una serie en la que la suma infinita es conmutativa.
Ejercicio:

Ver que si "n=1 xn es sumable y si f: N I N es una biyeccion, tal que f(n) = n, para todos los n " N, salvo
finitos, entonces "n=1 xf(n) también es sumable y con la misma suma.

Consideramos la serie "n=1 (-1)n+1/n (es lo que se llama una serie alternada: los signos de sus términos s

Por ser alternada y verificarse que (1/n) 0 es facil ver que esta serie es numerable (es la serie de valores
absolutos de los términos)

I | ] (serie armoénica alternada

0 s2 s4 s3 sl es sumable)

sl=1

§$2=1-%52<s4<s6<....<s5<s3<sl

s3=1-%+1/3

s4 =1-%+ 1/3 - Yaluego existen sup {s2n/ n " N} es acotado superiormente

por cualquier (s2n+1) y no vacio. Inf {s2n+1/n" N} es

acotado inferiormente, por cualquier (s2n) y no vacio. Ademas s2n+1 — s2n = x2n+1 In! 0
I sup {s2n} = inf {s2n+1} = la suma de la serie. Ademas su suma es log. 2.

Estos mismos argumentos sirven para ver que toda serie alternada "n=1 (-=1)n xn tal que (xn) 0 es sumable
(ejercicio).

Por otra parte sabemos que la serie "n=1 1/n no es sumable (suma +). Por tanto las series "n=1 1/2n, "n=1
1/(2n-1) no son sumables.

Yot Ya+ 16+, } Simplemente basta tener en cuenta que las sumas parciales
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1+1/3+15+17+.... }de Y2 + ¥ +1/6 +..... son % de las sumas parciales de
1+%+1/3+Ya+...... , éstas van a + ! aquellas también.
Analogamente, se veriaelcasode 1 + 1/3 + 1/5 +............

Supuesto lo anterior, podemos considerar la serie dada "n=1 (-1)n/n de forma que deje de ser sumable 0 s
lo que no de la gana (por ejemplo 278)

Reordenemos esa serie de forma que sume 278.

Como "n=1 1/(2n-1) suma +, podemos encontrar n " N talque:

1+1/3+1/5+....... +1/(2n-1) " 278 <1 + 1/3 +.......... +1/(2n-1) + 1/2n

Sean2 " N tal que:

1+1/3+.+1/2nl -Y% - Y —-..-1/(2n2-2) " 278 >1 + 1/3+..+ 1/2nl - Y% - Ya—... — 1/2n2

Empezamos a sumar impares hasta sobrepasa 278, en ese momento restamos 1/n's (n par) hasta volver a
izquierda de 278. En ese momento sumamos 1/n's , n impar, hasta volver a la derecha de 278,............... Es
facil ver que esta reordenacion de la serie dada es sumable, con suma 278, lo que se utiliza en todo esto e:

"impares = +y " pares = -.

Teorema: (Rieman)

Si "n=1 xn es una serie con infinitos términos positivos e infinitos términos negativos, tal que (xn) ! 0, y que
positivos = + y " negativos = —, entonces se puede reordenar de forma que sume lo que queramos. Mas adui
puede reordenar de forma que la sucesion de sumas parciales tenga como conjunto de valores de adheren
cualquier intervalo cerrado (acotado 0 no)

[a, al, [a, b], [a, +[, |-, a&], |-, +]

Reordenacion de "n=1 (-1)n/n de forma que la sucesion de sumas parciales tenga como valores de adhere
a todos los numeros reales.

« Sumas positivos hasta sobrepasar al 1 por la derecha.
* Sumas negativos hasta sobrepasar al —1 por la izquierda
« Sumas positivos hasta sobrepasar al 2 por la derecha.

* Sumas negativos hasta sobrepasar al -2 por la izquierda
* Sumas positivos hasta sobrepasar al 3 por la derecha

Ejemplo:

La serie:

2-1+1-%+2/3-13+2[4-Y%+2/5-1/5+............

es alternada (+, — ,+, —, +,....... ) y tal que la sucesién de sus términos converge a 0.

Sin embargo esa serie no es numerable (suma +).
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Ocurre que la sucesion de valores absolutos de sus términos no converge monétona—mente a 0. Es decir, 1
verifica la condicion suficiente para la sumabilidad que vimos ayer.

Definicién:

Se dice que la serie "n=1 xn es absolutamente sumable cuando es sumable la serie de términos positivos, '
|xn|

Proposicion:

Toda serie absolutamente sumable es sumable. (El reciproco no es cierto. Basta saber que "n=1 (-1)n/n es
sumable, pero "n=1 1/n no lo es)

Demostracion:

Supongamos que "n=1 |xn| es sumable. Esto significa (condicion de Cauchy) que " >0," "N/q>p> !
g"n=p |xn| < (la sucesién de sumas parciales de aquella serie es de Cauchy). Pues bien, basta tener en cL
que:

|[g"n=p xn| " g"n=p |xn| para obtener que también la serie "n=1 xn verifica condicion de Cauchy.

Teorema:

Si "n=1 xn es absolutamente sumable entonces es incondicionalmente sumable (Recordemos que "n=1 xn
incondicionalmente sumable (reordenable) cuando cualquiera que sea la biyeccién : N !' N, "n=1 xn es
sumable y con la misma suma que la dada).

[Es mas, absolutamente sumable ! incondicionalmente sumable]

Demostracion:

Supongamos que "n=1 xn es absolutamente sumable y que : N !N es una biyeccion.

Veremos primero que también "n=1 x (n) es absolutamente sumable y segundo que tiene la misma suma q
la dada.

1°.- Que "n=1 xn es absolutamente sumable significaque:" >0," "N/q>p> !qg"n=p |xn| < . Esto
implica que "n= |xn|" (Recuérdese que la suma de la serie de términos positivos "n=1 |xn| es el limite de
(x|, x|+ X +1], |x |+ |x +1] + |x +2],.....) el cual es igual, la sucesion es creciente, al sup {|x |, [x | +

[x +1],......}).

Por otra parte, como es una biyeccion, existe ' " N tal que {1, 2, ...... 1), Q) e, , O}
portantoq>p > "1 g"n=p |x ()] " "n= |xn| " !"n=1 |x (n)| verifica la condicion de Cauchy.

2°—- Sea s lasumade "n=1 xny tla suma de "n=1 x (n). Queremos ver que s = t, 0 lo que es lo mismo, que
>0|s—t| <

La clave de la demostracion s =t esta en la siguiente desigualdad:
[s =1t "|s — n"k=1 xk| + [n"k=1 xk — m"k=1 x (n)| + [m"k=1 x (n) — |

Dado >0,
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Por la definicion de s," "N/n> !|s - n"k=1xk| < /3

Por la definicion de t,” "N/n" !'|m"k=1x(n) —t| < /3

Sabemos, ademas, que " " N "n= |xn| < /3 (esto estaba en la primera parte)
Por tanto, sitomamos "Ntalque =max.{, , }vy{L, 2,...... , "

"{(), (2), ........ , ()} entonces [n"k=1 xk — m"k=1 x (n)| " "n= |xn| < /3!
Hs—-t< (" >0)

Hemos probado que:

Absolutamente sumable ! incondicionalmente sumable (reordenable)
También es cierto:

Sumable, no absolutamente sumable!no incondicionalmente sumable (no reordenable)
(condicionalmente sumable)

Para ver esto Ultimo se procede de la siguiente manera:

1°.— Se ve que si una serie es sumable, pero no absolutamente sumable, entonces tiene infinitos términos
positivos e infinitos negativos.

2°.— La serie formada por los infinitos términos positivos (negativos) no es sumable (suma +vy —,
respectivamente, como ocurre por ejemplo en"n=1 (-1)n/n)

3°.—- La serie en cuestion, puede reordenarse de forma que la sucesién de sumas parciales tenga a cualqui
intervalo cerrado como conjunto de valores de adherencia.

Criterios de sumabilidad (o de convergencia) para series de términos positivos:

Dada la serie "n=1 xn, tal que xn > 0, (n " N), se trata de saber si esa serie es sumable 0 no (no de calcular
suma).

Una cuestion esencial en este asunto, es el hacho de que la sucesién de sumas parciales de una serie de
términos positivos es mondtona creciente.

Por tanto, es convergente si s6lo si es acotada, si sélo si lo es alguna de sus subsucesiones.
Criterio de comparacién.
Sean "n=1 xn , "n=1 yn series de términos positivos.

Si se verifica que xn " yn, para todo n (o todo n salvo finitos) y si "n=1 yn es sumable, entonces "n=1 xn
también lo es.

Por lo mismo, si "n=1 xn no es sumable, "n=1 yn tampoco lo es.
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Demostracioén:

Basta tener en cuenta que x1 + ..... +xn"yl+ ... +yn, y por tanto, (y1 + ..... + yn) creciente acotada ! (x1
.... + Xn) creciente.

En otras palabras, una serie de términos positivos que tiene mayorante sumable, es sumable, y una serie d
términos positivos que tiene minorante no sumable, no es sumable.

Este criterio esta en la base de todos los criterios de sumabilidad para series de términos positivos.
Criterio de comparacién por paso al cociente:

Sean "n=1 xn, "n=1 yn series de términos positivos.

Supongamos que se verifica que lim. nl xnfyn=a (0 "a" +)

Entonces:

1°.—- Si 0 < a < +, ambas series son sumables, 0 ambas son no sumables.

2°-Sia=0, "n=1yn sumable ! "n=1 xn sumable, y si "n=1 xn no sumable !

"n=1 yn no sumable.

3°.— Sia =+, al revés que la anterior.

Ejercicio: En el criterio de comparacion, ver gue: basta con que xn " yn se verifique para todos losn " N,
salvo finitos.

Indicacion: hacer uso del hecho de que si cambiamos finitos términos de una serie, la serie resultante tiene
mismo caracter (sumable o no sumable) que la dada.

Demostracioén:

1° De la definiciéon de limite se sigue que " "N a/2 <xn/lyn<3a/2 (n> ) (nota: dado =a/2," "N/n>
I'[xn/lyn — a| < a/2)

Por tanto, cuando n > !yn < 2/a xn
Xn < 3a/2 yn

Es decir, la serie "n=1 2/a xn es mayorante (salvo finitos) de la "n=1 yn y la serie "n=1 3a/2 yn es mayorante
(salvo finitos) de la "n=1 xn

Nétese que cualquiera que sea " 0, "n=1 xn es sumable si sélo si lo es "n=1 xn
2° De la definicion de limite se sigue que " "N /n> !xn/yn < 1 basta tomar cualquier n° positivo !
Ixn<yn(n>)

3° De la definicion de limite se sigue que," "N/n> Ixnfyn>1!lyn<xn(n>)
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Ejemplos:

La serie "n=1 1/(3n+5) no es sumable porque:
Lim n! [1/(3n+5)])/(1/n) = lim n! n/(3n+5) = lim n! 1/(3+5/n) = 1/3
"n=1 1/n no es sumable, esa tampoco.

La serie "n=1 1/(3n2 + 2n + 1) si es sumable porgue, lim n! [1/(3n2+2n + 1)]/(1/n2) = 1/3 y la serie "n=1 1/n2
también es sumable.

A la vista esta que para aplicar estos criterios es necesario contar con una bateria de series cuyo
comportamiento (sumabilidad o0 no) es conocido.

Cuando no existe lim n! xn/yn

Proposicion:

Si 0 < lim n!inf xn/yn " lim n! sup xn/yn < + entonces "n=1 xn es sumable si solo silo es "n=1 yn
Demostracion:

Supongamos que 0 < a =lim n! inf xn/fyn " lim n! sup xnfyn=b <+

I todos salvo finitos los xn/yn !

Oa/2ab2b

! todos salvo finitos los xn/yn !

De la definicién de limite inferior (superior) se sigue que: " "N/n> !xn/yn>a/2

es decir,yn<2/axn, (n>)

"'™N/n>"'lIxnlyn <2b, esdecir,xn<2byn,(n> ")!

—la serie "n=1 xn es salvo finitos términos y un factor multiplicativo > 0, mayorante
dela"n=1yn

I

—La serie "n=1 yn es salvo finitos mayorante de "n=1 xn

¢, Qué ocurre si a=0 6 b=+? (el caso a=b es el de existencia de lim n! xn/yn, ya tratada
anteriormente).

- Caso:0=a<b<+solotenemos que,” ""N/n> "l xnlyn < 2b, xn < 2b yn
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Es decir, "n=1 yn sumable ! "'n=1 xn sumable
—Caso:0<a<b=+s6lotenemos que," "N/n> !xn/yn>a/2, yn<2/axn
Es decir, "n=1 xn sumable ! "'n=1 yn sumable

— Caso extremo: 0 = a < b = + (no tenemos nada)

Ejemplo:

Laserie 1+ 1/22+1/'3+1/42+1/"5+ 1/62 + 1/"7 + ........... comparada con laarménical + % + 1/3 + Y4 +
............. de a=0, b =+ (lo anterior no dice nada)

Ejercicio:

Comparese con la"n=1 1/n2 o con la "n=1 1/"n

Hemos visto criterios de comparacién (de una serie de términos positivos con otra). Veamos ahora criterios
intrinsecos (no aparece en ellos mas que la serie, de términos positivos, cuya sumabilidad, o no sumabilida
gueremos conocer. Sin embargo, esta escondido en ellos un criterio de comparacién con series geométrica
gue aparecera en la demostracion de las proposiciones).

Proposicion: (criterio de cociente o de D' Alembert)

Sea "n=1 xn una serie de términos positivos, se verifica:

1.- Silim n! sup xn+1/xn < 1, la serie es sumable

2.— Silim n! inf xn+1/xn > 1, la serie no es sumable

3.— Silimn!inf xn+1/xn " 1" Si lim n! sup xn+1/xn < 1, el criterio no dice nada (puede

ocurrir cualquier cosa).

Demostracion:

l-Sealimn!supxn+l/xn<lyseaa<b<l

I todos salvo finitos xn+1/xn estan aqui !! salvo finitos xn+1/xn

Oabl
" "N/n" Ixn+l/xn<b, esdecir,x+1<x b
X+2<X b<x b2

X+3< ... <X b3
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Xx+k < ... <X bk

Osea laserie x1 +x2 +......... +X-1+Xx +X b+x b2+ ... que es sumable, salvo finitos términos,
geométrica de razén b < 1 es mayorante de la dada ! la dada es sumable.

2.— Supongamos que lim n! inf xn+1/xn = a > 1 entonces a la izquierda de cualquier entorno de a sélo qued
finitos xn+1/xn.

Esdecir,” "N/n> !xn+l/xn>1!(xn)no!0
O<X+1<X+2<X+3<.iiinne. I'"'n=1 xn no es sumable
3.— Para esto basta poner ejemplos:

"n=1 1/n no es sumable y le ocurre que lim n! xn+1/xn =1
"n=1 1/n2 si es sumable y le ocurre lo mismo

Este criterio no sirve para estudiar la sumabilidad de series tan importantes como la arménica. Da el caso 3
para toda "n=1 1/np

Proposicion: (criterio de la raiz o de Cauchy)

Sea "n=1 xn una serie de términos positivos y sea a = lim n! sup n"xn, se verifica:

1.-Sia<1, laserie es sumable

2.— Sia>1, la serie no es sumable

3.— Sia =1, puede ocurrir cualquier cosa.

Demostracion:

3.— Basta considerar que "n=1 1/n no es sumable y se verifica que lim n! n"(1/n) =limn! 1/n"n=1
O que "n=1 1/n2 si es sumable y que se verifica que lim n! n"(1/n2) = lim n! 1/n"n2 =1

1.- ! finitos n"xn

Oab1l

Sea a < b < 1. De la definicién de limite superior se sigue que a la derecha de b sélo hay finitos n"xn. Es de
" "N/n> In"xn < b, xn < bn. Por tanto, la serie x1 +...... +Xx-1+b +b+1+....... +b+k+....... es
mayorante de la dada, x1 + x2 + x3....., y sumable (es sumable porque salvo finitos términos es geométrica
razon by 0 < b < 1). Por tanto la dada es sumable.

2.— linfinitos n"xn
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De la definicién de lim sup. Se sigue que hay infinitos n"xn que son mayores que 1. Es decir, infinitos xn > 1
Luego (xn) no ! 0! la serie no es sumable.

Puede probarse que lim nlinf xn+1/xn " lim nlinf n"xn " lim n! sup n"xn " " lim n! sup xn+1/xn
Por consiguiente el criterio de la raiz es mejor que el del cociente.
Puede ocurrir que el del cociente de el caso 3y el de laraiz el caso 1.

Cuando estudiamos la sumabilidad de series arménicas "n=1 1/np (sumable si solo si p>1) utilizamos un trc
gue puede utilizarse en muchos mas casos. (repasarlo)

De hecho puede anunciarse como proposicion de la siguiente forma:

Proposicion:

Sea "n=1 xn una serie de términos positivos tal que (xn) 0. La serie es sumable ! la es la "n=1 2n x2
Demostracidn: es facil ver por donde va, repasando aquello de las arménicas.

Ejercicio; Ver que la serie "n=1 1/[n(log n)p] es sumable ! p > 1

Aplicando dos veces la misma proposicion que lo mismo ocurre con

"n=1 1/[n log n (log (log n))p]

Los criterios de sumabilidad que hemos visto para series de términos positivos sirven para estudiar la
sumabilidad de series de términos cualesquiera.

Por definicion la serie "n=1 xn, es absolutamente sumable cuando la serie de términos positivos "n=1 |xn| e
sumable.

La sumabilidad absoluta es mas importante que la ordinaria (las serie absolutamente sumables con las
reordenables incondicionalmente sumables).

Los criterios del cociente y la raiz tienen esta forma:

Proposicion:

Sea "n=1 xn una serie sin ceros, se verifica que:

1.- Silim nlinf [xn+1/xn| < 1, la serie es absolutamente sumable.

2.— Silim nl'inf |xn+1/xn| > 1, la serie no es sumable, (no es sumables y menos
absolutamente sumable)

3.— Silim nlinf [xn+1/xn| " 1 " lim n! sup [xn+1/xn| puede ocurrir cualquier cosa, que sea

absolutamente sumable, que sea
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sumable pero no absolutamente

sumable o que no sea sumable

Demostracion:

1.- Ya la hemos visto.

2.— Recuérdese la correspondiente proposicién para serie de términos positivos, véase
que, 2! (xn]) no!'0!(xn)no!0

3.— Series que verifican:

lim n! [xn+1/xn| =1

"n=1 (-1)n/n2 absolutamente sumable

"n=1 (-1)n/n sumable no absolutamente sumable
2-1+22-%+2/3-13+2/4-Y+2/5-1/5............
[xn+1/xn| = (Y2, 1, Y, 413, Y2, 312, Y4, 8/5, Y,.......... )

lim nlinf [xn+1/xn| = ¥z lim n! sup |[xn+1/xn| = 2
Proposicion:

Sea "n=1 xn una serie y sea a = lim n! sup n"|xn| (n6tese que xn+1/xn tiene sentido para todo n, pero n"xn r
tiene sentido cuando.......

Se verifica que:

1.- Sia< 1 laserie es absolutamente sumable (ya lo sabemos)

2.— Sia>1 la serie no es sumable (ya lo sabemos porque 2! (|xn[)no!0 ! (xn)no!0)

3.— Si a =1 puede ocurrir cualquier cosa (lo mismos ejemplos de antes).

Estos criterios no sirven para averiguar la sumabilidad, sirven para averiguar la absolutamente sumabilidad
Existen también criterios de sumabilidad de serie de términos cualesquiera.

FUNCIONES REALES DE VARIABLE REAL

Una funcién de este tipo es una aplicacion.

ffA"RIR

x"ATfX)"R

A cada x " A asegura un, y s6lo un f(x) " R. A es el dominio o conjunto de definicion de f. El rango o
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conjunto imagen de f, {x " R/ f(x)=y para algin x " A}

La funcién se dice inyectiva cuando x, y" A, x "y ! f(x) " f(y) (puntos distintos, imagenes distintas).
Las funciones las representamos asi:

Es inyectiva cuando en cada linea

Horizontal hay, a lo sumo, un valor

Las operaciones usuales de adicion y multiplicacién en el conjunto imagen, R, de estas funciones, induces
operaciones importantes en el conjunto de funciones de variable real.

Adicién:

Dadaf: A"R!Ryg:B"R!Rdefinimosf+g: AB"R!R de lasiguiente formax " A B, (f+ g) (x) = f(x) +
9(x)

De las propiedades de la adiciéon de nimeros reales, se siguen inmediatamente las propiedades analogas ¢
adicion de funciones:

f+g=g+f
f+@+h)=(F+g+h
Multiplicacion:
f-gAB"R!R, (f-g) x) =f(x) - g(x)
Con ciertas propiedades.
Multiplicacion por escalares
"R, fA"RIR, () (x) = f(x)
Dado A" R, llamamos f " f (A, R) al conjunto formado por todas las funciones de A en R.
Es facil ver que:
(f, +) es grupo abeliano
El neutro es la funcién 0, x " A! 0
El opuesto de f: AI R es —f: A! R definida por (-f) (x) = —f(x)
(f, +, -) anillo conmutativo y unitario.
Ejercicio:
Ver que si A tiene mas de un elemento, entonces (f, +, -) no es un cuerpo. Es decir, existen funciones que r

son la cero, que eso tiene inverso multiplicativo. Ver que ese anillo tiene divisores de cero, es decir, existen
g que no son la cero, tales que f - g si es la cero.
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(f, +, -) es un espacio vectorial sobre R. (Véase)
Ejercicio:

Ver que si A tiene infinitos elementos, entonces ese espacio vectorial es de dimensién infinita, es decir, se
pueden encontrar tantas funciones linealmente independientes como queramos.

Ejercicio;

Ver que si A tiene n elementos, entonces ese espacio vectorial tiene dimensién n, (encontrar una base con
elementos).

Definicion:

Sea a un punto de acumulacion de A" R. Se dice que b " R es limite ena de f: A" R ! R cuando:
" >0," >0:x"A,0<|x-a|< !f(x)-b|<

b = lim x!a f(x)

Cualquier que sea ]b—, b+ [, con >0, existe Ja—, a+ [, con >0, tal que todos los x " A salvo el a, que
estdnen]a—, a+ [, los llevafa]b-, b+

" >0," >0:x"A(Ja-,a+[\{a}) I f(x) " ]b—, b+|
Ejercicio:;

Ver que si mantenemos esa definicién para a, no es punto de acumulacion de A, entonces cualquier b " R ¢
limite de f en A.

Nétese que f no tiene porque estar definida en a. En caso de estarlo, no importa para nada el valor de f(a).
Definicion:

Se dice que b " R es limite en a (pto. de acumulacion de A) de f: A" R R, cuando:

" >0," >0/x"A,0<|x-a|< !|f(x)-b]<

Propiedades de los limites:

Aunque, en general, no lo repetiremos, siempre que hablemos de limite de una funcién en un pto., se
entendera que ese pto. es de acumulacion del dominio de la funcién.

Proposicion:

Si f tiene limite en a, entonces dicho limite es Unico.
Demostracion:

Supongamos que b y ¢ son limites de f en a.

" >00<x-a|<
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Entonces dado [(|b-¢[)/3]>0/x"A!

" >00<|x-a|<

|f(x) = bl <[(lb —cl) /3]

!

|f(x) — ¢l <[(Ib-cl) /3]

Por tanto, six" A, 0 < |x —a] <max. (, ) entonces:

[b—c|"|b-f(x)|+|f(x) — c| < 2/3 |b - c| (absurdo)

Ejercicio:

0six"Q

Ver que la funcién de Dorichlet f: x " R ! no tiene limite en ningun pto.
*six"Q

Proposicion:

Sif: A"R!Ryg: B"R!R tiene limite en a (ptos. De acumulacién de A B, por tanto, pto. de acumulacion
de Ay de B).

-f-g:AB!R f:A!'R( "R)y se confirma que:
lim xla (f+g) (x) = lim n'a f(x) + lim n!a g(x)

lim x!a (fg) (x) = lim x!a f(x) - lim x!a g(x)

lim x!a (f) (x) = lim x!a f(x)

Demostracion:

Suma:

Por hipotesis:

" >0x"AO<|x-al< |f(x)-b]< /2

" >0:1

" >0x"BO<|x-b|< |g(x)-bl< /2

PortantoO<|x—a|<max. (, )!|(f+g) (X) —(b+c)|"[f(x) = b|] +|g(X) — c| <
Producto por escalares:

Por hipotesis:
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" >0," >0:x"A,0<|x-a|]< !|f{x)=b]</
Portanto0< |x—a]< !|f(X)—Db|<

Producto:

La clave de la desigualdad esta en la desigualdad:
[f(x)g(x) — be| " |f(X)] |g(x) — c| + |f(X) — b]| |c|. A la vista de esto razonamos de la siguiente forma:
Por una parte:

" >0,0<|x—-a]< ![f(x)=-b]<1![f(x)|<1+|b]
Por otra parte:

" >0x"A0<|x-a|< [f(x)-b|< /2|c]|

" >0:1

" >0x"B,0<|x-al< [g(x) - c|< /(1+]b])

Por tanto:

Xx"AB,0<|x-a|l<min. (, , )![f(x)g(x) - bc|
Proposicion:

Sif: A" R ! R tiene limite b " 0 en a (pto. de acumulacién de A) entonces también 1/f: x " A*" R ! 1/f(xX) " R,
(donde A* = {x " A/ f(x) " 0}) tiene limite en a, y dicho limite es 1/b.

En otras palabras, si lim xla f(x) = 0, entonces lim x!a 1/f(x) = 1/lim x!a f(x)
Corolario:

Si existen los limites lim x!a f(x), lim x!a g(x), y el segundo es distinto de cero también existe lim x!a
f(x)/g(x) y es igual a [lim x!a f(x)])/[lim xla g(x)]

Notese:
1° Que si f esta definida en Ay g lo esta en B, entonces f/g lo esta en A B*, donde B*={x " B/ g(x) " 0}.

2° Que para gue tenga sentido el corolario, a debe de ser pto. de acumulaciéon de A B* (por tanto, también
Ay de B).

Demostracion de la proposicién:

Lo 1° que hay que ver es que si a es pto. de acumulacion de A, y si lim x!a g(x) = b " 0, entonces también e
pto. de acumulacién de A* .

En efecto, que a es pto. de acumulacion de A, significa que:
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">0[la-,a+ [\{ah)A""

Como b " 0 de la definicion de limite se sigue que dado |b|/2 > 0, existe
>0/x"A,0<|x-a|< !lf(x)-b]<|bJ/2,

[f(x) = bl ™ [b] = [f()] ! f(x) > [bl/2

Asique, (Ja- ,a+ [\{a})) A=(a- ,a+ [\{a}) A*, de donde se saca que a es pto. de acumulacién de
A* .

Los ptos. de A (salvo a) que estan proximos a a son de A* .

Lo 2° es que, eso supuesto, tenemos que ver que |1/f(x) — 1/b| es tan pequefio como queramos, sin mas qu
tomar x suficientemente proximo a a (pero " a). La clave de la demostracion esta en |1/f(x) — 1/b| = [|f(x) = b

TTIFCAN [bl]

Por hipétesis,” >0" '>0/x"A,0<|x—a| < "lf(x) = b|] <(|b]2/2)

Portantosix" A, 0<|x—al <min. (, "), entonces x " A*y ademas,

|1/£(x) — 1/b] = [If(x) = bI] 7 [IfCx)1 [bl] < [If(x) — B[] / [(Ib] / 2) [b]] <

Limites infinitos y limites en el infinito:

Definicion:

Supongamos que a es pto. de acumulacién de A.

Se dice que + (-) es limite de f: A" R ! R, cuando:

"M," >0/x"A,0<|x—-al]< !f(x) > M (respectivamente f(x) < M)

Un enunciado equivalente al primero es:

"M," >0/x"(a-, az=>[Author:DMB]+ [\ {a}) A f(x) " ]M, +[

Ejemplos:

F:x"R\{0}! 1/x2

Lim x!0 1/x2 = +

G: x"R\0}! 1/x

lim x!10 g(x)

Si admitimos a los limites infinitos, sin mas, en la familia de los limites, tenemos lamentables pérdidas, deja
de ser cierto, en general, que el limite de la suma (producto) sea la suma (el producto) de los limites. Algo ¢

conserva, por ejemplo:

Lim xlaf(x) =+, Lim xlag(x) = b (n°real) ! Lim xla (f + g) (x) = +
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Lim xlaf(x) =+ (=), Limxlag(x) =+ (=) ! Lim xla (f + @) (x) = + (-)
Sin embargo:

Lim x!a f(x) = +, Lim x!a g(x) = — ! Lim x!a (f + g) (x) puede ocurrir cualquier cosa, no existir, ser cualquier
ne real, ser + 6 —.

Definicion:

Supongamos que + (=) es pto. de acumulacién de A " R (esto significa que en toda semirecta positiva hay
ptos. de A. Es decir, "M, "x" A/ x> M). Se dice que b" R es limiteen + (-)de f: A" R IR, b = lim x! f(x),
cuando:

" >0,"M/X"A Xx>M(x<M)!|f(x) - b] <

Nota: Recuérdese que una sucesion de niumeros reales es una aplicacion de N " R en R. Nétese que la
definicién que dimos de limite de una sucesion es exactamente la de limite en + de esa funcién que es la
sucesion.

Nétese que + es pto. de acumulacion de N (el Gnico pto. de acumulacion que tiene).

Ejercicio:

Ver que se conserva el algebra de limites que ya hemos estudiado (limite de la suma es la suma de los lim
etc.) para estos limites en el infinito (de hecho ya lo vimos para el caso particular de los limites de
sucesiones).

Recuérdese que ese algebra de limites se perdia parcialmente para los limites infinitos:

1°) Si el limite de una funcion en un pto. es + y otra en el mismo pto. es —. El limite de la suma puede no
existir o de existir puede valer cualquier cosa.

29) Si el limite de una funcién en un pto. es + y el de otra en el mismo pto. es 0. El limite del producto puede
no existir o, de existir, valer cualquier cosa.

Volviendo a los limites infinitos, veamos ejemplos de esas restricciones.
Ejemplos de lo primero:

1.-fix"R\{0}! 1/x2

g: x"R\{0}!1/—x2

x10,fx) '+ ,gxX)!'=-(Ff+g)(x)!0

2-fx"R\{0}! 1/x2

g: x"R\{0}!-2/x2

x10,fx) !+, gx)!'-(f+g)x)! -

3.-f:x "R\ {0} ! 1/x2
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g:x"R\{0}! -1/x2 + 4

i)+, gx)!'-(f+g)(x) !4

4.-f x"R\{0}! 1/x2

-1/x2six"Q

g: x"R\{0}!

~1/x2-7six"Q

0six"Q

f+g:x"R\{0}!

-7six"Q

f + g no tiene limite en 0.

Ejemplos de lo segundo:
1.-fix"R\{0}! 1/x2

g:x"R1!x2

10, f(x)!'+,gx)!'0(fg)(x)!1
2-fx"R\{0}! 1/x2

g: x"R13x2
x10,fx)!'+,gx)'0(fg)(x)!3
3.-fx"R\{0}! 1/x2

g:x"R!x3
x10,fx)!'+,gx)!'0(fg)(x)'0

4.-f x"R\{0}! 1/x2

g:x"R!x

x10,f(x) !+, g(x) !0 (f g)(x) ! no existe.
En esto anterior estan demasiado mezclados los limites infinitos y limites en el infinito.
Naturalmente, se pueden mezclar ambos conjuntos (de limite infinito y de limite en el infinito).

Definicién:



Se dice que f: A" R ! R tiene limite — en + (pto. de acumulacién de A) cuando:
"M,"N,x"A, Xx>N!f(x)<M

Ejemplo:

F:x!-x

Lim x! f(x) = -

Mas sobre el conjunto de limite:

« Limites laterales (por la izqda. y por la dcha.)
* Limite inferior y superior.

Ambos conjuntos, para funciones de R en R, son posibles porgue R esta totalmente ordenado. El orden en
conjunto original da lugar al concepto de limite por la izqda. y la dcha.

El orden del conjunto imagen, al concepto de limite inferior y superior.
Limites laterales:

Diremos que a es pto. de acumulacién por la izqda. (dcha.) de A" R, cuando:
"r>0,]Ja-r,a[A""

a-r (en cualquier intervalo de esta forma, abierto, sin el a, hay puntos de A) a
Derecha: Ja, atr[ A" "
Definicion:

Sea a pto. de acumulacion por la izqda. de A. Se dice que b " R es limite por laizqda. def:a"R!Rena
cuando:

" >0," >0/x"Aja- <x<all|f(x)-b|<

Izgqda. b = lim x!a— f(x) = lim xa f(x)

Dcha. b = lim x ! a+ f(x) = lim xa f(x)

El algebra de limites para limites laterales es la misma que para limites ordinarios. Es decir,
Proposicion:

Si a es pto. de acumulacién por la izqda. de A B (A dominio de f, B dominio de g) y si: b = lim xla— f(x), ¢ =
lim xla— g(x), entonces:

b+ c=Ilimx!a- (b + c)(x)
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La demostracién es idéntica a la que conocemos para limites ordinarios.

Siempre que se hable de limite por la izqda. de una funcién en un pto. quedara sobreentendido que el pto.
de acumulacién por la izqda. del dominio de la funcién.

Proposicion:

Sea a pto. de acumulacion por la izqda. y la dcha. de A. Entonces f: A" R | R tiene limite en a si s6lo si tien
limite en a por laizqda. y la dcha. y ambos coinciden.

Ejemplo:
lsix"1
F:x"R!
2six>2
lim x!1- f(x) = 1 lim x!1+ f(x) = 2

» Limites de oscilacién de una funcion.
« Limites inferior y superior.

Definicion:

Sea a pto. de acumulacion de A. Se dice que b es un limite de oscilacién de f: A" R ! R en a cuando:
" >0," >0,"x"A,0<x-a< /[|f(x)-b| <

Ejercicio:

Ver que b es valor de adherencia de un sucesion xn si solo si es limite de oscilacion en +def: n" N ! xn
Es un concepto que ya conociamos para el caso particular de las sucesiones y el pto. +.

Ejemplo:

0six"Q

F:x"R!

1six"Q

Véase que 0y 1 son los Unicos limites de oscilacién de f en cualquier pto.

F:x"R\{0}!sen 1/x

Ejercicio:

Ver que todo nimero real b " [-1, 1] es limite de oscilacién de f en O.

Definicién:
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Se dice que b es limites superior (inferior) de f en a, cuando f es acotado en algin entorno de ay b es el m:
(menor) de los limites de oscilacion de f en a. Si f no es acotada superiormente en ninglin entorno de a pue
decirse que + es lim x!a sup f(x).

b = lim x!a sup f(x) = lim x!a f(x)
b = lim x!a inf f(x) = lim x!a f(x)

Para estos limites, superior e inferior, no funciona el algebra de limites. Se verifica, por ejemplo que lim x!a
sup (f+ g)(x) " lim xla sup f(x) + lim x!a sup g(x) (Probarlo).

Ejercicio; Escribir la definiciéon de limite superior con 'sy 's.
Proposicion:
Sea a un pto. de acumulacion de A.

f: A" R ! R tiene limite b en a si sélo si, para toda sucesiéon (xn) de A\ {a} que converge a a, la sucesion
(f(xn)) converge a b.

Esto es util para ver que f no tiene limite en a, basta encontrar una sucesién (xn) ! a tal que (f(xn)) no es
convergente.

Puesto que esa es una condicién necesaria y suficiente para que lim x!la f(x) = b, bien podemos decir que e
una definicién alternativa del concepto de limite.

Para ver que f: A" R ! R no es continua en a " A A' basta encontrar una sucesion en A, (xn) ! a, tal que (f(xr
no ! f(a)

Demostracion:

b = lim x!a f(x)

" >0," >0/x"A,0<|x-a]< !l|f(x)-b|<

f"la- ,a+ [\{a}!f(x)"]b- ,b+ |

Supongamos que lim x!a f(x) = b. Esto significaque " >0," >0/x"A, O<|x—al|< !|f(x) - b| < .

Por consiguiente, si (xn) es una sucesion de A\ {a} que converge a a, dado aquel >0," "N/n> !0<
[xn—a| < '[f(xX)-b|< !'(f(x))!b

Reciprocamente (contra—). Supongamos que f no tiene limite de f en a. Entonces:
" >0/"n"N,"xn"A,0<|xn-a|]<1l/n,|f(x)-b|> .
Es evidente que (xn) (que es de A\ {a}) converge aa perof(xn)no!b

FUNCIONES CONTINUAS
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Definicion:
Se dice quef: A"R ! R es continua en R " A cuando:
" >0," >0/x"A |x—-a]< !|fKx) -fa)| <
Es evidente que sif: A" R ! R es continua en a, entonces:
* O bien a es pto. aislado de A (caso trivial) (si a es pto. aislado de A, es decir, siexiste >0/]Ja- ,a
+ [ A ={a} entonces f es continua en a, convenimos que toda funcion es continua en los ptos.
aislados de su conjunto de definicién).
» O bien a es pto. de acumulacién de A, y se verifica que:
- Existe limite de f en a.
- Dicho limite es, precisamente, f(a).
De lo que hemos visto sobre el algebra de limites se sigue que:
Proposicion:
Si: A"R!Ayg:B"R!R son continuas en a" A B, entonces también lo son
-f+g:AB!R
« AIR
+fg:AB!R
e yencaso de que g(A) " 0: 1/g: AB*! R, donde B*={x" B/ g(x) " 0}

En otras palabras un conjunto Ca (A, R), formado por las funciones de A en R que son continuasena"A e
un subalgebra del algebra conmutativa y unitaria de todas las funciones de A en R ( (A, R)).

No solo la adicion, multiplicacién, multiplicacion por escalares, division (salvo por 0) de continuas dan
continuas, sino también la composicion:

Proposicion:

Sif A"R!Rescontihuaena"Ayg: B"R!R escontinua en f(a) " B, entonces:
g°f:f-1(B)"R!R es continua en a.

f-1(B) = {x " A/f(x) " B}

Demostracion:

Por hipotesis" >0," >0/y"B, |y—-f(@)|< !l|gly) - g(f(@)| <

Por hipoétesis, también:

Paraese >0," >0/x"A, |x—a|< !X —-f(a@)|<

Por consiguiente:
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" >0," >0/x"AfX) "B, [x-al< !|g(f(x)) - g(f(a))] <
x"f=1(B) ! |(g°f)(x) - (g ° @) <
Definicién;

Se dice que f: A" R ! R es continua en B " A cuando es continua en todos los ptos. de B. Es decir, cuando,
"B," >0," >0/y"A |[x-y|l< X)) -fy)l<, =)

Se dice que uniformemente continua en B cuando = () (dado >0, hay un > 0 que sirve para todos los x
n B)

Ejemplo:

La funcién f: x " R ! f(xX) = x2 es continua en todo R. Basta tener en cuenta que es producto de la funcién g:
" R ! x (trivialmente continua, e incluso uniformemente continua en todo R / basta tomar = ) por ella
misma (f = g - g = g2). Sin embargo es facil ver que no es uniformemente continua en R. Ver que f si es
uniformemente continua en cualquier conjunto acotado B " R.

Véase (intuitivamente y echando cuentas) que paraun >0, debe ser mas y mas pequefo a medida que :
hace grande (no hay un que sirva para todos los x).

Este mismo ejercicio nos sirve para saber que el producto de funciones uniformemente continuas es contin
pero puede no ser uniformemente continuo.

Si es verdad (véase) que si es uniformemente continua la sumay el producto por escalares de uniformeme
continuas.

Sabemos que C (A, R) (funciones continuas de A en R) es con las operaciones de adicién, multiplicacion p
escalares y multiplicacién un algebra.

Cu (A, R) (las que son uniformemente continuas) es un subespacio vectorial de aquel pero no una subalgel
Probaremos mas adelante el siguiente teorema:

Teorema (Weierstrass):

Toda funcién continua en un compacto es uniformemente continua en él.

En general uniformemente continua ! continua (pero no !)

Ejemplo:

f: x "R\ {0} ! 1/x es continua en R — {0}. Basta considerar que es creciente de continua (incluso
uniformemente continua).

g:x"R!1(" >0, cualquier >0 vale)
h:x"R!Ix (" >0,vale =)

f=g/h:x"R\{0}!1/x
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Sin embargo f no es continua (Véase)

Véase también que f si es uniformemente continua en cualquier B " R que se disjunto, junto con algun entol
de 0.

Tipos de discontinuidades:
Para empezar, sif: A" R! R no es continua en a" A, entonces a es pto. de acumulacién de A.
Al no ser continua f en a, puede ocurrir:

1.- Que exista lim x!a f(x) pero que sea distinto que f(a), se dice entonces que f tiene una discontinuidad
evitable en a.

Ejemplo:

X si xX"0

fix"R!

1six=0

lim x!0 f(x) = 0 " f(0)

2.— Que no exista lim x!a f(x) pero que existan lim x!la— f(x), lim x!a+ f(x) pero que sean distintos. Se dice,
entonces, que f tiene una discontinuidad de salto finito.

Ejemplo:

-1six"0

fx"R!

1six>0

lim x!I0—- f(x) = -1

lim x10+ f(x) = 1

En ese ejemplo lim x!0- f(x) = f(0)

se dice que es continua en 0 por la izqda.

2*.— Discontinuidad de salto infinito cuando alguno de los limites laterales es infinito (+, —). Evitable infinito
cuando lim x!a+ f(x) = +

Ejemplo:
1/x si x"0

fx"R!
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.1 si x=0

3.— No existe alguno de lo limites laterales. Discontinuidad esencial o de 22 especie.

Ejemplo:

0six"Q

fx"R!

1six"Q

Otra forma de decir que una funcién es continua es esta:

" >0," >0/x"]a-,a+ [AIfX)"]If(@) - ,f(a) + [

0 bien

" >0," >0/f-1(Jf@ - ,f@+ D"Ja- ,a+ |

Teniendo en cuenta que este particular espacio topoldgico (R con su topologia natural), un conjunto U " R €
entorno de un punto p " R, si sélo si (por definicién) U contiene contiene algun intervalo centrado en p,

podemos decir que f: A" R ! R es continua en a " A cuando:

"V "Vo(f(a)), f-1(V) " V°(a) donde V°(A) son entornos de a con la topologia relativa de A, es decir, con
conjuntos que son interseccién con A de lo entornos (con la topologia de R).

Analogamente, f: A" R ! R es continua (en todo punto de A) cuando " G " R, f-1(G) " A ! significa que
f-1 (G) es la interseccién de A con un abierto de R, A={GA/G"}

Teorema:

Sif: A" R! R es continua y A es compacto entonces f(A) también es compacto.

Demostracion:

Por hipoétesis de todo recubrimiento abierto de A se puede extraer un subrecubrimiento finito (A es compact
Sea {Gi/i" I} un recubrimiento abierto de f(A). Por ser f continua cada f-1(Gi) es un abierto de A, luego
{f=1(Gi) / i " I} es un recubrimiento abierto de A. Como A es compacto " il.....inen |/

{f-1(Gil).....f-1(Gin)} es un recubrimiento de A ! {Gil....Gin} es un recubrimiento de f(A).

Corolario:

SiAescompactoyf: A" R ! R es continua, entonces f alcanza un minimo y un maximo, es decir, "a, b " A
f(a) = min. {f(x) / x " A}, f(b) = max. {f(x) / x " A}

Demostracioén:

Como f(A) es compacto, acotado y cerrado, existe m = inf.f(A), n = sup. f(A). Como f(A) es cerrado el infy e
sup. de él pertenecen a él.
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Ejemplo:

f:x"]0, +[! 1/x

Es continua pero no alcanza ni el maximo ni el minimo.
Sup. f(]0,+[) = +

Inf. F(JO, +)) =0

f:x"]0, 1[ ! x

inf. f(J0, 1[) =04a,b "0, 1[/f(a) = 0, f(b) = 1

sup f(]0, 1[) =1 a, b " ]0, 1[/ f(a) = min. f(A), f(b) = méax. f(A)

Sabemos por el teorema anterior que sif: A" R ! R es continua, entonces si A es compacto implica que f(A)
es compacto.

Sin embargo:

1.— A abierto no ! f(A) abierto

Ejemplo:

f:x"]-1, 1[ ' x2

fd-1,1D =10, 1[

2.— A cerrado no ! f(A) cerrado
Ejemplo:

fox"[1, +[!1/x

f([1, +D =10, 1]

3.— A acotado no ! f(A) acotado

f es secuencialmente continua : ! [(xn) I a ! f(x) ! f(a)]
Acabamos de ver que en R:

f secuencialmente continua ! f continua

Un intervalo en sentido amplio en R es un conjunto I talque X,y "I, x <z <y !z "I (un conjunto tal que, si
contiene a dos puntos, también contiene a todo los intermedios).

Es evidente que | es un intervalo en sentido amplio si y sélo si es de la forma: ", {a}, [a, b], [a, b[, ]a, b], ]a,
b[,cona<b,]-, a],]- a[, la, +[, [a, +[, ]-, +[.

Teorema (del valor medio para funciones continuas):
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Sif: [a, b] " R ! R es continua y tal que f(a)-f(b) < 0 entonces existe ¢ " ]a, b[ tal que f(c) =0

Demostracion:

Supongamos que f(a) < 0 < f(b). Consideremos el conjunto M ={x " [a, b] / f(x) < 0}, M es no vacio,a" My
acotado superiormente, b es cota superior de M. Por tanto, tiene supremo. Sea ¢ = sup M. Vamos a ver a <
b y f(c) = 0. Para ello veremos cuatro casos, en cada uno de ellos el argumento es el mismo:

l-a<c

2.— ¢ < b (ejercicio)

3.-f(c)no<O0

4.— f(c) no > 0 (ejercicio)

1.- Por ser f continua en c y tal que f(a) <0, dado —f(a) >0," >0/x"[a, b], [x—a|< !|f(x) - f(a)| < —f(a).
Luego f(x) =0

Como[a,a+ ]"M!Ic"a+ Ic>a

3.— Supongamos que f(c) < 0, por ser f continua en ¢ (ya se sabe que ¢ " [a, b]), dado -f(c) >0," >0/x"
[a, b], x—c| < ![f(a) - f(c)| < —f(c) ! f(x) <O

Como a < ¢ < b, eso significa que hay puntos en M a la derecha de c, luego ¢ no es cota superior de M.
Contradiccion.

Ejemplos:

f:x"QI[0,2]!x-"2

Por supuesto que f es continua y
tal que f(0)-f(2) < 0. Sin embargo
c"QI[0,2]/f(c)=0

Esto ocurre porque el teorema es
falso en Q.

Lo mismo ocurre en
f:x"[0,1[U]1,2]'x -1

porque no es un intervalo.
Tampoco ocurre si f no es continua
-1six<1

f:x"][O0, 2]!

75



dAsix>1
Corolario:

Si | es un intervalo (en sentido amplio) y f: I I R es continuo, entonces f(l) también es un intervalo (en sentid
amplio).

En otras palabras, f alcanza todo valor comprendido entre dos que alcanza. Es decir, six, y "I, x <y, f(x) <
< f(y), (lo mismo si f(y) < < f(x)), entonces existe , entre x, y tal que f( ) =

En efecto, basta considerar la funcion continua g: t " [x, y] ! g(t) = f(t) -

Ejemplo:

Funcion no continua que también lleva intervalos en intervalos:

Sen. 1/xsi"0

f.x"R!f(x) =

O0six=0

Damos por sabido que la funcién x " R ! sen x es continua y, por tanto, también lo es su composicién con la
"R\ {0} ! 1/x. Es decir, f es continua en R — {0}. Sin embargo, no es continua en 0. Basta tener en cuenta q
" >0,"z"[-1,1],"x"]-, [/f(x) =2

Lim x!0 sup f(x) = 1 Lim x!0 inf f(x) = -1

Esta f transforma intervalos en intervalos.

Si0"I, f continua

Sio"l,f(0)=0,0"f(I)"[-1, 1].

Ejercicio:

Ver que si f: R ! R tiene alguna discontinuidad de salto, entonces no lleva intervalos en intervalos.
Teorema (Weierstrass):

SiA"Rescompactoyf: A" R!R es continua entonces es uniformemente continua.

Toda funcién continua en un compacto es uniformemente continua.

La definiciones implicadas son:

fescontinuaen Al"x"A," >0," >0/y"A |x-y|< T[f(x)-1f(y)]<

f es uniformemente continuaen A!" >0," >0/x,y"A |xX-y|< [f(x)-fy) < .

Un ejemplo de continua no uniformemente continuaeslaf. x"R\{0}! 1/x6f:x"R!x26f: x"]0, 1] ! 1/x
(N6tese que R0}, R, ]O, 1] no son compactos).
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Demostracion:

Que f es continua en A significa que:

XA >0," X/Ty"A, [x=y| < xTf(x) -f(y)| < /2

Naturalmente, {Jx — x/2, x + x/2[ / x " A} es un recubrimiento abierto de A (cada punto de a con su
paraguas). Como A es compacto, basta con finitos de ellos, es decir, existen x1,......... , Xn " A tales que {Jx1
/2, X1+ X/2[.....]xn — x/2, xn + X/2[} recubren a A.

Sea =min {x1/2,........... , X212} >0

Entonces, six, y " A, [x —y| < , existe k" {1,....., n} tal que x " ]xk — xk/2, x + xk/2[ y tenemos que |y —
Xkl "y = x+x-xk|l < + xk/i2" xk

Por tanto, x, y " A, [x = y| < [f(x) = f(y)] " |f(x) = f(xk)| + |f(xk) = f(y)| < /2 + [2=

AMPLIACION ANALISIS MATEMATICO |

TEMA 1: Calculo diferencial:

Supongamos que fy g son dos funciones reales definidas en sendos entornos de un punto a " R.
fV'"RIR

g U"RIR

Definicion:

Diremos que f tiene un contacto con g en a de ordenm (m=0, 1, 2, 3,....), Si

- f(a) = g(a)

= lim x!a [(f(x) —g(x)) / (x —a)m] =0

Nétese que [(f(x) —g(X)) / (x — a)m] esta definido en (U V) \ {a}, a es punto de acumulacién de (U V) \{a} y
que tiene sentido hablar de ello.

Nétese, también que U V es entorno de a.
El numerador se hace 0
antes que el denominador

Denotaremos Fa al conjunto formado por las funciones reales definidas en algin entorno de a. Es facil ver
la relacion tener un contacto de orden m en a es de equivalencia en Fa.

» Reflexiva: " f " Fa, f tiene un contacto en a de orden m (cualquier m) consigo mismo.
» Simétrica: sif(a) = g(a) ! lim xla [(f(x) — g(x)) / (x —a)m] =0 ! lim x!a [(g(x) = f(x)) / (x —a)m] =0!

9(a) = f(a)
 Transitiva: f(a) = g(a) , g(a) = h(a) ! f(a) = h(a)
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limx!a[(f(x)—h(x)) / (x—a)m] = limx!a[(f(x)—-g(x)) / (x—a)m] + limx!a[(g(x)—h(x)) / (x—a)m]
Mas propiedades de la relacién:
Proposicion:

Sean f, g " Fa. Si f tiene un contacto en a de orden m con g y si k < m, entonces también tiene un contacto
orden menor.

Demostracion:
Basta considerar que si 0 < [x — a] < 1, entonces |X — a|m < |x — a|k, de donde:
[(F(x) = g(X)) / (x — a)k] " [(f(X) — g(x)) / (x —a)m] ! 0 Como el grande tiende a 0, con mas razén el pequefio.

Sean P y Q funciones polinémicas de grado menor o igual que m:

P:x"R!bO+blx+b2x2+.......... + bm xm
Q:x"R!cO+clx+c2x2+ ... +cm xm
Proposicion:

Si P tiene un contacto con Q en un punto a" R, de orden m, entonces P = Q.

Corolario:

Si clasificamos las funciones de R en R utilizando la relacién de equivalencia tener un contacto en a de ord
m en cada clase hay una y sélo una funcién polinémica de grado menor o igual que m. Esta funcién puede
Verse como representante candénico de cada clase.

Demostracion:

Es bien sabido que todo polinomio se puede ordenar en polinomios de binomio x — a. Es decir que:
PX)=b0+blx+b2x2+...... +bmxm"p0+pl(x-a)+... + pm (x-a)m
QX)=cO+clx+c2x2+........ +cmxm" g0 +qgl (x-a) +..... + gm (x—a)m

P(X) =clx (x—a) + p0 " [c2 (X) (x—a) + pl] (x—a) + p0 =m

Eso supuesto, si P tiene contacto con Q en a de orden m, también lo tiene de orden O:

0 =Ilimx!a[p(x) - q(x)]=p0-qg0!p0 =90

También lo tiene de orden 1:

lim x!la [p0 + pl (x—a) +.....+ pm (x—a)m] / (x—-a) ! p1 = p2

etc.

Ya hemos visto que:
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« La relaciéon tener un contacto en a de orden m es de equivalencia en el conjunto de las funciones
reales definidas en algun entorno de a.
« Si f tiene contacto en a de orden m con g, entonces también lo tiene de ordenn =1, 2, ....... , m-1.
* Si dos polinomios (funciones polindmicas) de grado menor o igual que m tienen un contacto en algu
punto, de orden m, entonces son la misma.
Se dice que el contacto es de orden cuando es de orden m para todo m.
Ejercicio:;
e-1l/xsix"0
La funcién f: x " R ! tiene un contacto de orden en 0 con la funcién
esix=0
g: x "R !0, es decir, se verifica que lim xla e-1/x/xm =0, (m=0, 1, 2, ..... )
Definicion:

Sea f una funcion definida en algin entorno de a " R. Se dice que f es diferenciable o derivable en a cuandc
tiene un contacto en a de orden 1 con una funcién afin (polinémica de grado menor o igual que 1).

Nétese que bastaba para poder dar esa definicion (también la de contacto) con que a fuese pto. de
acumulacioén del conjunto de definicién. No compensa hablar con esta mayor generalidad.

Veamos lo que significa la definicién anterior.

f definida en entorno de a, es diferenciable ena: " g: x" R !rx + s " R tal que f(a) = g(a), lim x!a [f(x) — g(X)]
/(x-a)=0.

No merece la pena escribir g(x) ordenado en potencias de x — a, es decir, g(x) p(x—a) + q (bien sabemos qu
podemos hacerlo, basta ponerp=r,g=s -ra)

Escribiendo asi g(x), de g: x "R ! rx + s " R tal que f(a) = g(a), lim x!a [f(X) — g(X)] / (x — a) = 0 se sigue que
f(a) = g(a) ! g = f(a), esto supuesto, 0 = lim x!a [f(x) — g(X)] / (x-a) ! p = lim [f(x) — f(a)] / (x—a)

En otras palabras f tiene un contacto en a de orden con una funcién afin (f es diferenciable en a), entonces

dicha funcién es la x " R ! f(a) + f'(a) (x—a), donde f'(a) = lim x!a [f(x) — f(a)] / (x—a). De este niumero f'(a) se
dice que es la derivada en a de f.

Ejercicio:;

Haciendo uso de lo que queda dicho ver que f es diferenciable en a si sélo si existe lim x!a [f(x) — f(a)] /
(x-a).

Sentido geométrico:

Intuitivamente la recta y = f(a) + f'(a) (x—a), que pasa por (a, f(a)) y tiene pendiente f'(a) es tangente en (a,
f(a)) a la grafica de f, y = f(x).

Proposicion:
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Si f es derivable en a entonces es continua.
Demostracion:

Por hipétesis, " f'(a) " R, lim x!a [f(x) — f(a) — f'(a) (x-a)] / (x—a) =0 ! ! * lim x!a [f(x) — f(a) — f'(a) (x-a)] =0
im x!a f(x) = f(a).

(*) basta tener en cuenta que para 0 < |x — a| < 1, |f(x) — f(a) — f'(a) (x—a)| " [f(x) — f(a) — f'(a) (x—a)] / (x—a)
Para ver que el reciproco es falso, basta un ejemplo:

f: x " R I'|x| es continua en todo R (trivialmente, basta tomar d = en la definicién de funcién continua), pero
no es diferenciable en 0, lim x!0 [f(x) — f(0)] / (x—0) = lim x!0 |x|/x porque |X|/x ==1siXx<006 1six>0!lim
x10— |x|/x ==1"1 = lim x!0+ [x|/x

Ejercicio:

Ver que f, definida en algln entorno de a, es continua en a si sélo si tiene un contacto de orden 0 con una
funcién constante (polinémica de grado 0).

Dicha funcion cte. es Gnicay es laque x " R ! f(a)
Otro ejemplo:
xsen1l/xsix"0
fx"R!
*six=0
Es continua en 0 (también en todo punto) pro no diferenciable en 0. Continua en 0 porque " >0," >0/ |X]
< I[f(x)| < , esto es cierto ya que |x sen 1/x| " |x| basta tomar = (sélo suponemos conocido para decir
estoque -1l <seny<1)
Sin embargo no es derivable en 0 porque " lim x!0 f(x)/x = lim x!0 [x—-senl/x] / X

No existe porque en cualquier entorno de 0 sen 1/x alcanza cualquier valor comprendido entre -1y 1.

A diferencia del ejemplo anterior, aqui ni siquiera existen los limites laterales del cociente elemental [f(x) —
f(0)] / (x-0)

Aprovechamos para decir que f se dice derivable por la izquierda (por la derecha) cuando existe el limite pc
la izquierda (derecha) lim x!a— [f(x) — f(a)]/(x — a) = f'—(a). Es decir cuando existen:

lim xla— [f(x) — f(a)]/(x — a) = f'—(a)
Derivadas por laizqda. y drcha. en a.
lim x!la+ [f(x) — f(a)]/(x — a) = f'+(a)

Intuitivamente f es derivable en a si solo si los es por la izquierda y por la derecha y ambas derivadas
coinciden.
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Ejemplo:

La funcién f: x " R | |x| es derivable por la izquierda y la derecha en 0.

f—-(0) =-1, f+(0) = 1 (Verlo en el ejemplo)

La del segundo ejemplo no es derivable por la izquierda ni por la derecha (x sen 1/x)

Otro ejemplo:

Seaf: R!Rtalque, " x"R [f(X)| " X2. Una funciébn como esa, es siempre derivable en 0. En efecto: [[f(X) -
f(0)] / (x=0)| = |[f(x)/x] " |x] ! x!0 O ! lim x!0 f(x)/x = 0 = f'(0). Lo que ocurre es —x2 " f(x) " x2.

La grafica de f esta en la parte rayada. Ni que decir tiene que la funcién x " R ! 0 tiene un contacto con ella
0 de orden 1.

X2six"Q

Asi que la funcién f: x " R ! es derivable en 0 (por lo tanto continua) y
—x2 si x " I no continua (mucho menos derivable) en cualquier otro punto.
Ejercicio:

X2 sen 1/xsix"0

Ver que la funcién f: x " R ! f(x) = es derivable en 0. (Representarla)
-x2six"I

- Algebra de derivadas (operaciones con funciones derivables):
Proposicion:

Sean f y g funciones reales definidas en sendos entornos de a " R. Si fy g son derivables en a, entonces
también lo son:

ef+g:dom.fdom.g!R

e fidom.fIR

e fg:dom.fdom.g!R

* Sig(a) " 0f/g: dom. f (dom. g)* ! R, donde (dom. g)* = {x " dom. g / g(x)"0}

VerificAndose que:

c(f+g)(@="f(a+d@

()@= f(a

* (fg)(a) =f(a) g(a) +f(a) g'(a)

e (flg)'(a) = [f'(a) g(a) - f(a) g'(@)] / 92(a)
Demostracion:

Suma:
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(f+9)'(a) = lim xta {[(f + 9)(x)—(f + g)(@)]/(x—a)} = lim x!a {[f(x)-f(a)l/(x-a)} +
+lim xla {[g(x)-g(a)l/(x-a)} = f(a) + g'(a)

Producto por escalar:

(f)'(a) = lim xta {[(Dx)-(DH(@)(x-a)} = lim xla {[f(x)-f(a)l/(x-a)} = f(a)
Producto:

(fg)(a) = lim xta {[(f 9)(x)-(f 9)(@)l/(x-a)} =

= lim xla {[f(x)g(x)-f(a)g(x)+f(a)g(x)-f(a)g(a)l/(x-a)}=

= lim xla {[f(x)—f(@)}/(x-a)] - lim xla g(x) + f(a) lim x1a {[g(x)-g(a)l/(x-a)} =
=f(a) g(a) + f(a) g'(a)

Cociente:

(f/g)'(a) = lim xta {[(f/g)(x)-(f/9)(a)l/(x-a)} =

= lim xla {[f(x)g(a) - f(@)g(x))/ [(x-a) (9(x)-9(@))]} =

= lim xla {[f(x)g(a)-f(a)g(a)+f(a)g(a)-f(a)g(x)l(x-a) (9(x)-9(a))]} =

= lim xla {[f(x)-f(a)l/(x-a)} {g(a)/[9(x)-g(@)]} -

- lim xla {[g(x)-g(a)l/(x-a)} {f(a)/[g(x)-9(@)]} =

=f(a) [9(a)/92(a)] - g'(a) [f(a)/g2(a)] = {[f'(a)g(a)-f(a)g'(@)l/g2(a)}
Consecuencias de la proposicion anterior:

La funcién f: x " R | x2 es derivable, para todo x " R y tal que f'(X) = 2x. Basta considerar que f es producto
por simismade g: X" R ! x que es tal que g'(x) = 1, (x " R). Por lo tanto: (g 9)'(xX) = g'(x)g(x) + g(X)g'(x) =
1-x+x:1= X + X = 2X.

Ejercicio:

Ver que también es diferenciable en todo x " R, la funcién f: x " R ! xn, donde n = 2, 3, 4,......, y que verifica
que f'(x) = n xn—1, ya lo sabemaos para n = 1, lo suponemos cierto para n—1 y con ello lo probamos para n.
(método de induccion).

Ver que también las funciones polinémicas son derivables en todo R (y tales que las funciones racionales
donde A = {raices del denominador} conjunto, de a lo sumo, m elementos son también derivables en todo x
R\A

f:x"Rlanxn+...+alx+a0

f(x)=nanxn-1+...+2a2x+al
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f.x"RA!I(anxn+...+alx+a0)/(bmxm+ ... +blx+hb0)
Proposicion: (Regla de la cadena o de derivacion de funciones compuestas)

Si f (definida en un entorno de a " R) es derivable en a y g (definida en un entorno de a) es derivable de a) ¢
derivable en f(a), entonces (g ° f) es derivable en a, y se verifica:

(9°f)(@)=g(f(a) - f'(a)

Demostracion:

En primer lugar veamos, donde esta definida es funcién (g © f).

Supongamos:

f: U"R!R (U entorno de a)

g: V"R!R (V entorno de f(a))

Entonces (g °© f) esta definidaen g ° f: f-1(V) " R ! R, donde f-1(V) ={x "V / f(x) " V}

Pues como f es continua en a, resulta que f-1(V) = dom. (g ° f) es entorno de a, (entorno de a en la topolog
relativa de V, pero, bonito ejercicio de topologia, un entorno de un punto en la topologia relativa de otro

entorno de ese punto es un entorno).

Pues como f-1(V) es entorno de a, se puede hablar de (g ° f)'(a). Una vez visto eso, la demostracion de lo ¢
decimos es casi inmediata. Bastaria escribir:

{9[fC9] - alf(@)]} / (x — &) = {[g[f(x)] - g[f()]] / [f(x) = f@)]} - [{(x) - f(@)] / (x —a) y

tener en cuenta que por un f contindia en a f(x) ! f(a), cuando x ! a, luego tomando limites ahi arriba obtenen
lo que queriamos. (Hay que tener en cuenta que al multiplicar por f(x)—f(a) puede ser 0, luego no vale).

Esta forma de argumentar no es licita porque no esta argumentando que f(x) — f(a) sea " 0. Hay que dar un
rodeo para esquivar esa problematica argumentacion. P. ej. Podemos proceder de la siguiente forma.

[a(y) - olf@)] /[y - f(@)] siy "a

Defino la funcion auxiliar h: g " dom. g ! h(g) =

gf@)] siy =f(a)

de modo que quedaria {g[f(xX)] — g[f(a)] / (x — &)} = h[f(X)] {[f{(X) — f(@)] / (x — &)}
Pues bien, por ser g derivable en f(a), h[f(xX)] ! g'[f(a)] cuando x ! a'y ya esta.
Ejemplo:

Supongamos que sabemos que la funcién:

f:x"R!senx
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es derivable en todo punto y tal que f'(x) = cos x

Vamos a componerla con la funcion g: x " R ! x3 que también sabemos que es derivable en todo punto, y ta
que g'(x) = 3 x2

Podemos componerlas de dos formas:

g°f:x!senx!sen3x

fog:x!x3!senx3

Tanto g ° f como f © g son derivables, y se verifica ademas que (g ° f)'(x) = 3 sen2 cos X

y que (f°g)' (x) = 3x2cos x3

Definicion:

Diremos que f: A" R I R es diferenciable en B " A, cuando sea diferenciable en todos los puntos de B. (Con
hemos hablado de diferenciabilidad en los puntos tales que f esta definida en un entorno del mismo, A debe

ser entorno de todos los puntos de B).

Nétese que para hablar de limite lim x!a [f(x) — f(a)] / (x — @) basta con que a sea punto de acumulacion (no
punto interior) del dominio de f. Pero no merece la pena considerar esta mayor generalidad.

No obstante, es frecuente hablar de diferenciabilidad en todos los puntos de [a, b], de una funcién f: [a, b] !
(N6tese que a 'y b no son interiores a [a, b]). Ni que decir tiene que la diferenciabilidad de f en a (en b) es
también diferenciabilidad por la derecha (izquierda).

Diremos que f: A" R | R es diferenciable continuamente en B " A, cuando sea diferenciable en B y la funcié
f: B* ! R es continua. También se dice que f es de clase 1 o de clase C'en B, f" C'(B).

Ejercicio:;

Ver que la suma, producto y producto por escalares de funciones diferenciables continuamente son
diferenciable continuamente.

Ejemplo:
x2 sen 1/xsix"0
f.x"R!

esix=0
Supuesto que sabemos que la funcién seno es diferenciable en todo punto y que su derivada es la funcion
coseno, entonces, aplicando el algebra de derivadas (derivada de la composicién, producto, ....) obtenemos
para x" 0O:

f'(x) = 2x sen 1/x — (1/x2) x2 cos 1/x = 2x sen 1/x — cos 1/x

Six =0, f no es elemental (si elemental a trazos) en ningun entorno de 0. No sabemos derivar de memoria
0. Si sabemos, naturalmente, aplicar la definiciéon de derivada.
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Lim x!0 [f(x) — f(0)] / (x — 0) = lim x!0 (x sen 1/x) = 0

Pues bien f': R ! R es continua en R\{0} (lo sabemos) pero no es continua en todo R porque lim x!0 f'(x), f "
C'(R\{0}) f' tiene una discontinuidad esencial en 0.

Veremos que si una funcioén es derivada de otra en un intervalo (en cierto uso el intervalo es todo R), enton
no puede tener discontinuidades de primera especie, si de segunda especie, como hemos visto en este eje

Teoremas fundamentales del Calculo Diferencial:
Antes de ellos, algunos conceptos y proposiciones:

Supongamos gque a " (esto es exactamente o mismo que decir que A es entorno de a). Se dice que f es
creciente en a cuando:

" >0:a- <x<a<y<a+ !f(x)"f(a)"f(y) (queda implicito aqui que Ja—, a+[" A)
decreciente cuando:

" >0:a- <x<a<y<at If(x)"f(a) " f(y)

estrictamente creciente cuando:

" >0:a- <x<a<y<at If(x) <f(a) <f(y)

estrictamente decreciente cuando:

" >0:a- <x<a<y<at If(x)>f(a)>f(y)

Se dice que f alcanza en a un minimo (maximo) relativo cuando:

" >0:a- <x<a<y<at If(x)"f(a) " f(y)

" >0:a- <x<a<y<at If(x)"f(a) " f(y)

Se dice que el extremo (maximo o0 minimo) relativo es estricto cuando:
" >0:a- <x<a<y<at If(x)>f(a) <f(y)

" >0:a- <x<a<y<at If(x) <f(a)>f(y)

Ejercicio:

Ver que f es creciente en a si sélo si:

" >0:0<|x-al< '[f(x)-f(@)]/(x-a)"0

decreciente:

" >0:0<|x-al< '[f(x)-f(@)]/(x-a)"0

estrictamente creciente:
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" >0:0<|x-al< '[f(x)-f(@)]/(x-a)>0
estrictamente decreciente:

" >0:0<|x-al< '[f(x)-f(@)]/(x-a)<0

¢, COmo queda esto en el caso de los extremos relativos?
Ejercicio:

Ver cuales son los puntos de crecimiento, decrecimiento, en los que alcanzan extremos relativos,........ , de |
funcion:

xsen1l/xsix"0
fx"R!
*six=0
Ver que el 0 no es ninguna de las ocho cosas anteriores:
Ejemplo:
1six"Q
F:x"R!f(x) =
0six"Q
no es creciente ni decreciente en ningun punto, todos son minimo 0 maximo (no estrictos).
Supongamos que f: A" R ! R es derivableena ™
12 Proposicion:
Si f es creciente (decreciente) en a, entonces f'(a) " 0 (" 0)
Demostracion:
Vimos que f es creciente (decreciente) en a si solo si:
" >0:0<|x-a|]< I[f(x)-f(@]/(x-a)"0("0)

Por tanto, si existe (que es nuestra primera hipétesis), lim x!a [f(x) — f(a)] / (x — a), dicho limite no tiene mas
remedio que ser " 0 (" 0)

22 Proposicion:
Si f alcanza un extremo (maximo o minimo) relativa en a, entonces f'(a) = 0

Demostracioén:
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Nétese que alcanzar un maximo relativo en a significa que:

" >0:0<|x-al< '[f(x)-f(@)]/(x-a)"0

" >0:0<|x-al< '[f(x)-f(@)]/(x-a)"0

En otras palabras, f es creciente por la izquierda y decreciente por la derecha en a.
32 Proposicion:

Si f'(a) > 0 (< 0), entonces es estrictamente creciente (decreciente) en a.
Demostracion:

Supongamos que f'(a) = lim x!a [f(x) — f(a)] / (x — a) > 0. Entonces de la definicién de limite se sigue que
dadof(a) >0," >0:0<|x-a]< '/{[f(x)-f@)]/(x-a)}-f(a)<f(a)![f(x)-f(a)]/(x—-a)>0

Enelcasof(a)<0

-f(@)>0," >0:0<|x—-a|]< '{[f(x)-f(@)]/(x—-a)}+f(a)<-f(a)!![f(x)-f(a)]/(x-a)<O0
Ejemplo:

La funcién f: x " R ! x3 es estrictamente creciente en 0 y tal que f'(0) =0

Por consiguiente, no es cierto que f'(a) = 0 ! f alcanza en a un extremos relativo. No es cierto que
estrictamente creciente ena!f(a) >0

En otras palabras no son ciertos los reciprocos de las proposiciones 2 y 3.
Ejemplo:

1six"Q

La funcién f: x " R ! alcanza minimos (maximos) relativos (incluso

0 si x " Q absolutos) en los racionales (irracionales). Su

derivada no es esa en ningun punto, por la sencilla razén de que no existe tal derivada (la funcién ni siquier

es continua en ningln punto).

Ejemplo:

La funcién f: x " R ! |x| tiene un minimo relativo (y absoluto) estricto en 0. No se verifica que f(0) = 0, es que
f'(0). El célculo diferencial si permite en este caso localizar es minimo, porque f—(0) =-1 <0y f+(0)=1>C

no existe f'(0) pero si existen las derivadas laterales y verifican que por la izquierda es negativa y por la
derecha positiva.

Ejercicio:;

Ver que si existen f'—(a) y f'+(a) y ambas son mayores que cero entonces la funcién es estrictamente crecie

en a (estrictamente creciente por la izquierda y la derecha).
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x2senl1l/xsix"0

La funcién f: x " R ! es tal que f(0) = 0 y en 0 no es nada (ni

0 si x = 0 decrece, ni crece, ni es maximo, ni mini—-mo). Pero esto no lo dice el calculo diferencial.
Otro ejemplo:

Consideremos la funcion:

f: x " [0, 1] ! x, fe es derivable en todo x del interior de [0, 1] =]0, 1[ y también si admitimos el concepto de
derivada tal cual en puntos que son interiores a [0, 1], alos puntos 0y 1.

limx11 [(x - 1)/ (x - 1)] = 1 im x!0 [(x — 0) / (x — 0)] = O

» Hay un minimo (maximo) en 0 (en 1).
* No se verificaf'(0) =0nif(1) =1

Explicacion:

En las proposiciones anteriores es esencial a " (0, como minimo, punto de acumulacién por la izquierda y |
derecha de A. Esto y la transcendencia de la proposiciones anteriores son la razén de que al definir la deriv
hayamos dicho a " .

Teorema de Rolle: (Fundamental de Calculo Diferencial).

Sif: [a, b] ! R es continua en [a, b], diferenciable en ]a, b[ y tal que f(a) = f(b) entonces existe un c " ]a, b[ tal
que f'(c) = 0.

Demostracion:
1.- Si f es una funcion constante es evidente: f(c) = 0 en todo ¢ " ]a, b[.

2.— Sif no es constante [a, b] es compacto y f es continua, f alcanza el minimo y el maximo absoluto
(relativo).

Como f no es constante, o bien el maximo, o bien el minimo, es distinto a f(a) = f(b), es decir, se alcanza en
algun punto ¢ " ]a, b[. Para este c se verifica que f'(c) = 0.

Este teorema no es cierto si f no esta definida en un intervalo:

xsi0"x<1

f:x"[0,1[U]1, 2! es continua en [0, 2] \ {1}, derivable en el

X —2si1l<x"2interior de [0, 2]\ {1} tal que f(0) =f(2) =0

f' no se anula en ningun punto.

Teoremas de los incremento finitos o del valor medio de Calculo Diferencial:

Sean f, g: [a, b] ! R continua en [a, b] y diferenciable en su interior.
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Teorema 1:
"¢ " ]a, b[ tal que [f(b) - f(a)] g'(c) = [9(b) — g(a)] f(c)

Teorema 2:

"¢ " ]a, b[ tal que f(b) - f(a) = f(c) (b - a)

Teorema 3:

Si, ademas, |f'(a)| " g'(x) para cada x " Ja, b[, entonces |f(b) - f(a)| " g(b) - g(a)
Teorema 4:

Si [F(x)] " M, (x " ]a, b)), entonces [f(b) - f(a)| " M (x - a)

Demostracion:

Rolle!T21)

11(x) g(x)
Consideremos la funcion auxiliar, F: x " [a, b] ! F(xX) = determinante 1 f(a) g(a)
11(b) g(b)

F es cte. + cte. f + cte. g. Por tanto, F es igual que fy g, continua en [a, b], derivable en ]a, b[ y tal que F(a)
F(b) = 0. Por consiguiente (T2 de Rolle) " c " ]a, b[ tal que f'(c) = 0.

211T82)

Basta toman en el T2 1 g(x) = x. Si quisiéramos obtenerlo directamente del T2 de Rolle, utilizariamos,
naturalmente, la funcién auxiliar:

11(x) g(x)

F: x " [a, b] ! F(x) = determinante 1 f(a) g(a)
11(b) g(b)

T221T724)

Evidente

I211T83)

Nétese que como consecuencia inmediata del T2 2, si g'(x) = 0, (x " Ja, b[) entonces g(b) — g(a) " 0. Eso
supuesto también 1! 3, seria inmediato si no fuera porque algunos factores en esta formula, |f(b) — f(a)| |g'(
=]g(b) — g(a)| |f'(c)|, puedan ser cero. Notese que sobran los valores absolutos en |g'(c)| y en |g(b) - g(a)|.

Esta demostracion no vale porque puede ocurrirque: 7-0=0-66que 6 -0=0 - 7, tenemos que dar un
pequefio rodeo.
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Para cada > 0, consideramos la funcion:

g:x"[a,b]lg(x)+ (x—a).Comog(x)"0,(x"]a b)), g(x)=g(x)+ >0

Por tanto, (T2 2)

g(b)-g(@=9g()-g@+ (b-a)>0

Aplicando el T2 1 fy g obtenemos que existe ¢ " ]Ja, b[ tal que

[f(b) = f(@)| |g '(c)| =]g (b) — g ()| |f(c)]|. Lo cual (ya no hay peligro de que g '(c) 6 g(b)—g(a) sean cero)
implica que |f(b) - f(a)| " g (b) — g (a) = g(b) — g(a) + (b - a). Finalmente como esto es cierto para todo
> 0, resulta que [f(b) — f(a)| " g(b) — g(a).

Ejercicio:

I831T44)

Interpretacion geométrica del T2 2:

"c"Ja, b[/f(c) = [f(b)- f(a)] / (b — a). Hay algun punto de ]a, b[ en el que la tangente de la gréafica de f, g =
f(x), es paralela a la cuerda que une los extremos de esa grafica, (a, f(a)), (b, f(b)).

tg. = [f(b) - f(a)] / (b — @)

Teorema de Rolle girado. Teorema de Rolle es el caso particulartg =0, =0.

Interpretacién cinematica (relativa al movimiento), de los teoremas anteriores.

Supongamos que fy g describen sendos movimientos (el del mévil fy el del mévil g), fy g asignan a cada
tiempo t de un intervalo [a, b], el espacio recorrido por el mévil, f'(t), g'(t) en las velocidades respectivas en ¢

instantes t.

El teorema (0) dice que si el movil f esta al final donde estaba al principio, entonces alguna vez se ha parac
(velocidad 0).

¢, Qué dice el teorema 1? La razén de espacios recorridos por f y g en el intervalo de tiempo [a, b] es igual a
razon de las velocidades en algun instante de ]a, b|.

[(f(b) - f(a)) / (9(b) - g(a))] = [f(c) / g'(c)]

Algunas consecuencias inmediatas de esos teoremas (en realidad, practicamente todo lo que sigue del cal
diferencial sera consecuencia de ellos).

Proposicion:

f: [a, b] ! R es un funcidn constante si s6lo si es continua en [a, b], derivables en ]a, b[ y tal que f(xX) =0 (x "
la, b[).

Demostracioén:

Si f es constante, ya lo sabemos:
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F(x) = lim yIx {[f(y) - 1)1/ (y = x)} =0

Reciprocamente, supongamos que f verifica lo dicho arriba, entonces (T2 2) " cx " Ja, b[ tal que f(x) — f(a) =1
“(ex) (x — a) = 0, es decir, f(x) =f(a), x " [a, b].

Ejemplo:

1si0"x<1

F:x"[0, 2]\ {1} ' f(x) =
2sil<x"2

f es continua en [0, 2] \ {1}, derivable en [0, 2]\ {1} tal que f'(x) = 0, (x " [0, 2] \ {1}), pero no es constante.
Si es constante a trazos (en cada parte conexa). Una funcién no es constante si su dominio no es un interv:

Proposicion:

Sif: x " [a, b] ! R es continua en [a, b], derivable en ]Ja, b[ y tal que f'(x) >0 (x " ]a, b[), entonces f es
estrictamente en [a, b], (decreciente si f'(x) < 0)

Es decir,estalquea " x <y " b!f(x) <f(y)

Nétese que es un concepto global y también local como el de crecimiento en un compacto.
Demostracién: (ejercicio)

Ejemplo:

xsi0"x<1

f:x" [0, 2]\ {1} !

x=1sil<x"2

f(x)=1>0,(x"]0, 2[\{1})

Es creciente en parte de ella pero globalmente no es creciente.

Proposicion:

Supongamos que f: [a, b] ! R es derivable en [a, b] (derivadas laterales en a'y en b). Entonces la funcién
derivada f': [a, b] ! R verifica (que no tiene porque ser continua) la misma propiedad del valor medio que las

funciones continuas *.

(*) Cualesquiera que sean x,y " [a, b], a" x <y " b, y cualquier que sea entre f(x) y f(y) existe entre xey
tal que f() =

Demostracioén:

Seanx,y"[a, bl,a"x<y"b,ysea comprendido entre f(x) y f'(y). Queremos ver que existe ,x< <y
tal que f() = R. Consideremos las funciones:
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[f@)-f(X)]/(z—x) six<z"y

h:z"[x,y]!h(z2)

f(x) siz=x

[fy)-f@)l(y-2z) six"z <y

kiz"[x, y]'k(y)

fly)siz=y

Ademas h(y) = f(x), h(y) = [f(y)-fC)I/(y—x) = k(x); k(y) = f(y).

Por tanto, si esté entre f'(x) y f'(y), también esté entre h(x) y h(y), o bien, entre k(x) y k(y). Supongamos lo
primero (lo segundo es igual). Como h es continua, existe " [x, y]/ h()= (T2 valor medio de funciones
continuas). Ahora bien, h() = [f() — f(X))/( =x) y por el T2 2 existe " (x, ) tal que [f()-f(X)])/( —x) =

f'(). C.Q.D.

Corolario:

Si una funcién es derivada de otra en un intervalo entonces no tiene discontinuidades de primera especie (|
funciones derivada de otra en un intervalo no tiene por qué ser continuas, pero sus posibles discontinuidads
son todas esenciales o de segunda especie).

Demostracion:

Supongamos que f: [a, b] ! R tiene una discontinuidad de salto en ¢ " Ja, b[. Sea d = lim x!c— f(x) " lim x!c+
f(x) = e. Entonces dado [|d—e|/3] > O, existen , talque c— "x<c!|f(xX)-d|<[|d-e|/3],c<x"c+ !

If(x)-e|<[|d—e|/3].

Por tanto, f(Jc—, c+]) no es un intervalo. f no puede ser derivada de otra porque no lleva intervalos en
intervalos.

Ejercicio:

Ver que lo mismo es cierto si f tiene en ¢ una discontinuidad evitable.

Proposicion: (Regla de I'Hopital)

Sean f, g dos funciones derivables definidas en alglun entorno de a distintas de 0 en todo x " a e iguales a 0
a. Entonces, si existe lim x!a [f'(X)/g'(X)], entonces también existe y vale lo mismo, lim x!a [f(x)/g(x)] (Esto
viene a cuento de que carece de sentido decir que lim x!a [f(xX)/g(x)] = {[lim x!a f(X)])/[lim x!a g(X)]}
Demostracion:

Por el teorema del valor medio, " x de intervalo centrado en a en el que son derivables fy g, " zx, entre X y ¢
tal que: [f(x)/g(x)] = {[f()—f(a)] / [o(X)—g(a)]} = [f'(zx)/g'(zx)]. Basta entonces tener en cuenta que zx ! a

cuando x ! a. En otras palabras:

lim x!a [f'(zx)/g'(zx)] = lim zx!a [f'(zx)/g'(zx)] = lim x!a [f'(x)/g'(X)]
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Derivadas de orden:

Supongamos que f es derivable en algin entorno A de a . Cabe hablar entonces de la funcion f': x " A ! f(x)
Se dice que f es dos veces derivable en a cuando f' es derivable en a. Al niumero real f'(a) = (f')'(a) = lim
xla[f'(x)-f'(a)]/(x—a) se le llama derivada segunda de f en a.

Obviamente se dice que f es m veces derivable en a cuando es (m-1) veces derivable en algin entorno de
su derivada (m-1) es derivable en a fm)(a) = (fm-1))'(a).

Cuando definimos la derivada primera dijimos que el hecho de que exista el limite f'(x) = lim x!a
[f(x)-f(a)]/(x—a) era equivalente a decir que f tiene un contacto de orden 1 en a con una funcién polinémica |
grado menor o igual que 1, (dicha funcién polindmica era entonces Unica y precisamente lax " R ! f(a) +
f'(a)(x—a)). De aqui surge la siguiente pregunta: ¢ Es equivalente la derivabilidad 2 veces de f en a al hecho
gue f tenga un contacto de orden 2 en a con un funcién polinémica de grado menor o igual a 2? La respues
es no. Solo se verifica que si f es m veces diferenciable ! f tiene un contacto de orden m en a con una funci
polinébmica de grado menor o igual a m, dicha funcion es Unica, f: x " R! f(a) +[f'(a)/1!](x—a) +

[f"(@)/2N(x-a)2 + ..... + [f'm)(a)/m!](x—a)m, el reciproco es falso, esto es el polinomio de Taylor de grado m
defen a.

Ejemplo:
x3sen1/x,six"0
fx"R!

0six=0

f tiene un contacto de orden 2 en o con el polinomio 0, f(0) = g(0) y lim x!0 [f(x)—g(x)]/(x—0)2 = lim x!0 x sen
1/x = 0. Sin embargo no es dos veces derivable en 0.

Teorema (local de Taylor):

Sif: A" R! R es mveces derivable ena ", entonces tiene un contacto de orden m en a con una y solo una
funcién polindbmica de grado " m, dicha funcién es la:

x " R ! Pmaf(x) = f(a) + [f'(@)/1'](x-a) + ......... + [fm)(a)/m!](x—a)m

que es el polinomio de Taylor de grado m de f en a.

Demostracion:

Hemos de ver que existe una y sélo una funcion polinémica de grado " m, g(x) tal que:
f(a) = 9(a)

lim x!a {[f(x)-g(x)]/(x-a)m} = 0

Escribamos g(x) ordenado en potencias de (x—a):

g(x) =c0 + cl(x—a) + c2(x—a)2 + ...... + cm(x—a)m

e impongamos f(a) = g(a), lim xla {[f(x)-g(X)]/(x—a)} = 0, lim x!a {[f(x)—g(x)]/(x—a)2} = O,
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(hasta m).
f(a) = g(a) ! c0 = f(a)

Esto supuesto, 0 = lim xla {[f(x)-g(x)]/(x-a)} = lim x1a{[f(x)~f(a)-c1(x-a)-c2(x-a)2-...}/(x-a)
I c1=f(a)

Esto supuesto, 0 = lim x!a {[f{(x)—g(X)]/(x—a)} =
lim xla {[f(x)-f(a)—-c1l(x—a)-c2(x—a)2-c3(x—-a)3-...]/(x—a)2} =

lim x!a {[f(x)-f(a)-f'(a)(x-a)]/(x—a)2} — c2 = lim x!a {[f'(X)-f'(a)]/2(x—a)}- c2 !

c2 = [f"(a)/2!]

Repitiendo este proceso m veces se deduce el polinomio de Taylor.

Ejercicio:

Hacer la demostracién anterior por induccion.

Para m = 0 ya lo sabemos (la continuidad de f en a). También lo sabemos para m = 1 (diferenciabilidad de |
a). Supuesto dicho para m — 1, probarlos para m. (N6tese que f' es m — 1 veces derivable en ay, por la
hipétesis de induccion f' tiene un contacto de valor m—1 en a con la funcién polinémica f(a) + [f'(a)/1!](x—a) +

...... + [f'm)(a)/m!](x—a)m

Cuando la funcién polindémica de Taylor coincide en la funcién y = f(x), a la funcién se le llama funcién
analitica en el punto.

Ejemplo:
e-x"-2six"0
f.x"R!f(x) =
*six=0
Ocurre que f(0) = f(0) + f'(0) + ....., es indefinidamente diferenciable en todo punto, en particular en el 0.
Por tanto, PmO f(x) = 0, esta funcién no es analitica en 0.

Algunas aplicaciones del Teorema local de Taylor:

Posicién relativa, en la proximidades de a, de la gréafica de una funcién m veces derivable en a y de su rect:
tangente en (a,f(a)).

Si f es céncava en a y tangente horizontal, f alcanza en a un maximo relativo.
Si f es convexa en a y tangente horizontal, f alcanza en a un minimo relativo.

Informacion sobre estas cosa las da el anterior teorema, concretamente, las da el valor de f'(a), f'(a), etc....
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f: A" R ! R, varias veces derivable en a " A. (Ver anterior dibujo).
Puede ocurrir que:
» La tangente esté, en las proximidades de a, por encima de la gréfica de f.
» La tangente esté, en las proximidades de a, por debajo de la grafica de f.
» La tangente esté, en las proximidades de a, por encima a la izquierda de la gréfica de f.
» La tangente esté, en las proximidades de a, por debajo a la izquierda de la grafica de f.

Supongamos que la primera derivada de f, después de la primera, que no se anula en a sea la m—ésima, (r
2,3, ).

El teorema local de Taylor dice entonces que f tiene un contacto en a de orden m con la funcion.
Pmaf: x " R 1 f(a) + f(a) (x=a) + [fm)(a)/m!](x-a)m

t(x)

es decir, lim xla {[f(x)~t(x)~(Fm)(a)/m!)(x-a)m}/(x-a)m} = 0, es decir,

lim xla {[f(x)~t()}/(x-a)m} = [fm)(@)/m!]

Varios casos

M par, fm)(a) > 0

Caso 1°. De la definicion de limite se sigue que dado [fm)(a)/m!] > 0, " >0 : 0<|x-a|<
F{IFO)-tO)) (x—a)m}=[Fm)(a)/m!]| < [Fm)(a)/m!] ! {[f(x)-t(x)]/(x-a)m} > O'!

| (x)~t(x) > 0

Esto significa que en las proximidades de a (en Ja— ,a+ [{a}) la tangente en a, y = t(x), esta por debajo de y
= f(x), entonces a es punto de convexidad estricta.

Ejercicio:

Ver la concavidad estricta (tangente por encima) cuando m par, f'm)(a) < 0.
Dado —[fm)(a)/m!] > 0, " >0 : O<|x-a< !

F{IFO)-tO)) (x—a)m}=[Fm)(@)/m!]| < —[Fm)(a)/m!] ! {[f(x)-t(x)]/(x-a)m} < O'!

| (x)~t(x) < 0

Caso: m impar, fm)(a) <0

Dado —[fm)(@)/m!] > 0, " >0 : 0<|x-a|<

F{IFO)-tO)) (x—a)m}=[Fm)(@)/m!]| < —[Fm)(a)/m!] ! {[f(x)-t(x)]/(x-a)m} < O'!

f(x)-t(x) >0,sia- <x<a
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f(x)-t(x) <0,sia<x<a+
Tangente por debajo de la grafica a la izquierda de a y sobre la grafica a la derecha.
Ejercicio:
Caso: m impar, fm)(a) >0
Dado [fm)(a)/m!] > 0, " >0 : O<|x—a|<
FIIFO) -t (0l (x—a)m}=[Fm)(a)/m!]| < [Fm)(@)/m!] ! {[f(x)-t(x)}/(x-a)m} > O !
f(x)-t(x) <0,sia- <x<a
!
f(x)-t(x) >0,sia<x<a+
Tangente por debajo de la grafica a la derecha de a y sobre la gréafica a la izquierda.
Ejemplo:
e—x"-2,six"0
- x"R(x) =
*six=0
0 es punto de convexidad estricta,
pero lo que acabamos de decir no
delata este hecho porque
f'(0) = f(0) = ........ =0
-f.x"R !X
0 es punto de convexidad estricta,
en el sentido de que hay una recta
por ejemplo lay = 0, que pasa por
(0, 0) y esta por debajo de y = 0.
Sin embargo, la funcién no es ni

una vez derivable en 0, (no vale



aplicar la antes dicho).

x3,six"0

-fx"R!|x3=

-Xx3,six<0

Si x " 0, sabemos derivar de memoria
(f es elemental). Si x = 0 la funcién

ya no es elemental en ningln entorno
de 0. (Es la—x3 a laizquierday x3 a la
derecha: elemental a trozos). No
sabemos de memoria y tenemos que
aplicar la definicion:

f'(0) = lim x!0 {[f(x)—f(0)]/(x—0)} = lim x!0 (]x|3/x) = 0
3x2six"0

Asi que f'(x) =

-3x2six<0

6xsix"0

f'(x) =

-6xsix<0

(3x2/x) six>0

'(0) = lim x!0 {[f' (x)-'(0)]/(x—0)} = lim x!0 = 0
(-3x2/x) six< 0

6six"0

f'(x) =

-6six<0

6six>0

£(0) = lim x!0 {[f"(x)—f"(0)]/(x-0)} = lim X!0
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-6six<0

No existe el limite por tanto no existe f
R\{0}.

(0), f es dos veces derivable en 0 e indefinida—mente derivable en

Ejercicio:
senxsix"0
Determinar (si es posible) a, b, ¢ " R para que la funciéon f: x "R !
ax2 + bx + c si x>0
sea continua, diferenciable, dos veces diferenciable, .....
Sabemos bien que si x > 0 entonces f es indefinidamente diferenciable en x,
f'(x) = 2ax + b, f'(x) = 2a, f"(x) = 0, flV'(X) = O, ....... x>0)
Suponemos también sabido para x < 0.
f es continua
f'(x) = cos x
f'(x) = - sen x
f"(x) = - cos x (x<0)
El problema estAenx =0
Para que f sea continua en 0 tiene que verificar que lim x!0- f(x) = lim x!0+ f(x) = f(0) = 0
lim xI0-f(x) =0
I'fescontinuaen0!c=0
lim xI0+ f(x) =0
Supongamos gque f es continua en 0, es decir, que ¢ = 0. Para que sea diferenciable en 0 debe ocurrir que:
lim x!0- {[f(x)-f(0)]/(x—0)} = lim x!0+ {[f(x)—f(0)]/(x-0)},
.l
lim x!0—-[sen x / x] = 1 lim x!0+ [(ax2 + bx)/x] = b
f es diferenciableen0!'c=0,b=1
Supongamos ahora que f es diferenciable en 0, es decir,quec=0,b=1

cos xsix<0
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f(x)=2ax+1six>0
1six=0
Para que sea 2 veces diferenciable en 0, ha de ocurrir:
lim x!10— {[f'(x)—f'(0)]/(x—0)} = lim x!0+{[f'(x)—f'(0))/(x—0)}
ol
lim x!0—- [(cos x — 1)/x] = 0 lim x!0+ [(2ax + 1 — 1)/x] = 2a ! f es 2 veces deferencia-
bleen0!c=0,b=1,a=0
Supuestoa=0,b=1,c=0
-senxsix<0
f'(x)=0six=0
0six>0
Sera tres veces diferenciable si
0 = lim x!10— {[f"(x)—f"(0)}/(x=0)} = lim x!0+ {[f"(x)—f"(0)}/(x-0)]} = 1, como los limites
no son iguales, la funcién no es diferenciable tres veces.
e-x"-2six"0
Hemos visto que la funcion f: x "R !
*six=0

e—-x"-2six<0

Es tal que f(0) =f(0) = *(0) = ...... =0, por tanto la funcibn g: x "R !
*six>0
Es indefinidamente diferenciable en 0 y tal que g(0) = g'(0) = g"(0) = ....... =0

Extremos (maximos y minimos) relativos de funciones varias veces diferenciables:

Supongamos gue A es un abierto en Ry que f: A! R es varias veces diferenciable en A. Los posibles
extremos relativos de f se alcanzan en los puntos x " A tales que f'(x) = 0. Es decir, en aquellos puntos en Ic

gue la tangente a la gréfica de f es horizontal.

(La derivada de la funcion f: x " R ! x3 s6lo se anula en x = 0 que no es un extremos, sino como todos los
otros, es un punto de crecimiento estricto. En otras palabras, el simple hecho de que f'(x) = 0 no garantiza c

f alcanza en x un extremo relativo).



Supongamos que f'(a) = 0. Por lo que hemos visto, si f alcanza en a un minimo (maximo) relativo, a es
ademas, punto de convexidad (concavidad), es decir, si la primera derivada, después de la primera, que no
anula es de orden par y positiva.

Si dicha derivada es de orden impar f tiene en a un punto de inflexién (arriba/abajo o abajo/arriba segun el
signo de la derivada).

P ={x" A/falcanza en x un extremo relativo} " {x " A/ f(x) = 0}

Q ={x"A/ftiene unainflexion}" {x " A/ f'(x) = 0}

Supongamos que x " P, es decir, f'(x)=0, supongamos también que f'(x)=...=fn-1(x) =0y f 'n"0:
Minimo relativo estricto si f'n(x) > 0

Sin es par

Maximo relativo estricto si f'n(x) <0

Arriba, abajo

Si n impar, inflexion:

Abajo, arriba

Supongamos que x " Q, es decir, '(x) = 0, supongamos también que
f'(x) = ... =f'n-1(x) = 0, fn " O:

Punto de convexidad estricta si f'n(x) >0

Sin par

Punto de concavidad estricta si f'n(x) <0

Arriba, abajo

Si n impar, inflexion:

Abajo, arriba

Ejemplo:

Consideremos la funcion polinémica f: x " R anxn + ...... +alx + a0

Sus posible extremos relativos estan entre los puntos x " R para los que,
f'(x) = nanxn-1 + ....... +2a2x +al=0.

Por consiguiente, tiene a lo sumo n—1 extremos relativos.

Un polinomio de grado n-1 tiene, a lo sumo, n—1 raices reales. Seguro que por lo menos, una si n—1 es imy
simplemente porgue todo polinomio de coeficientes reales tiene exactamente tantas raices en C como su
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grado, siempre gue cada una se cuente tantas veces como sea su multiplicidad. Ademas, con cada raiz
compleja (no real) tiene también como raiz a su conjugada con la misma multiplicidad, es decir, las raices
complejas (no reales) van a pares.

Son posibles puntos de inflexion los x " R tales que: f'(x) = n(n—1)anxn-2 + .... + 2a2 = 0 Por tanto, f tiene a
lo sumo, n—2 puntos de inflexion. Cuando menos una si n—2 es impar, (n impar).

Ejercicio:
Buscar, por ahi, y hacer problemas de maximo y minimos.
Teorema global de Taylor: (el del valor medio es el caso m = 0 de este teorema).

Supongamos que f, g: [a, b] ! R son continuas en [a, b], m veces diferenciables en
[a, b[ y m + 1 veces diferenciables en ]a, b.

Teorema 1:
"¢ " Ja, b[/[f(b) - Pmaf(b)] g'm+1(c) = [g(b) — Pmag(b)] fm+1(c)

Teorema 2:

"¢ " Ja, b[/ f(b) - Pmaf(b) = [fm+1(c) / (m+1)] (b-a)m+1

Teorema 3:

Si [fFm+1(x)] " g'm+1(x), (x " ]a, b[), entonces [f(b) — Pmaf(b)| " g(b) - Pmag(b)
Teorema 4:

Si [fm+1(x)] " M, (x " ]a, b[), entonces |f(b) — Pma f(b)] " [M/(m+1)!](b-a)m+1
Ejercicio:

Ver que para m = 0 esos son los teoremas del valor medio ya probados. Entonces suponer esto cierto para
m-1 (par tanto para las funciones f' y g') y verlo para m (induccién).

Demostracion de 1:

Consideremos la funcién auxiliar:

F:x " [a, b] ! F(x) = [f(b) — Pmaf(b)][g(x) - Pmag(x)] - [g(b) — Pmag(b)][f(x) — Pmaf(x)]

F al igual que fy g, es continua en [a, b], m veces diferenciable en [a, b[ y m+1 veces diferenciable en ]a, b]
Ademas, es tal que F(a) = F(b) = 0, luego existe c1 " ]a, b[ tal que

F'(c1) = 0. También se verifica que:

F'(@=F(l)=0!"c2"]a,cl[/F"(c2)=0

F'@=F"(c2)!"c3"]a, c2[/F"(c3) =0, ............ :

Fm@ =Fm(cm)=0!"c"]a,cm[/
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Fm+1(c)=0

Demostracién de 1! 2:

Basta tomar g(x) = (x—a)m+1

Corolario de 2:

Sig'm+1(x) >0, (x " ]a, b]), entonces g(b) - Pmag(b) >0

Demostracion de 1! 3:

Si fuese g'm+1(x) > 0 ( x " ]a, b[) sera evidente (en vista de lo anterior)

Como eso no tiene que ocurrir, hemos de dar un pequefio rodeo. Para > 0, consideremos la funcion: g : x
[a,b] g (x) + (x—a)m+l. Siaestag le ocurre que

g 'm+1(x) = g'm+1(x) + (m+1)! >0,y ademas, |fm+1(x)| < g m+1(x), (x " ]a, b[).

Por tanto, |f(b) — Pmaf(b)| < g (b) + Pmag (b) = g(b) — Pmag(b) + (b—-a)m+1'!
I'|[f(b) — Pmaf(b)| " g(b) - Pmag(b)

Ejercicio:

Verque2!4yque3'4

Ejercicio:

Ver que todo es idéntico si, en vez de considerar el intervalo [a, b] consideramos el

[b, a] (es decir, en lugar de ser mas grande, sea mas pequefio que a). Idéntico salvo que en 3 |f(b) — pmaf(l
Pmag(b) — g(b) y en el 4 (a-b)m+1

El mas famoso de esos teoremas en el segundo, que suele verse escrito de la siguiente forma: f(x) = f(a)
+f'(@)/1!](x-a) + ..... + [fm)(@)/m!](x—a)m + [fm+1)(z)/(m+1)!](x—a)m+1 (esto es la férmula de Taylor de
grado m).

Donde z es algun punto (desconocido, en general) entre a y X.

Del ultimo sumando suele decirse que es el resto, en forma de Lagrange, de la fomula de Taylor (de grdo n
El Teorema 2 tiene gran importancia tedrica y el teorema 4 gran importancia practica.

Ejemplo:

La utilizacion del teorema 4 para el calculo aproximado de sen 1, supuesto que sabemos que la funcion f: x
R ! sen x es indefinidamente diferenciable y tal que:

f(x) = sen x
f'(x) = cos x

f'(x) = - sen x
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f"(x) = — cos x

fIV(X) = sen x

Vamos a calcularlo con 6 cifras decimales exactas, error menor que 10-6
Paraa=0

Sen 1 =f(0) + [F(0)/1]-1 + [f(0)/2']-12 + ... + [Fm(0)/m!]-1m + [fm+1(z)/(M+1)!]-1m+1 =
=1 -1/3! + 1/5! - 1/7! + 1/9!

¢, Cuantos sumandos para que el error sea menor que 10-6?

[fm+1(z)/(m+1)!| < [1/(m+1)!] < 1/106, es decir, que (m+1)! > 106, basta con que m+1"10
Acabamos de ver que para a = 0, por ejemplo,

sen X = X — x3/3! + x5/5!- ... £ x2m-1/(2m-1)! + [f2m(z)/(2m)!] x2m (z entre x y 0)

Como f'2m(z) = + sen z, resulta que |[f'2m(z)/(2m)!] x2m| " x2m/(2m)! I m! O, cualquiera que sea x. Es decir,
cualquiera que sea x " R, la sucesién (P00f(x), PO1f(x), PO2f(x),....... ) I m! f(x). En otras palabras:

f(x) = "m=0 {['m(0)/m!] xm} (serie de Taylor de f relativa al pto. 0)
Esa sucesion de polinomios no es mas que la serie de sumas parciales de esa serie.

La funcién seno es analitica en 0, (también en cualquier otro punto).

De estas cosas hablaremos cuando estudiemos las sucesiones y series funcionales.

Sin embargo la sucesion (P0O0f(x), PO1f(x), PO2f(x),....... ), de sumas parciales de la serie "m=0 {[f'm(0)/m!]
xm} no converge a f en ningln x " 0 para

e—-x"-2six"0
fx"R!
Osix=0

por la sencilla razén de que esa sucesién es (0,0, 0, 0, ........ ). La serie de Taylor en 0 de esta funcién es la
serie 0. f que es indefinidamente diferenciable en 0, no es analitica en 0.

Volvemos atrds, antes de seguir con las funciones convexas necesitamos decir algo sobre las funciones
monatonas.

Definicion:
Se dice que f: A" R ! R es mono6tona creciente cuando x, y " A, x <y ! f(x) " f(y)
« decreciente cuando "

* estrictamente creciente cuando <
« estrictamente decreciente cuando >
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Proposicion:

Sif: A" R ! R es monétona (creciente o decreciente) entonces sus posibles discontinuidades son de primer
especie (existen limites laterales) y a lo sumo numerables.

(Las funciones mondétonas no puede tener demasiadas discontinuidades, si discontinuidades de segunda
especie).

Demostracioén:

Supongamos que f: A" R R es creciente y que a " A es punto de acumulacién por la izquierda de A. Se
verifica, entonces, que lim xla— f(x) = sup {f(x) / x " A, x < a} = p.

Este sup. existe porque el conjunto es no vacio (hay puntos de A a la izquierda de a) y acotado superiormel
(f(a) es acotado superiormente). De la definiciébn de supremo se sigue que:

" >0,"z"A z<x/f(z) <p-

Denotando x-z = , como f es creciente tenemos que:

" >0," >0/x"A/a- <x<al!lf(x)-p|] < (c.q.d)

Esto es la definicién de limite por la izquierda.

Eso supuesto, veamos ahora que f tiene, a lo sumo, numerables discontinuidades.
Supongamos, en primer lugar, que f es acotada. Sea m = inf {f(x): x " A},

M = sup {f(x) / x " A}. Entonces f tiene a lo sumo, entre (M—m) saltos de amplitud " 1 (o saltos de

discontinuidad evitable porque el punto no es de acumulacion por algun lado).

« ftiene, a lo sumo, 2 entre (M—m) discontinuidades de salto " %%.
*« 31/3.

{discontinuidades de f} = U n"N {discontinuidades de salto " 1/n} Unidbn numerable de conjuntos finitos es
finita y numerable.

Supongamos ahora que f no es acotado. Entonces (véase) o bien inf. A" A o bien
inf A" A. Supongamos lo primero. Sea (an) una sucesion de puntos de A tal que:

(an) inf A (Puede serinf A=-)y (bn) sup A

f restringida a A[an, bn] es acotada (f(an) es cota inferior, f(bn) cota superior) y tiene por tanto, a lo sumo
numerables discontinuidades. Basta considerar que:

{discontinuidades de f} = Un"N {discontinuidades de f restringida a A[an, bn]}
Unién numerable de, a lo sumo, numerables, es a lo sumo, numerable.
Funciones Convexas:

Seal" R un intervalo (en sentido amplio).
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Definicion:

f: 11 R es convexa si:

"X,y "t [0,1], f(tx + (1-t)y) " t(X) + (1-t)f(y)

Se dice cbéncava si es " (cuerda por debajo del arco).

Vamos a probar que si f es convexa entonces es continua en todos los puntos del I° salvo, a lo sumo,
numerables (es diferenciable casi por doquier (c.p.q.)).

Veremos también que si f es 2 veces diferenciable en | y tal que f'(x) " 0, (x " I°) entonces es convexa en |.
Proposicion:

f: 11 R es convexa si solo si:

X, ¥, 2" 1, x <y <z H{[I) =)l (x=y)} " {[{(x)—-f(2)) (x—2)} " {[f(y)-f(2))/(y-2)}

tg "tg "tg

Demostracion:

{IFO)=f()I/(x=y)} " {[F()—f(@))/ (x=2)} ! F()=K(y) " [(x=y)/(x=2)] [{(x)—f(2)] !
H(y) " [(y-2)/(x=2)] f(x) + [(x-y)/(x-2)]f(2)

Ahora bien, si ponemos t = [(y—2)/(x—2)] tenemos que y = tx + (1-t)z, t " [0, 1] y que f(x) es exactamente f(tx
+ (1-t)z) " tf(x) + (1-D)f(2)

Proposicion:

Sif: 1! R es convexa entonces:

1.- Tiene derivadas laterales en todos los puntos del I° (por tanto, es continua en [°)
2.— Las funciones f'—: I° Ry f'+: I1°! R son crecientes y tales que f'—(x)"f'+(x), (X"I°)
3.— f es derivable en todo punto del I°, salvo a lo sumo en numerables.
Demostracion:

1.- Seay" I° entonces existen x, y " | tales que x <y < z y se verifica que:

{[fFOO-F(W]x=)} " {[f(y)—f(2)]/(y—2)} Ademas, la funcion x " I ! {[f(x)—f(y)]/(x—y)} es creciente y acotada
superiormente por {[f(y)-f(2)]/(y-2)}

Por tanto existe lim xty— {[f(x)~f(y)l/(x-y)] = sup x<y {[f(x)~f()}/(x-y)} = f~(y)
Andalogamente f'+(y)

Evidentemente f'—(y) " f'+(y)
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Al tener f derivadas laterales en y, f es continua en y por la izquierda y la derecha, luego continua.
Ejercicio:
Ver lo que queda.

Acabamos de ver que si f: I | R es convexa y diferenciable (en 1°) entonces f' es creciente . Por tanto, si f es
convexa y dos veces diferenciable, entonces f'(x) " 0 (x " 1°).

También el reciproco es cierto.
Proposicion:

Sea | un intervalo abierto. Sif: I | R es diferenciable y f': I | R es creciente, entonces f es convexa. Por tanto
si f es dos veces diferenciable y tal que f'(x) " 0, (x " I), entonces f es convexa.

Demostracion:

Basta aplicar el Teorema del Valor Medio del Célculo Diferencial. Sean x,y, z " |,
X <y < z. Por el citado teorema existe entre x ey, entreyy z tales que:

{[f)-fW(x=y)} = £() ; {[f{Y) @)/ (y-2)} = F()
{[FOO—f(W)/ (x=y)} " {[f(y)-f(2))/(y-2)} c.q.d.
Funciones de variacién acotada:

Sea [a, b] un intervalo compacto (cerrado y acotado). Se llama particion de [a, b] a todo conjunto finito y
ordenado de puntos de [a, b] que empieza por a y termina por b.

P:a=x0<xl<...... <xn=b

Diremos que una particién P' de [a, b] es mas fina que otra P, si P' se obtiene afiadiendo a P nuevos punto:
denotaremos P " P".

La relacién ser mas fina que en el conjunto P[a, b] de la particiones de [a, b] es:
» Reflexiva: "P, P " P
* Transitiva: P" P, P'"P"I P " P"
e Antisimétrica: P"P',P'"P 1P =P
Es decir, es una relacién de orden.
No es total. Es decir, no es cierto que " P, P'{P " P', P' " P} si es filtrante o dirigida o More—-Smith, es decir,
talque " P, P'" P[a, b]," P"" P[a, b]. P " P, P' " P". Por ejemplo:
P'"=PUP.
Definicién;

Dada una funcién f: [a, b] ! R y una particion P: a=x0 < x1 <....<xn = b, de [a, b], se llama variacion de f
relativa a P al nimero real V(f, P) = n"k=1|f(xk)—f(xk-1)|
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Definicion:
Se dice que una funcion f: [a, b] ! R es de variacién acotada si:

"M"0:"P"P[a, b], V(f, P) " M, en dicho caso se llama variacion de f en [a, b] al nimero real Vbaf = sup
{V(f, P) : P" P[a, b]} =inf {M's....}

Ejemplos:

1.-) Sif: [a, b] ! R es creciente, entonces es de variacién acotada y se verifica que
Vbaf = f(b) - f(a). Caso decreciente Vba = f(a) — f(b).

En efecto:
"P"Pl[a, b]
V(f, P) = n"k=1 [f(xk)-f(xk—1)| = n"k=1 f(xk)—f(xk-1) = f(b) - f(a)
Si es decreciente
V(f, P) = n"k=1 [f(xk)-f(xk—1)| = — n"k=1 f(xk)-f(xk-1) = f(a) - f(b)
Ejercicio:
Ver que f: [a, b] ! R es constante ! Vbaf=0
2.-) Variacion acotada (no!) continua
(no!)
Una funcién de variacién acotada no continua, es por ejemplo cualquier funcién monétona no continua.
3.-) Una funcién continua que no es de variacion acotada:
xsenl/x,six"0
f:x"][0, 1]!

*six=0
Vamos a ver que esta funcién no es de variacion acotada.
Tomamos la particion:
P:o<2/(2n)<2/[(2n-1)] < 2/[(2n-2) ] < ....... <2/ <1

V(f, P)=|[2/(2n )]sen[(2n )/2]-0|+|2/[(2n-1) ]sen[(2n—-1) /2]-[2/(2n )]sen[(2n )/2]| + ...... +
[(2/)sen(/2)—(2/2 )sen(2 /2)|+|sen 1-(2/ )sen(/2)| =

=2/ {[1/(2n-1)] + [1/(2n-1)] + [1/(2n-3)] + [1/(2n=3)] + ........ +

+1/3+1/3+1+1}+|senl-2/|
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Pues bien, lo que esta fuera del valor absoluto es tan grande como queramos sin mas que tomar n
suficientemente grande. (Ya sabemos que la serie " [1/(2 +1)] suma +).

4.-) Ejercicio:
x2senl/xsix" 0
Ver que la funcién x " [0, 1] !
*s1x=0
Denotaremos BV[a, b] al conjunto de las funciones de variacion acotada en [a, b].
Proposicion:
Si f es de variacién acotada en [a, b] entonces es acotada.
Demostracion:
Ejercicio: Tomar P: a < x < b con cualquier x " ]a, b[.
Ejemplo 5:
1six"Q
f: x " [0, 1] ! no es de variacion acotada.
*six"Q
Definicion:
f: [a, b] ! R es de variacién acotada (en [a, b]) si:
"M>0,"P"P[a,b], V(f, P) "M
En dicho caso, se llama variacién de f(en [a, b]) al nGmero real:
Sup {V(f, P) : P " P[a, b]} = Vba .
Proposicion:

Sif, g: [a, b] ! R son de variacion acotada, entonces también lo sonf+ g, f ("R) y f-g. Se verifica, ademas,
que:

Vba (f+g) " Vbaf + Vbag
Vba (f) = || Vbaf
Vba (f-g) " M(|g|)Vbaf + M(|f])Vbag donde M(|f|) = sup {|f(X)| : x " [a, b]}

Demostracioén:
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a) Suma: " P " P[a, b]

V(f, P) = "p|(f+g)(xk) — (f+g)(xk=1)| " "p|f(xk)—f(xk—1)| + "p|g(xk)—g(xk-1)| " Vbaf + Vbag !
I'sup {V(f+g, P) : P " P[a, b]} = Vba(f+g) " Vbaf + Vbag.

b) Producto por escalar (ejercicio).

¢) Producto: " P " PJ[a, b]

V(f-g, P) ="p |(f-9)(xk) — (f-g)(xk=1)| " "p [f(xK)| |g(xk)-g(xk-1) + "p [g(k=1)| [f(xk)—f(xk-1)]

" M(f]) "plg(xk)-g(xk-1)[ + M(|g]) "p [f(xk)-f(xk-1)| " M(|f|)Vbag + M(|g|)Vbaf.

Por consiguiente, (BV[a, b], +, -es, -) es un algebra conmutativa y unitaria sobre el cuerpo R.
Subalgebra de (BJa, b], +, -es, )

I

funciones acotadas en [a, b]

M[a, b] son las funciones mondétonas en [a, b].

Ejercicios:

Ver que M[a, b] no es, con las operaciones usuales (+, -es, ) una subalgebra de BJa, b], ni siquiera es un
subgrupo aditivo.

f,g" M[a, b] no ! f+g " M[a, b]

no!f-g" M[a, b]

Por supuesto, f, g creciente ! f+g creciente

no ! f—g creciente

MCJa, b] (mondétonas crecientes) es un cono positivo del espacio vectorial B[a, b], porque:
f, g " MC|a, b] ! f+g " MCJa, b]

f"MC[a,b], "0! f"MC[a, b]

Vamos a ver que BV[a, b] es el menor grupo aditivo (también el menor espacio vectorial, o la menor
subalgebra) que contiene a MJ[a, b]

[0, 2] x ! x2
X1 x3

Xx2-x3 no es mondtona, ni
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creciente ni decreciente.

Proposicion:

Sif: [a, b] ! R es de variacién acotada y si ¢ " [a, b] entonces también son de variacion acotada: f|[a, c] y f|[c
b]. Se verifica, ademas, que:

Vbaf = Vcaf + Vbcf

Demostracién: (ejercicio)

Indicacion: sup {V(f,P): P " P[a, b]} = sup {V(f, PU{c}): P " P[a, b]}

"p |f(xk)—f(xk-1)| = |f(x1)=f(x0)| + ... + [f(c)=f(xr)] + [f(xr+1)-f(c)| + .... + [f(xn)—f(xn—-1)|
a=xX0<xl<..<Xr<c<xr+tl<..<xn=Db

Otra indicacion: Ver que P " P' I V(f, P) " V(f, P")

(Consecuencia de la desigualdad triangular)

Basta verlo para el caso en que P' tiene un punto mas que P.

Pra=x0<x1l<.... SXr<z<Xxr+l<.... <xXn=Db

[f(x1)— f(xO)| + ... + |f(xr+1)—f(xr)| + .... +[f(xn)—f(xn-21)] "

[f(x1)— f(xO)| + ... + |f(z)—f(xr)| + [f(xr+1)=f(xr)] + ..... + [f(xn)—f(xn-1)|

Corolario:

Sea f" BV[a, b]. La funcién : x"[a, b] ! Vxaf es monoétona creciente (Vaaf = 0).
Demostracion:

Seaa"x<y"b

V(y) = Vyaf = Vxa f + Vyaf " Vxaf = V(x)

Vyx" 0

Teorema:

f: [a, b] ! R es de variacion acotada si sélo si es diferencia de funciones monétonas crecientes.
Demostracion:

Si f es diferencia de mondétonas crecientes, entonces, como las monétonas son de variacion acotada y las ¢
variacion acotada son un grupo aditivo, f es de variacion acotada.

Reciprocamente, supongamos que f es de variacion acotada en [a, b], entonces
v: X " [a, b] ! v(x) = Vxaf es como sabemos, monétona creciente.
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Es facil ver que, por otra parte, v — f también es monétona creciente, con lo que

f=v-—(v+1).

Ha de probarse que a" x <y " b ! v(x)—f(x) " v(y)—f(y) o, lo que es lo mismo, que f(x)-f(y) " v(y)-Vv(X).
Corolario:

Sif" BV[a, b], entonces f = g — h, dadas g y h mondétonas. Por tanto,

{discont. de f} " {discont. de g} U {discont. de h}

» Union finita de conjuntos a lo sumo numerables es a lo sumo numerable.
e Todo subconjunto de un conjunto a lo sumo numerables es a lo suma numerable.

Por otra parte el que g y h tengan limites laterales en cualquier punto de [a, b] implica que f = g — h tambiér
los tiene.

Lim x!c— f(x) = Lim xlc— g(x) — Lim x!c— h(x)
Corolario:

BV[a, b] es el menor grupo aditivo (espacio vectorial, algebra) que contiene a las funciones monétonas.
(Véase).

Sea CJa, b] el espacio vectorial de las funciones continuas en [a, b] (No s6lo un espacio vectorial, sin algebl
como [a, b] es compacto no s6lo son continuas sino infinitamente continuas).

Es facil ver que:

D(f, g) = méx. |f(x)—g(x)| es una métrica en C[a, b]
Consideremos CJa, b]* (conjunto dual de CJa, b])
Cla, b]*={: C|[a, b] ' R, liniales}

Dual algebraico de CJ[a, b]

(f+g)= (H + (9)

(Hh=

Se pueden encontrar muchas aplicaciones para demostrar que es de dimensioén infinita.
x"[a, b]!1l

x"[a, b]'x

X" [a, b] I x2

Cla, b]'={: [a, b] ! R, lineales y continuas} del espacio topolégico de c[a, b].
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Teorema: (Riesz)
C'[a, b] " BV][a, b] / ctes.
Todo funcional lineal continuo de C[a, b], : C[a, b] ! R lineal y continuo es de la forma: (f) = ba f(x) dg(x).

TEMA llI: Calculo Integral:

Dada f: [a, b] ! R acotada (su grafica esta contenida en algun rectangulo) y no negativa (su grafica esta por
encima del eje de abcisas), integrar f es medir el area del conjunto subyacente a la grafica de f.

No es esencial que el dominio de la funcién sea un intervalo. Acotada y no negativa son restricciones
esenciales. Mantendremos casi todo el tiempo dedicado a la integracion el caracter acotado, pero no
mantendremos el no negativa.

Integrar una funcién acotada f: [a, b] ! R es medir el area del conjunto subyacente por arriba del eje de
abcisas, medir el area del que esta por debajo y restar ambas.

Asi que el problema de integrar es el de medir areas de conjuntos subyacentes a graficas de funciones
(conjunto con lado y fondo rectos y en angulo recto, pero con tapas raras).

Seran integrables aquellas funciones cuya area del subyacente sea medible (sepamos medir).

Para medir esa area (integrar esa funcién) podemos usar procedimientos mas o menos finos. El método qu
vamos a utilizar en esta asignatura es medianamente fino: el método de Reiman o Jordan.

Seran integrables en él bastantes funciones, pero no demasiadas. El afio que viene se estudiara el método
fuerte de Lebesgue.

Al modo de Reiman seran integrables las funciones continuas, las de variacion acotada, y en general, toda:
funciones no demasiado discontinuas, las que son continuas casi por doquier (cpq).

Asi que no sera integrable la funcién de Dirichlet:
1six"Q

f: x"[0,1]!

0six"Q

Esta si sera integrable al modo de Lebesgue.

En esencia, el método de Reiman para integrar funciones (medir conjunto suyacente a las graficas de las
funciones) consiste en lo siguiente:

Como punto de partida se toma a las funciones escalonadas y ese concepto totalmente elemental de integr
Dado una particiéon: a = x0 < x1 < .... < xn = b de [a, b] una funcién escalonada es una funcién f: [a, b] ! R ta
que f(x) = yk, si x " |xk=1, xK[

Se define baf = n"k=1 yk xk, donde xk =xk — xk-1

Véase que cada sumando es el area de un rectangulo de aquellos. Con signo + si esta encima y — si esta
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debajo. Es muy facil ver que si f y g son escalonadas también lo son f+g, f, fg y que:
ba(f+g) = baf + bag ba f = baf

Mientras que con el producto puede pasar cualquier cosa, puede ser igual, menor o mayor que el producto
la integrales.

Definicion:
Se dice que f: [a, b] ! R, acotada, es R-integrable (integrable en el sentido de Reiman) si:
" >0,"h, Kk, fescalonadas: h"f"k, ba (k—h) <

En dicho caso, se define baf = sup {bah / h escalonada, h " f} =
= inf {bak / k escalonada, f " k}.

Ejemplos de funciones R—inteagrables y no R—integrables:
1six"Q

1.-) La funcién de Dirichlet, f: x " [0, 1] ! f(x) =

0six"Q

En efecto, si h es escalonada y esta por debajo de f, h " f (esto significa que " x " [0, 1] h(x) " f(x)), entonces
10h " 0. Es la suma de estos rectangulos, todos negativos, en el mayor de los casos h(x) = f(x) = 0, 10h =0

Y si k es escalonada y f " k, entonces 10k " 1, k vale mas que 1.

Por tanto, " h, k escalonadas, h " f" k, 10(k—h) = 10k — 10h "1 y no es tan pequefio como queramos.
Proposicion:

Sif: [a, b] ! R es continua, entonces es Reiman—integrable.

Demostracion:

Sabemos que toda funcién continua en un compacto (como el [a, b] es uniformemente continua, es decir, s
verificaque: " >0," >0:xy"[a, b], [x-y| < !|[{(X)-f(y) <[/(b—a)]

SeaP:a=x0<xl<..... < Xn = b una particion de [a, b] tal que xk—-xk-1 < , (k=1,..., n). Denotaremos
mk(f) = min.{f(x) : x " [xk—=1, xk]} y Mk(f) = max {f(x) : x " [xk—1, xk]}.

Como xk — xk-1 < , Mk(f) — mk(f) < [ /(b—a)]. Por tanto, si definimos:
h: x " [a, b] ! mk(f), si xk=1 " x < xk

k: x " [a, b] ! MKk(f), si xk=1 " x < xk

Tenemos que hy k son escalonadas tales que h " f" Kk y:

ba(k-h) = n"k=1 [MK(f)-mk(f)] xk < [/(b-a)] n"k=y xk = (c.q.d).
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Proposicion:
Sif: [a, b] ! R es mondtona entonces es R—-integrable.
Demostracion:

Supongamos que f es creciente (igual para decreciente). Tomamos una particion
Pa=x0<xl<.... < xn = b tal que xk—-xk-1 = [(b—a)/n] (puntos igualmente separados).

Tenemos, entonces, que mKk(f) = f(xk—-1), Mk(f) = f(xk)

Igual que antes tomamos las escalonadas:

h: x " [a, b] ! h(x) = mk(f), si xk—=1 " x " xk

k: x " [a, b] I k(x) = MK(f), si xk=1" x " xk

Ahora tenemos que h " f " k, ba(k—h) = n"k=1 [Mk(f) — mk(f)] xk =

= [(b—a)/n] n"k=1 [f(xk)-f(xk—1)] = [(b—a)/n] [f(b)—f(a)]

Se puede hacer menor que cualquier > 0, sin mas que tomar n suficientemente grande.

Nos seria facil ver, ahora mismo, que la suma, producto por escalar y producto de R-integrables es
R-integrable.

Por tanto el producto no es R-integrable en funciones no acotadas. Pero esto se vera mas adelante.
Corolario:

Toda funcién de variacion acotada en [a, b] es R-integrable, sabemos que
Cla, b] U BV[a, b] " R[a, b].

Seaf:[a, b] ! R acotaday sea P: a = x0 < x1 <...<xn = b una particién de [a, b]
Definicion:

Se llama suma de Reiman de f relativa a P y a lo puntos tk " [xk—1, xk], al nimero real:
S(f, P, {tk}) = n"h=1 f(tk) xk, dada xk=xk—-xk-1. A veces escribiremos simplemente S(t, P)

El nmero S(f, P, {tk}) es la integral de la funcién escalonada g: x " [a, b] ! f(tk)
si xk—1 < x < xk. Es decir, la suma algebraica (con signo +, con signo -) de las areas rayadas.

Se llama suma inferior (superior) de Reiman de f relativa a P el nUmero real:
S(f, P) = L(f, P) = n"k=1 mk(f) xk, mk(f) = inf. {f(x) : x " [xk-1, xk]}
S—(f, P) = U(f, P) = n"k=1 MK(f) xk, Mk = sup {f(x): x "[xk-1, xKk]}

Es evidente, que " P " P[a, b], m(t)(b—-a) " L(f, P) " S(f, P) " U(f, P) " M(f)(b—a), donde m(f) = inf {f(x) : x "
[a, b} y M(f) sup {f(x): x " [a, b] (*)
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Es facil ver (ejercicio) que P < P' (P' mas finaque P) ! L(f, P) " L (f, P,
uU(f, P " U(f, P). (**)

Corolario:
"P1, P2" P[a, b], L(f, P1) " U(f, P2).
Demostracion:

Basta tomar P1 U P2 (que es mas fina que P1y P2) y utilizar los resultados anteriores.

L(f, P1) < L(f, PIUP2) " U(f,. P1UP2) " U(f, P2) (los extremos por (**)).
*)
Definicion / Teorema:

f: [a, b] ! R acotada, es R-integrable (en [a, b]) si verifica alguna (a la fuerza, todas) de las siguientes
proposiciones equivalentes:

1.- Existe un numero real, baf, tal que: " >0, "P " P[a, b]: P " P !'|S(f, P)-baf|<

2.— sup {L(f, P): P " P[a, b]} = inf {U(f, P): P " P[a, b]} = baf

3.-" >0,"P"P[a, b]: U(f, P) - L(f, P) <

Demostracion:

Vamosaverquel!2!1311.

112)

Sea A = sup {L(f, P): P " P[a, b]}, B = inf {U(f, P): P " P[a, b]}. Sabemos que ambas existen (el primer
conjunto esta acotado superiormente por M(f)(b—a) y el segundo acotado inferiormente por m(f)(b—a) y A" I
porque cualquier U(f, P) (respectivamente L(f, P)) es cota superior (inferior) del conjunto. Queremos ver que
A =B = baf.

|A-B| " |A-L(f, P)|1 + |L(f, P)-S(f, P{tk})|2 + |S(f, P,{t'k})—-baf|3 + |baf-S(f, P,{t"k})|4 +

+|S(f, P{t"k})-U(f, P)|5 + |U(f, P) — B|6

— 1y 6 se pueden hacer menores que /6 sin mas que tomar P suficientemente fina (definiciones de sup € il
y el hecho de que L(f, P) crece al afinar P y U(f, P) decrece al afinar P..

— 2y 5 lo mismo (de las definiciones de mk(f) y Mk(f)). (Véase).
— 3y 4 lo mismo por la hipétesis.
El véase de 2y 5.

De la definicion de mk(f) se sigue que " t'k " [xk, xk-1] tal que |mk(f) — f(tk)| <[/6(b-a)]'2 < /6
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Es decir,” >0, |A-B| < , lo que es lo mismo, A=B

Falta ver que A = B = baf (ejercicio).

Sale de que |[A-baf| " [A-L(f, P)| + |L(f, P) — S(f, P, {tk})| + |S(f, P, {t'’k}) — baf]
113)

Evidente.

De la definicién de inf. se sigue que " >0," P1" P[a, b]/0 " baf - L(f, P1) <

De la definicién de sup se sigue que " >0," P2 " P[a, b] /0" U(f, P2) — baf < /2
Y como para P =P1 U P2, L(f, P1) " U(f, P) " L(f, P2), resulta que U(f, P) - L(f, P) < .
312)

2!1) Ejercicio.

Nétese que cualquiera que sea f: [a, b] ! R acotada existe:

sup{L(f,, P) : P " P[a, b]} = baf

y que baf " —baf

inf {U(f, P) : P " P[a, b]} = —baf

Basta tener en cuenta que cualquier U(f, P) (L(f, P)) es cota superior (inferior) de
{L(f, P) : P " P[a, b} {U(f, P) : P " P[a, b]})

Por tanto 2 dice que f es R-integrable cuando: baf = —baf = baf
Ejercicio:

1six"Q

Calcular baf, —baf cuando f: x " [0, 1] !

0six"Q

Ejercicio:

0six"Q

Calcular baf, —baf cuando f: x " [0, 1] !

1/n si x = m/n (irreducible) (m, n " N)

Indicacioén: Cualquiera que sea p " N, existan finitos m/n " [0, 1], irreducibles, tales que n < p.

¢ Es R-integrable esta f?

116



Esta funcion es obviamente discontinua en los racionales de [0, 1], pero es continua en los irracionales de |
1], la razdén es la existencia de esos finitos m/n.

Denotaremos R[a, b] al conjunto de las funciones R—-integrables en [a, b].
Ejercicio:
Al empezar este capitulo dimos una definicibn mas simple de funcion R—-integrable. No es dificil ver que las

funciones continuas y monétonas en [a, b] son R—-integrables en
[a, b]. Ver esas demostraciones utilizando 3.

Proposicion:

Sif,g"R[a,b]y , "R, entonces f+g" R[a, b] y se verifica que:

ba(f+ g) = baf + bag

Es decir, con las operaciones usuales de la adicién y multiplicacién por escalares,
R[a, b] es un espacio vectorial sobre R, subespacio de BJa, b], es de las acotadas, que los es del F[a, b] de
todas las funciones de [a, b] en R.

Demostracion:

S(f+g, P) ="p(f(tk) + g(tk)) xk = "pf(tk) xk + "pg(tk) xk

Utilizamos 1. Por hipoétesis:

"P' " P[a, b] P' " P'!|S(f, P) - baf| < [ /(2] |)]

" >0:

"P" " Pla, b] P" "P"!]S(g, P) — bag| <[/(2] ])]

(Si =0 6 =0 todo mas facil)

Por tanto, tomando P =P' U P" tenemos P " P ! |S(f+ g, P) — ( baf- bag| "
“|||S(f, P) — baf| + || |S(g, P) — bag| < (c.g.d.)

Proposicion:

Sif,g" R[a, b]y f" g (es decir, f(x) " g(x), " x " [a, b]) entonces baf "bag (es decir, el funcional lineal f " R[a,
b] ! baf " R es mondétona creciente).

Demostracioén:
Evidente (L(f, P) " L(f, P), etc...)
Proposicion:

Sif, g " R[a, b] entonces min. (f, g) méax. (f, g) " R[a, b]
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Demostracion:

Basta considerar que:

U(min.(f, g), P) — L(min.(f, g), P) " U(f, g) — L(f, P) + U(g, P) — L(g, P)
U(max.(f, g), P) — L(max.(f, g), P) " U(f, g) — L(f, P) + U(g, P) — L(g, P)
Nota: La definicion 3, puede escribirse de la siguiente forma equivalente:
" >0,"P "P(a b):P "PlU(, P)-L({f P)< .

Simplemente porque:

P'" P"LU(f, P") - L(f, P") " U(f, P") - L(f, P").

Ya vemos que L(f, P") " L(f, P") " U(f, P") " L(f, P")

También es verdad que f-g " R[a, b] pero no hay relacién fija entre baf-g y baf - bag.
Si es cierto, y es una desigualdad importante (Cauchy—Schwar)

baf-g " (baf)1/2 - (bag)1/2

Sin embargo:

1.- es algo dificil probar ahora que f-g " R[a, b]

2.— Cuando se integran conjuntos no acotados, o funciones no acotadas, puede ocurrir que f, g " R[a, b] pel
quef-g"R[a, b].

Corolario:

Sif"R[a, b] ! f+, -, |f| " R[a, b] (Por definicién f+ = max.(f, 0); f-= méx.(f, 0);
If] = f++f-).

Mas todavia, f+, f- " R[a, b] | f " R[a, b], y ademas, baf = baf+ — baf- . Sin embargo
Ifl " R[a, bl no ! f" R[a, b].

Ejemplo:

1six"Q

f: x " [0, 1] I no es R-integrable, pero |f| " R[a, b].

-1six"Q

Otra forma de escribir el corolario anterior:

f" R[a, b] ! f+, f- " R[a, b] y se verifica que baf = baf+ — baf-

Corolario:
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f" R[a, b] ! |f] " R[a, b] (no es cierto !) y se verifica que |baf| " ba|f| (desigualdad muy importante).
La razén de la desigualdad es:

f" |f| baf " balf|

I'l la desigualdad.

—f " |f| —baf " ba(-f) " balf|

Dicha desigualdad, es la desigualdad triangular.

baf = baf(x) dx

Proposicion:

Seaa<c<h,f"R[a, b]sisolosif"R[a, c]yf"R][c, b]y siverifica que:
baf = caf + bcf.

Demostracioén:

Dado que P'" P" ! L(f, P) " L(f, P") " U(f, P") " U(f, P") resulta que a las definiciones de funcién integrable y
de integral podemos considerar solo particiones de [a, b] que tengan a ¢ entre sus puntos.

Esto supuesto, si P es una de tales particiones, P:a=x0<xl1<..<c<..<xn=b

P'" Pla, c] P" " P[c, b]

U(f, P) — L(f, P) = U(f, P") — L(f, P") + U(f, P") — L(f, P"). Su de dos nimeros mayores gue cero es pequefio s
so6lo si ambas son pequefias.

Queda ver que baf = caf + bcf (ejercicio teniendo en cuenta lo anterior).

Proposicion (Teorema del valor medio del Calculo Integral):

Sif: [a, b] ! R, acotada, es R—integrable, entonces exista " [m(f), M(f)] tal que
baf = (b-a)

Si, ademas, f es continua, entonces existe " [a, b] tal que baf = () (b-a)
m(f) = inf {f(x) / x " [a, b]}

M(f) = max {f(x) / x" [a, b]}

Demostracion:

Sabemos que (es inmediato) m(f)(b—a) " baf " M(f)(b-a).

Asi que la existencia de es inmediata.

Por otra parte, cuando, f es continua en el intervalo [a, b], m(f) = min.{f(x) / x " [a, b]} y M(f) = max. {f(x) / x
"[a, b]} ([a, b] es compacto).
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Pues bien, (teorema valor medio para funciones continuas). Sabemos que una funcién continua en un inter
alcanza cualquier valor comprendido entre dos que alcance (en particular, el valor ).

Teoremas fundamentales de calculo infinitesimal (diferencial e integral).

Son resultado que, sorprendentemente, ligan el calculo diferencial (de tangente a graficas de funciones) col
célculo integral (de areas subyacentes a graficas de funciones).

Teorema:

Sif" R[a, b] entonces F: x " [a, b] ! F(x) = xaf es continua en [a, b] (incluso lipschitsziana). Ademas, si f es
continua en x " [a, b], entonces F'(x) = f(x).

Demostracioén:

Sabemos que f" R[a, b], x " [a, b] ! f " R[a, b] (Convenimos que f " R[a, b] y que baf = 0) (También
convenimos que baf = —baf).

Seax, y"[a, b]. Tenemos que (ya lo hemos visto):

[F(y)-F(x)| = |yaf — xaf| = [yxf| " |balf|| = max(x, y)min.(x, y)|f| " M(|f])|x=y|. Es decir, f es lipschitsziana, por
tanto, uniformemente continua (luego hablaremos de esto). Para ver la continuidad uniforme basta tomar -
[/M()]

Supongamos ahora que f es continua en x. Queremos ver que existe

lim g!x {[F(y)-F(X)])/(x-y)} y que vale f(x).

Por el teorema del valor medio que acabamos de probar tenemos que existe = (X, y) entre inf {f(z) / z entri
x e vy}, sup {f(z) / z entre x e y} tal que:

{[F)-FOV(x=y)} = {lyxfl/(x=y)} = {[ (y—x)}(y—x)} = , y por ser f continua en x
()

y!x(c.qg.d)

Funciones Lipschitszianas:

Se dice que f: A" R ! R es lipschitsziana si existe k " 0 tal que [f(x)—f(y)| " K|x=Y]|.

Es inmediato que si f es lipschitsziana entonces es uniformemente continua: bast tomar = /k (Sik =0,
trivial):

" >0," = kIxy"A, Ix-yl < KE)-TY)] <
Definicién:

Diremos que F: [a, b] ! R es una primitiva de f: [a, b] ! R si F es continua en [a, b], derivable en ]a, b[ y tal qu
F'(x) = f(x), (x"]a, b[).

Sabemos, por ejemplo, que si f tiene alguna discontinuidad de primera especie (evitable o de salto) entonce
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no tiene ninguna primitiva.

Teorema (Regla de Barrow):

Sif" R[a, b] y F es una primitiva de f (en [a, b]) entonces baf = F(b)-F(a). Es una férmula de extraordinario
valor tedrico, no tanto valor practico.

1.-) No tanto valor practico, porque no es facil calcular primitivas de una funcién dada, ni siquiera de las
funciones elementales (potencial, exponencial, logaritmica, seno, arcseno, y las que se obtienen operando
componiendo).

2.-) Mas aun, toda funcién elemental tiene derivada elemental, pero no es cierto que toda funcién elemente
tenga primitiva elemental.

Demostracion:

Sea P: a=x0 < x1 < ... <xn = b una particion cualquiera de [a, b]. Se verifica que:
F(b)-F(a) = F(xn)-F(x0) = n"k=1 (F(xk)-F(xk-1)) = n"k=1 F'(tk) xk = S(f, P, {tk}). (c.q.d.)
Asique f" R[a, b]y " P " P[a, b] se pueden elegir las tk " [xk-1, xk] tales que:

|S(f, P, {tkh)-[F(b)-F(a)]| = 0! F(b)-F(a) = baf. (c.q.d.)

Vamos a ver algunos ejemplos:

1.-) Consideramos la funcién (escalonada y por lo tanto, trivialmente integrable).
-1si-1"x<0

fx"[-1,2]'fX) =EX)=f(x) =0si0"x<1

1sil"x<2

2slx=2

(E(x) es la parte entera de x, es el mayor nimero entero que es menor o igual a x)

Se pide, calcular F: x " [-1, 2] ! F(x) = xaf

Podriamos echar todas la cuentas a ojo, vamos a hacer uso, sin embargo, de los teoremas anteriores.

Si-1"x<0,feslafunciont" [-1, x] en [-1, X]. Una primitiva de ella es la funcién que a cada :t"[-1, X]
I -t. Por lo tanto regla de Barrow:

F(x) = x-1f = x-1-1dt = (x)- (-1) = -x-1
Si0"x<1,feslafuncién que t" [0, x]-1 = 0. Una primitiva de ella es la 0. Por lo tanto Regla de Barrow.

F(x) = x-1f = 0-1f+ x0 f = -1 + x0 0 dt = -1 (hacemos esto porque f no tiene primitiva en [-1, x] con x > 0.
Esto es porque tiene una discontinuidad de salto en un punto del
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interior, el 0).

Sil"x"2,feslafunciént" [-1, x] = 1 una primitiva es x. Regla de Barrow.
F(X) =x-1f=1-1f+x1f = -1+ x11dt=-1+ (X) - () =-1+x-1=x-2
—x-1si-1"x"0

Fx"[-1,2]!F(X)=-1si0<x"1

Xx=2sil<x"2

Vamos a hacer lo mismo para esta F.

Ahora como F es continua si hay primitiva en F en (-1, 2], dicha primitiva no es elemental pero si elemental
trozos.

Si-1"x"0,g(x) = Xx-1F = x-1(-t-1)dt = [-t2/2] =t ]x-1 = —x2/2 - x -1/2 - 1
Si0<x"1,G(x)=0-1F +x0 F = -3/2 +x0-1dt = —3/2 + [-{]x0 = -3/2 - X
Sil<x"2,etc....

Ejercicios:

Dada f: x " [-1,2] ! ||, calcular F(x) = x1f

Dada f: x " [~ /2, /2] !|sen x|, calcular F(x) = x— /2f

Representar f, F, interpretar los resultados, .....

Vamos a probar un importante teorema de caracterizacion de las funciones R-integrables.

Teorema (Lebesqgue):

Condicioén necesaria y suficiente para que una funcién acotada f: [a, b] ! R sea R-integrable es que sea
continua c.p.d. (casi por doquier).

Continua c.p.d. significa continua en todos los puntos de [a, b] salvo, a lo sumo, en lo de un subconjunto de
medida (de Labesgue) cero.

Tendremos que trabajar bastante para ponernos en condiciones de probar ese teorema.
Lo primero es ver que es un conjunto de medida cero.

Aln antes veremos lo que es un conjunto de contenido (medida de Jordan) cero.
Defincion:

A" R es de contenido (medida de Jordan) cero si: " >0, " 11, ...., In intervalos tal que

A"ILU...UIny, (I1)+...+ (In)<
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(I) es la medida (longitud) del intervalo |
Ejemplos:
1.-) Si A es finito, A = {x1, ..., xn} entonces es de contenido cero.

Basta tomar Ik = ]xk—-/3n, xk+ /3n[, (k = 1,...., n) paratenerque A" 11U ... U In,y, (I1)+....+ (In) <
213 <

Los conjuntos finitos son de contenido cero.

2.-) Si (xn) es una sucesion convergente, el conjunto de sus término es de contenido cero

En efecto, sea a = lim a! (xn). Entonces en ]a- /6, a+ /6[ estan todos, salvo finitos, los términos de la
sucesion, quedan fuera, a lo sumo, {x1, ...., x }. Tomamos

Ik = ]xk=/4n, xk+ /4n[, (k=1, ..., n). Tenemos que {xn/n"N}"I1 U .... U In, vy,

(I)+...+ (In)=/2 +...+ /2 +/3=/2+ /3<

3.—) Un conjunto no muy grande (numerable) que no es de contenido cero: Q [0, 1]

Véase que siQ [0, 1] " 11 U .... U In (intervalo) entonces (I11) +.... + (In)" 1 == ([0,1]).

4.-) El conjunto ternario de Cantor es infinito no numerable de contenido cero. Dicho conjunto se obtiene d
la siguiente forma:

Consideramos el intervalo [0, 1]. Dividimos el intervalo [0, 1] en tres trozos iguales y quitamos el de medio
(C1 =10, 1/3] U [2/3, 1]). Hacemos lo mismo a los dos que quedan y obtenemos C2 = [0, 1/9] U [2/9, 1/3] U
[2/3, 7/9] U [8/9, 1]. Reiterando el proceso obtenemos dicho conjunto C = n=1 Cn.

No es dificil ver que:

1.— C no es numerable

2-C=C-=C

3.— C es de contenido cero.

Lo més facil es lo tercero:

Esta contenido en [0,1] ! mide 1

[0, 1/3] U [2/3, 1] ! suma de medidas 2/3

[0, 1/9] U [2/9, 1/3] U [2/3, 7/9] U [8/9, 1] ! suma de medidas (2/3)2

(2/3)n!In!'0

Veamos que C es infinito no numerable.

Utilizaremos el sistema de numeraciéon en base 3: 0, 1, 2, 10, 11, 12, 20, 21, 22, 100, 101, 102,..... Todo
namero, salvos los exactos excepto el cero, que admiten una representacion de periodo 2 (21 = 20'2222....]
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Veamos cuales son, escritos en base 3, los elementos de C. Convenimos que los nimeros exactos que
terminan en 1 los representamos con periodo 2. Por ejemplo: 0'201 = 0'200222.... Los que terminan en 2 lo
dejamos como estan.

Eso supuesto, se puede ver que C = {0'ala2a3...... / ak =0 6 2}. Pues bien, la correspondencia 0'ala2a3....

1 0'b1lb2b3..... donde bk = ak si ak = 0; bk = 1 si ak = 2 (Cambiar doses por unos). Biyeccion entre C y su
imagen por ella. Pero la imagen de C son, en base 2, todos los puntos del intervalo [0, 1] que no es numere

Algunas propiedades de los conjuntos de contenido cero:
« Si A es de contenido ceroy B " A, entonces B es de contenido cero.
« Por tanto, la interseccién de conjuntos de contenido cero es de contenido cero.
« La unidn finita de conjuntos de contenido cero es de contenido cero.

Demostracioén:

111...... I1m
Sean Al, ...., An de contenido cero. Esto significa que: " >0".......... /
Inl...... Inm

AK"Ix1 U ..... U Ikm
(Ik1) + ..... + (Ikm) < /n
Por tanto, Uk=1Ak = nUk=1mUj=1 Ik}, "todos(lkj) <

Sin embargo, la unién de infinitos (aunque sean numerables) conjuntos de contenido cero no es de conteni
cero.

Ejemplo:

Q [0, 1] es un conjunto numerable, es decir, unién numerable de conjuntos de un solo punto, que son de
contenido cero. El no es de contenido cero.

Definicién:

A" R es de medida (de Lebesgue) cero si: " >0, " 11, 12,.... (finitos 0 numerables infinitos) /

A"I1UI2U .....; (1) + (12) + ..... < (una suma finita 0 suma de una serie de términos positivos —no
importa el orden-)

Es evidente, que si A es de contenido cero entonces es de medida cero (cont(A) = 0!
I med(A) = 0). El reciproco es falso. Basta considerar que todo conjunto numerable, por ejemplo Q, es de
medida cero (Q no es de contenido cero).

Ejercicio:;

Ver que si " " entonces no es de contenido cero. Indicacién: " " ! " [a, b] " A (un intervalo no es de contenido
cero luego A tampoco es de contenido cero).
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Esta claro que A de contenido cero ! A acotado, sin embargo, esto no es esencial, se puede generalizar la
definicién de contenido cero a conjuntos no acotados. Asi, A no acotado, es de contenido cero, para todo
intervalo acotado I, A | es de contenido cero.

Por ejemplo:

N o0 Z son no acotados de contenido cero. Q no es de contenido cero ( Q | nunca es de contenido cero)
Cualquier coleccidn finita de intervalos que contenga a Q | tiene suma de longitudes mayor que la de I.

Hemos visto un ejemplo (el conjunto de Cantor) de conjuntos infinitos no numerables de contenido cero.

Propiedades de los conjuntos de medida cero:

* Si A es de medida cero, B" A! B es de medida cero.

« Por tanto, la interseccién de conjuntos de medida cero es de medida cero.

 La unidn finita o numerable de conjuntos de medida cero es de medida cero.
Demostracion:

Supongamos que Al, A2,.... son de medida cero. Esto significa que (que Ak es de medida cero)," >0, "
Ik1, Ik2, ..... - Ak " Uj=11kj; "j=1 (1kj) < /2k.

Entonces Uk=12k " Uk=1Uj=1Ikj (unién numerable de uniones numerables es unidon numerable).
"k=1"j=1 (Ikj) < "k=1/2k = (serie geométrica de primer término %2 y de razén v2)

Proposicion:

Si A es compacto y de medida cero entonces es de contenido cero.

Esta proposicién es consecuencia inmediata del siguiente lema:

Lema:

Para definir medida cero basta utilizar intervalos abiertos.

Demostracion:

Supongamos que A es de medida cero, es decir, que dado > 0, existen:

11,12,.... ;A" 11U 12U ...; (1) + (12) +.......... < I2

Quiero ver que, entonces, también existen I1, 12,..... intervalos abiertos tales que:
A"ILUI2U ....; (1) + (12) +.... <

Suponiendo que Ik es el intervalo de extremos ak, bk basta tomar Jk=]Jak— /2k+2, bk+ /2k+2[
Naturalmente A" J1 U J2U .... (porque Ik " JKk).

Por otra parte:
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(1) + (12)+...= (1) + /22 + (12) + /23 + (13)+ /24 + ... < 2+ "k=1 [2k+1 =
=2+ 2=

Supongamos que tenemos una funcion f: A" R ! R y un conjunto B " A.
Definicion:

Se llama oscilacién de f en B al nimero real (6 +)

(f, B) = sup {f(x)—f(y): x, y " B}

Ni que decir tiene que (f, B) " 0 (evidentemente +) y que D "B ! (f, D) < (f, B), (f, B) = sup{f(x) : x " B} —
inf{f(x) : x " B}

posible + posible -

Definicion:

Se llama oscilacién de f en x " A al nimero real (6 +)
(f, X) = infr>0(f, Jx—r, x+r[) A = lim rO(f, ]x-r, x+r[ A)

La ultima igualdad se debe al hecho evidente de que r < s ! (f, ]x-r, x+r[ A) "
" (f, ]x=s, x+s[ A).

Recuérdese que una funcién monétona tiene limites laterales y dichos limites son supremos o infimos.
Con mayor precision: si g: R ! R no creciente entonces lim rOg(r) = inf{g(r) : r > 0}
Proposicion:

Cualquiera que sea >0, el conjunto {x " A: (f, X) " } es cerrado (en A) (Cerrado en A significa
interseccién de A con un cerrado de R).

Demostracion:
Veamos que B = {x " A: (f, X) < } abierto (en A), es decir, que todo b " B es interior a B. Tenemos que (f, b)
= < por tanto, de la definicién de inf r>0, 6 de lim rO se sigue que
<r< ,exister>0:(f, Jb-r, b+ A) < .
Por consiguiente " x " ]b-r, b+ A, (f, X) < < . (c.g.d.).

Teorema:

f:.[a, b] ! R, acotada, es R—integrable si sélo si es continua c.p.d. (casi por doquier, significa continua en todc
los puntos de [a, b] salvo, a lo sumo, en los de un subconjunto de medida cero).

Demostracion:
Sea A={x"[a, b]/fno es continua en x} = {x " [a, b) / (f, x) > 0}.

A es de medida cero. Dado > 0, denotaremos
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A ={x"[a, b]/(f,x)" }. Portanto, A " Ay es cerrado, luego es compacto y de medida cero. Por tanto,
de contenido cero. Asi que existe I1,..., In (intervalos abiertos) talesque A" 11U ....U In; (I11) +.... + (In)
<

Esos intervalos, I1, ..., In, inducen una particion P de [a, b]

Lamemos P' = {J (intervalitos) "P/J A " "}

P'"={J"P/JA ="} Tenemos, entonces,

U(f, P) = L(f, P) = U(f, P) - L(f, P") + U(f, P") — L(f, P") = "J"P'[MJ(f)-mJ()] (I) +

+"J"P"[MJ()—mJI(H)] (3) " 2M([f]) "I"P' (1) + "I"P"[MI(F)—-mJI(H)] (1) < 2M([f]) +

+"J"P"[MJI(f)-mJI(H)] (1)

Como 2M(|f]) es cte. y es tan pequefio como queramos entonces 2M(|f|]) es tan pequefio como queramos

Como (f, x) < parax"J, resulta que podemos afinar P" paraque x"J" P" !
I MJ(H)—-mJ(f) < , siendo esto asi tenemos, finalmente, que

"J"P"IMI(F)-mIF)] (1) < "I"P" ()" (b-a)

Es decir, para tal P, particién de [a, b]

U(f, P) - L(f, P) < 2M([f]) + (b-a)] (c.q.d.)

Reciprocamente, supongamos que f " R[a, b], queremos ver que, entonces, es continua c.p.d.
Para cada n " N escribimos Al/n ={x " [a, b] / (f, x) " 1/n}

Es evidente que A={x"[a, b] / (f, x) >0} = {x " [a, b] / f no continua en x} =
= Un"NA1/n

Vamos a ver que cada Al/n es de contenido cero, luego de medida cero, luego A (union numerable de
conjuntos de medida cero) también es de medida cero, que es lo que queremos.

Por ser f" R[a, b], cual quiera que sea >0yn"N, existe P " P[a, b] tal que:
U(f, P) — L(f, P) ="J"P[MJI()-mJI(f)] (J) < /n

SeaP'={J"P/JAln"". Evidentemente 1/n "J"P' (J) " U(f, P") - L(f, P") "
"U(®f, P) - L(f, P) < /n1"J"P' (J) <

Es decir,” > 0, existen intervalos (los J " P') tales que: Al/n " UJ'P'J ; "J"P' (J) < , es decir, Al/n es de
contenido cero.

Complementos de Integracion:
* Integracién en conjuntos no acotados.

« Integracién de funciones no acotadas.
* Integracién en conjuntos cualquiera.
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« Integral de Reiman-Stieltjes.

Al definir el conjunto de funciones R-integrables, hemos considerado funciones acotadas en un intervalo
compacto.

Si en vez de considerar un intervalo [a, b] es un intervalo ]a, b], ]a, bl, [a, b[, todo es igual.

Ya no es todo lo mismo si de lo que se trata es de un intervalo no acotado [a, +|,
= +[6]-, b].

Concepto de funcién R-integrable en [a. +[ (o mismo en ]a, +|).

Diremos, en primer lugar, lo que es una funcion no negativa R—-integrable en [a, +].
Seaf: [a, +[ ! R acotada tal que f(x) " 0 (x " [a, +]).

Definicion:

f" R[a, +[ si f" R[a, b], para todo b > a y existe lim b!+ baf =def. +af. Nétese que
a<b<c!baf"cafy por tanto, ese limite existe (es un nimero real) 6 es +.

Ejemplo:

1-)fix"[1, +!1/x

bll/x dx=logx|bl=logb-log1l=1loghb

lim b!'+ b1f =lim bl+ log b = +

f"R[1, +

2-fix"[1, +[ ! 1/"x

b11/'x dx =2"x]b1 =2"b - 2"1 ! + f " R[1, +[

3-fix"[1, +[!1/x2

b11/x2 dx =-1/x|b1 =1-1/b!1

f"R[1, +

Supongamos ahora que f = [a, +[ es acotada (en valores positivos 0 negativos).
Definicion:

Diremos que f" R[a, +[ si lo son f+y f—, en cuyo caso se define +af = +af+ + +af-
f(x)sif(x)" 0

f+(x) =0sif(x) <0

~f(x) si f(x) " 0
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f-(x) =
*sif(x)>0
Nota:
+a(f+ g) = +af + +ag
¢,Cémo son las cosas en |-, +[ " R?
Definicion:
f:]-, +[ ! R acotada, no negativa es R—-integrable si:
"b >0, f"R[-b, b] y existe lim b!+ b-bf = +-f

En caso de cualquier signo, f " R]-, +[ cuando f+, f- " R]-, +[ y se define
+-f = +—f+ — +—f-

Ojo: No confundir esto con el concepto de integral impropia de Reiman de primera especie
Definicion:

f: [a, +[ ! R acotada es impropiamente integrable en el sentido de Reiman en [a, +[ si:
"b>a, f"R[a, b] y existe lim b!+ baf = +af (Misma notacion, pero otra cosa).

Si f es no negativa, esto es exactamente lo mismo que antes.

Ejemplo:

f:x"[0, +[ ! f(X) = (-1)n-1/nsin-1<x<n

+0f+ = +"n=0 1/(2n+1) = +

+0f- ="n=0 1/2n = +

lim b!+ +0f = "n=1 (-1)n-1/n = log 2

Esta funcion es impropiamente integrable pero no integrables

Hemos visto como se extiende la integral de Reiman a intervalos no acotados. Veamos ahora como se
extiende a funciones no acotadas.

Seaf: [a, b] ! R no negativa y no acotada.
Definicion:

Diremos que f: [a, b] ! R, no negativa y no acotada es R-integrable si para todo m > 0, inf (f, m) es
R-integrable y se verifica que existe:

lim n!+ ba inf (f, m) = baf
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inf (f, m) (x) = inf (f(x), m)

f: [a, b] ! R no acotada es R-integrable si lo son f+ y f- (en el sentido anterior), en cuyo caso se define: baf
baf+ + baf-.

Ejemplo:

1.-)f:x"]0, 1] ! 1/x

Para cada m > 0, inf (f, m) " R[O, 1]

porque es continua. Por otra parte:

10inf (f,mM)=1/mOmdx +11/m1l/xdx=1+logl-log1l/m=1-log1l/m!+

Es decir, f " R[O, 1].

2-)f:x"]0, 1] ' 1/"x

Inf (f, m) es continua ! R-integrable

10inf (f, m) = 1/m"20 m dx + 11/m”2 1/"x dx = 1/m + 2"x ]11/m"2=1/m+ 2 -2/m!2

Nétese que la anterior f es R-integrable en [0, 1] pero que f2 no lo es. Es decir, pera la integracién de
funciones no acotadas no se conserva la propiedad.

Un ejemplo de lo anterior es la funcion 1/"x ya que (1/"x)2 = 1/x

Mezclando la definicion de ayer y la de hoy tenemos integracion de funciones no acotadas en intervalos no
acotados.

Definicién:

Diremos que un conjunto C " R (acotado o no) es J-integrable (medible en el sentido de Jordan), si su func
caracteristica

1six"C

c:x"R!

Osix"C

es R-integrable (en ]-, +[) en cuyo caso, la medida (de Jordan) de C se define como (c) =+-c
Por ejemplo:

Q [0, 1] no es J-medible.

C (conjunto terciario de Cantor) si es J-medible y de medida cero.

Sea C un conjunto de nameros reales y sea f: C | R una funcion:
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Definicién:

Se dice que f es R-integrable en C, f " R(C) cuando:

f(x)six"C
f- c:x"RI!(x)=
*six"C

es R-integrable (en ]-, +[) y se define:

cf=+-fc

De lo que ya sabemos se obtiene inmediatamente:
f,g"R(C),, "R!f+ g"R(C),c(f+g)= cf+ cg

f"R(C), f"R(D) ! f" R(C U D), ademas, si C D =" entonces:
CUDf = Cf + Df, etc....

La integral de Reiman—Stieltjes:

Sean f, :[a, b] ! R funciones acotadas

Se llama suma de Reiman (6 de R-S) de frelativaa y a la particion
P:a=x0<x1<...<xn=bal nimero real:

S(f, , P) = n"k=1f(tk) k, donde tk " [xk-1, xk], k= (xk) — (xk-1)
Es decir, como la suma de Reiman ordinaria, pero alli : x ! x
Definicién;

f es R—-integrable respecto a en [a, b] si existe el nimero real, bafd = baf(x) d (x) talque" >0,P "
Pla,b]/P "P!|S(f, ,P)—-bafd|< .

Es decir, si aquellas sumas convergen a un cierto nimero (que llamamos baf d ) al afinar la particion.
Es facil ver que (se hace exactamente igual que el caso (x) = X) que:

Proposicion:

f,g"R[a,b],, "R!I f+ g"R][a, b]

I'ba(f+ g)d = bafd + bagd

Analogamente:

Proposicion:
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f"R[a,b]R[a,b],, "R!

f"R + [a, b],

bafd( + )= bafd + bafd

Espacio vectorial de los integrandos (f's) y de los integradores ('s).
Proposicion:

f"R[a, b]! "Rfla, b]

Demostracion: (hacerla).

Proposicion:

Seaa<c<bh,f"R[a,b]!'f"R][a,c],f"R][c, b]y se verifica que
bafd =cafd + bcfd

Demostracion: (hacerla).

Proposicion:

Sifes continua en [a, b]y es mondtona, entonces f" R [a, b]

Demostracidn: (hacerla, es igual que lo que hicimos para ver que si f es continua entonces es R-integrable
Corolario:

Sifes continuay es de variacién acotada, entonces f " R [a, b].

Corolario:

Si f es de variacién acotaday es continua, entonces f" R [a, b]

Seal =[a, b] y sea C(l) y BV(l) los espacios vectoriales de funciones continuas y de variacion acotada en |.
Es facil ver:

d(f, g) = sup x"l [f(X)—g(x)| es una métrica en C(I)

Y que (f, g) = Vba(f-g) es una particién en BV(l)

(f,ggno!f=g

| f-g es constante (las funciones ctes. Son las que tienen variacion 0).

Por tanto, es una métrica en el espacio cociente BV(l)/ctes.

Consideramos el espacio dual de C(l), es decir, el espacio formado por las funciones (formas) lineales en C
(aplicaciones lineales de C(l) en el cuerpo R)
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f"C' "R (f+9)= (H+ (9)

Un subespacio de ese dual algebraico, C(1)*, es el dual topolégico C(l)', formado por las funciones lineales
que son continuas.

(la topologia de C(I) y la indicada por aquella métrica).

Teorema (Riesz):

C(l)' " BV(l)/ctes.

Isomorfismo algebraico isométrico

rCy, ™ "BV(l)talque (f)=Ifd

sup {| ()| / d(f, 0) = I} = Vba

Para determinar con la integral de Reiman-Stieltjes mas ejercicios.

« Supongamos que es diferenciable en[a, b]y que f" R [a, b], f
Teorema del Valor Medio del Célculo Diferencial que, entonces
baf d = baf '. Con otra notacidén mas clasica baf(x) d (x) = baf(x) '(x) dx.

R[a, b].. Ver haciendo uso del

Osia"x"c
eSeaa<c<bysea :x"[a, b]!
lsic<x"b

Funcion de Heaviside. Si f: [a, b] ! R es continua en ¢ entonces f" R [a, b] y se verifica que baf dx = f(c)
(medida de Dirac).

e Sea : x"R+! (x) = E(X) parte entera de x
Supongamos que f: R+ ! R es no negativa. Como ya hemos dicho para la integral de Reiman, lo podemos
decir paralade R-S que f" R [0, +[ cuando f" R [0, b], " b >0 y se verifica que existe lim b+b0fd =+0f
d.
Pues bien, si f es continua en los puntos de N e integrable en ese sentido en [0, +[ entonces +0f d = "n=1f(|
La teoria de la integral de R-S abarca a la teoria de series.
TEMA 3
SUCESIONES Y SERIES FUNCIONALES

Formalmente, una sucesion funcional es una aplicacién de N en un conjunto de funciones. Supondremos g
este conjunto de funcionesde A" R ! R.

n"N!fn"F(A R)

Como siempre, denotaremos (fn) 6 (f1, f2, f3,....) 6 (fM)n"N , ...., a tal sucesion.
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Asi como para las sucesiones de numeros reales dabamos un Unico conjunto de convergencia (xn)!a!: "
0," "N:n< !|xn-a|< ,paralas sucesiones funcionales podemos dar muchos conceptos distintos de
convergencia. Nos vamos a fijar especialmente en dos:

« La convergencia puntual
 La convergencia uniforme.

Sea (fn) una sucesion cuyos términos son funciones de A" R ' R.
Definicion:

Diremos que (fn) converge a f (otra funcién de Aen R) cuando " x"A," >0,
" "N/n> !|fn(x) - f(x)]| <

=)
Es decir, cuando para cada x " A, la sucesién numérica (fn(x)) converge a f(x).
Definicion:

Diremos que (fn) converge uniformemente afcuando™ >0," "N/n> !
Hifn() =)l < (x"A) = ()

Ni que decir tiene que [(fn) ! (unif) f] ! [(fn) ! (punt) f]
Sin embargo es falso el reciproco.

Antes de poner ejemplo de convergencia puntual no uniforme, veamos graficamente lo que significa esos
conceptos:

Cualquiera que sea x " A.
Cualquiera que sea el segmento
vertical de radio centrado en f(x)
I Todas las fn excepto finitas, a lo
sumo las = (x, ) funciones,
cortan al segmento.

Ni que decir tiene que [fn ! unif. f] ! [(fn) !punt. F] Eso antes era la convergencia puntual. Veamos que
significa graficamente la convergencia uniforme.

Que (fn) ! unif. f significa que, dada
una banda alrededor de f (en gréfica)
de radio > 0, todas salvo finitas (a

lo sumo, la = () primeras) las fn,
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tienen su gréfica en la banda.
Ejemplo:
fn: x " [0, 1] ! xn
Es evidente que si0"x <1 (fn(x)) = (xn) ' 0
six=1(fn(1))=(1)!1
O0si0O"x<1
Es decir, f: x " [0, 1] ! es limite puntual de (fn)
lsix=1
f no es limite uniforme porque en esa banda, no esta la gréafica de ni una séla de las fn.
Este es un ejemplo de convergencia puntual no uniforme.
Sean fn (n " N), y f funciones de A" R en R.
Definicion:
(fn) fpunt. f: " x" A" >0," "N/n> l|fn(x)-f(x)| <

= ()
Definicion:
(fn) tunif. f1:" >0," "N/n> !|fn(x) - f(x)|< (xX"A)

=0
Evidentemente convergencia uniforme ! convergencia puntual, pero el reciproco es falso.
Otros ejemplos:
Esta funcion se conoce con el nombre de joroba deslizante.
f: [0, 1] I R
Es evidente que " x " [0, 1], (fn(x)) ! 0 (n° cero) porque (fn(x)) = (...lo que sea..., 0, 0,...ceros...)
Asi que (fn(x)) ! punt. O (funcién cero).
Es evidente, igualmente, que (fn) no ! unif. 0.

Ni una sola de las fn tiene su grafica en esa banda. Para que (fn) ! unif. 0 todas salvo finitas, las fn tendran
tener su gréafica en esa banda.

Ejercicio:;
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Ver que:
* Si (fn) ! f (puntual o uniformemente) entonces f es Unica.
« Si (fn) ! punt. f entonces puede ocurrir que (fn) sea unifermemente convergente o que no lo sea. En
caso primero su limite uniforme no tiene mas remedio que ser f.
» Condicion necesaria y suficiente para que (fn) sea convergente puntualmente (uniformemente) es q
sea de Cauchy puntualmente (uniformemente), es decir, que:
(puntual) "x"A," >0," "N/p,q> !fp(x)-fa(x)| <
(uniforme) " >0," "N/p,q> !|fpX)-fqx)|< (X" A)
Nos hacemos las siguientes (importantisimas) preguntas:
« Supongamos que las (fn) son continuas y que (fn) ! f, ¢ es continua f?
« Supongamos que las (fn) son R—integrables y que (fn) ! f, ¢ es R-integrable f? Esto supuesto ¢se
verifica (Afn) ! Af?
« Supongamos que las (fn) son derivables y que (fn) ! f, ¢ es derivable f? Esto supuesto ¢ se verifica qt
(fn) 1 12

Vamos a ver las respuestas:

Una primera repuesta a la primera cuestion la tenemos en el primer ejemplo que hemos visto de funciones
continuas (fn), donde fn: x " [0, 1] ! xn converge puntualmente a la funcién no continua:

O0si0O"x<1

f: x " [0, 1] ! luego, (fn) ! punt. f
1six=1no!fcontinua

fn continua

Naturalmente, tampoco es cierto que:
(fn) ! punt f

no ! f no continua

fn continua

Nétese, que en el segundo ejemplo (joroba deslizante)
(fn) ! punt. f

, f continua.

fn continua

Probemos (fn) ! unif. f

I f continua (Teorema importante y sencillo).

136



fn continuas

Segunda cuestién (la de la integrabilidad), sea (xn) una sucesién cuyo conjunto de términos en Q [0, 1] (exi
esa sucesion porque Q 'y, por tanto, Q [0, 1] es numerable).

Sea (fn) = {x1, ...., xn}, restringida a [0, 1], la funcidn caracteristica del conjunto {x1,..., xn}, es decir,
1six=x1,...., Xn
fn: x " [0, 1] ! fn(x) =

0 en otro sitio.

fn es continua c.p.d. (en todo [0, 1] salvo en x1, ...., xn), por tanto R—integrable en [0, 1] y tal que (facil de
ver) 10fn = 0.
1six"Q

(fn) ! punt. f (funcién de Dirichlet), f: x " [0, 1] ! f(X) =
0six"Q

Por tanto, f " R[O, 1]

Asi que: (fn) ! punt. f

no ! f R-integrable.

fn R-integrable

Otro ejemplo:

La joroba deslizante y creciente

"x"[o, 1], (fn(x)) = (....., 0,0, ....) !0

Por consiguiente, (fn) ! punt. 0 funcién cero
no ! unif. 0

Subyacente fn = triangulo de base 1/ny
altura n

10fn =% (n " N)

Asi que la sucesion de funciones R- integrables (fn), convergentes puntualmente, no uniformemente, a lo
funcién cero, pero obviamente

(10fn) = (%, ¥, %, ...) ! %" 100 = 0

Y =limn! 10fn " 10lim n'fn =0
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Interesante y sencillo ejercicio. Estudiar y representar las funciones:

fn: x " [0, 1] ! nx(1-x)n ! joroba deslizante no cubista.

gn: x " [0, 1]  nx2(1-x)n ! joroba deslizante y creciente no cubista.

Ejemplo relativos al tercer problema:

(¢ Es derivable el limite de derivables?

Caso de serlo, ¢ se verifica que la derivada del limite es el limite de las derivadas?)
Vamos a construir sencillamente

una sucesion de funciones derivables

gque converge uniformemente a una

funcion no derivada, la

f:x"]-1, 1[ ! || (que es deslizante

en cero)

-Xsi-1<x<-1/n

fn: x " ]-1, 1['anx2+bn si=1/n " x " 1/n

xsilln<x<1

Se trata de determinar an, bn " R tales que fn sea derivable (en los puntos —1/n, 1/n, porque en los demas,
claro que lo es). Para que fn sea continua en —1/n y 1/n basta con que

lim x1/n f(x) = lim x1/n f(x), es decir, anl/n2 + bn = 1/n; bn = (n—an)/n2. Idéntico es —1/n, fn es simétrica
respecto a OY. Eso supuesto, para que fn sea derivable en -1/ny 1/n, etc...

Osea, (fn) ! unif. f

no ! f derivable

fn derivable

Mas todavia, aunque f fuera derivable, no tiene porque ocurrir que lim n!(fn'(x)) =
= (lim n! fn)'(x)

¢, Cémo podriamos construir un ejemplo?
(fn) ! unif. O (funcién cero)
fn0)=(1)'1

f(0)=0
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Teorema:(de convergencia uniforme y continuidad)

Sea (fn) una sucesion de funciones de A" R ! R que convergen uniformemente a

f: AIR. Silas fn son continuas en a " A, entonces también lo es f. (El limite uniforme de funciones continua
es continuo).

Demostracion:

La clave de la demostracion esta en la siguiente desigualdad:

[fFC)—f@)] ™ [FO)—f ()l + [F ()T (@)] + [f (a)—f(x)]

A la vista de eso penemos las hipdétesis:

" >0," "N/|f(y)-f(y)| < /3 (y " A) (la convergencia uniforme)
Como esa f es continua:

" >0/x"A |x-a < !f(x)-f(a)| < /3

De estas hipétesis se suige que:

" >0," >0/x"A, |[x-a] < ![f(x)-f(a)| <

Teorema:(de aproximacion de Weierstrass)

Toda funcién continua en un compacto es limite uniforme de una sucesion de polinomios, (funciones
polinémicas).

Significa:

Supongamos que el compacto es un
intervalo compacto y que f: [a, b] I R
es continua. Entonces:

" >0,"P:x"[a,b]'anxn + ... + a0
tal que |f(x)-P(X)] < , (x " [a, b])
"n"N, " Pn polinémica tal que
[f(x)—Pn(x)| < 1/n, (x " K).

f: K" R IR continua.

Sea K" R compacto. En C(K) (conjunto de las funciones continua en K) consideramos la métrica: d(f, g) =
max x"K [f(x)-g(x)|

Las sucesiones convergentes en el espacio métrico (C(K), d) son, precisamente, las sucesiones uniformem
convergentes (de Cauchy).

139



El teorema de ayer (los limites uniformes de funciones continuas es conyinuo) dice, exactamente, que el
espacio métrico (C(K), d) es completo (tal que toda sucesién de Cauchy en él es convergente).

El teorema de aproximacion de Weierstrass, dice que el conjunto de funciones polinbmicas es denso en es
espacio.

Teorema:(de convergencia uniforme y integracion).
Sifn tunif. fy sifn " R[a, b], (n " N), entonces:

1.-) f"RJ[a, b]

2.-) (bafn) ! baf lim n! bafn = ba lim n! fn
Demostracion:

Nos basaremos en las siguientes desigualdades:
sup x"A (f(x)+g(x)) " sup f(x) + sup g(x)

inf X"A (f(x)+g(x)) " inf f(x) + inf g(x)

Eso supuesto, queremos ver, en primer lugar, que:

U(f, P)-L(f, P) es tan pequefio como queramos, sin mas que tomar P " P[a, b] suficientemente fina. Pues bi
debido a aquellas desigualdades:

U(f, P)-L(f, P) " U(f-f, P)-L(f-f, P) + U(f, P)-L(f, P)

Hemos hecho f " f—f +f

A la vista de esto y de las hip6tesis tenemos que:

" >0," "N/[fx)-f(x)| < /3(b-a) ! |U({f-f, P)]|

|L(f-f, P)| " /3

Por otra parte, como f " R[a, b], " P " P[a, b] / U(f, P)-L(f, P) < /3
Luego U(f, P)-L(f, P) < , para aquella P.

Para probar (2.-) sélo necesitamos tener en cuenta que:

|bafn-baf| = [baf-fn| " ba|f-fn| y, por hipotesis, " >0," "N/n> !
Ff(x)-fn(x)| < /(b—a), (x " [a, b]. Luego |baf-bafn| < (c.q.d.)

Unos ejemplos, vistos ayer, muestran que (fn) ! punt.f
no!f"R[a, b]

fn" R[a, b]
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Mas aun, aunque ocurriera que f " R[a, b], tampoco tendria que ocurrir que
(bafn) ! baf

Cuando, en vez de integral de Reiman se utiliza la mas general (generalizacion de ella) integral de Lebesgt
se verifica el siguiente teorema:

Teorema:(de la convergencia dominada de Lebesgue)

Si (fn) ! punt. f, si fn es L-integrable, (n " N), y si existe g " L-integrable tal que |fn| " g, entonces:
1.-) f es L-integrable

2.-) (fn) ! f

Corolario:

Si (fn) ! puntf, sifn " R[a, b], si f " R[a, b] y si existe g " R[a, b] tal que |fn| " g, entonces: (bafn) ! baf

Nota: f " R[a, b], tenemos que meterlo como hip6tesis porque (ejemplo de ayer) no se sigue de los otros. Es
es el gran fallo de la integral de Reiman.

Ejercicio:;

Véase que, como no podria ser menos, la sucesién de funciones del ejemplo de la joroba deslizante y creci
no esta determinada por la funcion R—integrable.

Para la preservacién de la continuidad es esencial la convergencia uniforme. Para la de la integrabilidad,
basta, en esencia (véanse los teoremas anteriores, con conceptos mas fuertes de integral), con la converge
puntual. Para la diferenciabilidad, no basta ni con la convergencia ni con la convergencia uniforme (véase
ejemplo de ayer).

Nétese que D[a, b] " C[a, b] " R[a, b]

Teorema:(de convergencia uniforme y derivacion).

Sea (fn) una sucesion de funciones derivable en ]a, b[

Si (f'n) ! uniff y si existe ¢ " ]a, b[ tal que (fn(c)) es convergente, entonces:

1.-) (fn) ! uniff

2.-) fes derivable y f = 0, es decir, lim n! fn = (lim n! fn)’

Demostracioén:

1.-) Veremos que (fn) es uniformemente de Cauchy, es decir que [fp(x)—fg(x)| es tan pequefio como querar
sin mas que tomar p y q suficientemente grandes. Pues bien, tenemos que:

fp()=fa(x) * |(fp—fa)(x)—(fp—-fa)(c)| + |fp(c)-fa(c)| =TVM |(fp—fa)'(2)| [x—c| + [fp(c)-fq(c)|(z entre x,c)

A la vista de eso aplicamos las hipétesis:
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" >0," "N/p,q> !l[fp(c)-fa(c)| < /2
" "N/p,q> !lfp(c)-fa(c)| < /2(b-a), (z" ]a, b[)
Por tanto, p, g > max (, ) !|fp(x)-fq(x)| < (c.q.d.)

2.-)Queremos ver que, " x " ]a, b[, {[f(y)-f(X)]//(y—X)}-g(x)| es tan pequefio como queramos, Sin mas que
tomary " ]a, b[ suficientemente préxima a x.

{IFY) =01 (y—x)}=g ()l ™ KIFCy) =01/ (y—x)}= {If (v)—f Cal/(y—x)H (i) +
+ [{If (v)=f GO/ (y—x)}=f " (ol(ii) + [F*(x)—g(x)|(iii)
Que (ii) e (iii) son pequefios, esta claro.

Veamos (i). Por el T.V.M. [{[(fn—f )(y)—(fn—f )(X))/(y—x)}| = |fn'(z)—f '(z)| Por ser fn' uniforme de Cauchy "
"N/n> 1Al <

Luego (i) < /3 (porgue (fn) ! unif. f).

(i) < /3 (por lo mismo)

Finalmente, como f es derivable:

" >0/y"la,b[;0<|x=-y|< !(ii)y< /3.

SERIES FUNCIONALES (series cuyos términas son funciones)

Vamos a tratar con series de la forma "n=1fn donde cada fn es una funcion de A" R en R.

Naturalmente, diremos que la serie es sumable o convergente (en el sentido que sea) cuando sea converge
(en tal sentido) la sucesion de sumas parciales: (f1, f1+f2, f1+f2+f3, ...... ).

Asi, la serie "n=1fn es (puntualmente o uniformemente) sumable cuando la sucesion de sumas parciales (f1
f1+f2, f1+f2+13, ...... ) sea (puntualmente/uniformemente) convergente.

Condicién necesaria y suficiente para ello es que sea (puntualmente, uniformemente) de Cauchy, es decir,
que:

"XUA" >0," "N/g>p> !gn=pi(x)| <

" >0," "N/g>p> !'gq'n=pfn(x)| < , (x"A)
= ()
Se dice que "n=1fn es (puntual o uniforme) absolutamente sumable cuando lo se la serie "n=1|fn|

De los teoremas que hemos visto para sucesiones funcionales y del hecho de que la suma (finita,
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naturalmente) de funciones continuas, o derivables o integrables tenga al mismo caracter, asi como de las
igualdades:

(f+g)' =f + g/, ba(f+g) = baf + bag

se siguen los siguientes teoremas para series funcionales.
Teorema:

Seanfn: A"RIR

Si todas las fn son continuas en a " Ay si "n=1fn es uniformemente sumable, entonces su suma f = "n=1fn ¢
continua en a. (Utilizaremos la misma expresion para la serie y su suma).

Demostracion: (ejercicio).

Por ejemplo, pusimos ejemplos de sucesiones (fn) cuyos términos son funciones continuas, que convergen
puntualmente a una funcién no continua.

Con tal ejemplo, podemos poner inmediatamente un ejemplo para series.
"n=1gn, donde gn=fn+1-fn

La sucesidn de sumas parciales de "gn es: (f2-f1, f3-f1, f4-f1,......) ! punt f—f1.
Teorema:

Sifn " RJ[a, b], (n " N), y si "n=1fn es uniformemente sumable, entonces:
f="n=1fn " R[a, b]

ba"n=1fn = "n=1bafn

Demostracién: (ejercicio)

Teorema:

Sifn:Ja, b[!' R, (n " N), son derivables, si "n=1f'n es uniformemente sumable y si existe ¢ " ]a, b[ tal que
"n=1fn(c) es sumable, entonces "n=1fn es uniformemente sumable y "n=1f'n = ("n=1fn)’

Demostracién: (ejercicio)
Proposicion:(Criterio Mayorante de Weierstrass)

Si la serie "n=1fn, donde fn: A" R 'R, es tal que |fn(x)| " Mn es sumable, entonces la serie dada es absoluts
uniformemente sumable.

Demostracién: (ejercicio)
Ejercicio:

Ver, usando lo anterior, que la serie "n=1|fn| es uniformemente de Cauchy.
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Hay dos tipo de series funcionales que importan al Analisis.

« Las series de potencias, que son series "n=1fn donde fn:x " R ! cn(x-a)n, es decir,

series que escribiremos simplemente: "n=1cn(x-a)n (polinomios infinitos ordenados en potencias de x-a).
* Las series trigonométricas (o de Fourier) que son aquellas en las que

fn: x " R 'an sen nx + bn cos nx

Simplemente,

"n=1(ansen nx + bncos nx)

« Las funciones que son suma de una serie de potencias son las llamadas funciones analiticas, las
funciones mas regulares y perfectas del Analisis.

« Por otra parte, en un sentido dificil de precisar en este momento, practicamente todas las funciones
(todas las que son concebibles) es suma de una serie trigopnométrica.

¢Para qué valores de x " R es sumable la serie de potencias "n=1cn(x—-a)n?
Si aplicamos el criterio de la raiz, la serie es:
1.-) Absolutamente sumable si lim n! sup n"|cn(x—-a)n| < 1
2.-) No sumable si lim n! sup n"|cn(x—-a)n| > 1
3.-) Cualquier cosa si lim n! sup n"[cn(x-a)n| = 1
» Caso de absoluta sumabilidad:
lim n! sup n"|cn(x—a)n| = |x—a| lim n! sup n"|cn| < 1
Es decir, la serie es absolutamente sumable cuando:
[x=a] < {1/[ lim n! sup n"[cn|]}
Convenimos que esto es + cuando lim n! sup n"|cn| =0
0 cuando lim n! sup n"|cn| = +
Definicion:
Se llama radio de convergencia de la serie al nimero real " 0 (6 +):
r={1/[ lim n! sup n"|cn|]}
Lo que hemos obtenido es que la serie es:

¢ Absolutamente sumable para x " Ja-r, a+r|
* No sumable para x " [a-r, a+r]c
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e Cualquier cosa para x = a—r, X = a+r
Esto que hemos visto es_el Teorema de Cauchy—Hadamard.
Ejemplos:
"n=lxnr={1/[limn'supn"l]}=1

« Absolutamente sumable en ]-1, 1]
- No sumable en [-1, 1]c

* Veamos en x = -1, x = 1. Evidentemente no es sumable en ninguno de los dos puntos.
"n=lxn/nr={1/[limn!sup n"l/n} =1 (limnln"n=1)

« Absolutamente sumable en -1, 1]

* No sumable en [-1, 1]c

» Sisumable enx =-1

* Nosumableenx=1
"n=1 xn/n2r ={1/[limn! sup n"1/n2]} = 1 (lim n! n"n2 = 1)

« Absolutamente sumable en ]-1, 1]

* No sumable en [-1, 1]c

e Sisumableenx=-1yx=1

"n=1 xn/n!'r = {1/ lim n! sup n"1/n!]} = + (lim n! n"n! = +)

* Absolutamente sumable en todo R
* Su suma es ex (ya se vera).

"n=lnixnr={1/[limn!'supn"n!]}=0

* S6lo es sumableenx =0
Del teorema Mayorante de Weierstrass obtenemos inmediatamente el siguiente resultado:
Proposicion:

Si "n=0cn(x—a)n es una serie de potencias con radio de convergencias, r >0y si 0 <s <r, entonces la serie
uniformemente (y absolutamente) sumable en [a-s, a+s].

Equivalentemente la serie es uniformemente sumable en todo compacto contenido en el interior de un
intervalo de convergencia.

Demostracioén:

Basta tener en cuente que, en esas hipétesis la serie armoénica "n=0|cn|sh es sumable y tal que |cn(x-a)n|
|cn|sn, cuando x " [a—s, a+s] (Criterio mayorante de Weierstrass)

Como consecuencia de esto, y de los teoremas de convergencia r > 0. Podemos definir, entonces, la funcié
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suma.

f: x " Ja-r, a+r[ ! f(X) = "n=0c " n(x-a)n

Como la serie es uniformemente sumable en Ja-s, a+s[, con0<s<r.
Supongamos gque la serie de potencias:

"n=0cn(x-a)n

tiene radio de convergencia r > 0 y consideramos la funcién

f: x " Ix=r, x+r[ ! f(x) = "n=0cn(x-a)n

Como para todo 0 < s <r la serie es uniforme (y absolutamente) sumable, resulta que f es continua en todo
Ja-s, a+s[, (a< s <r)y, por tanto, en ]Ja-r, a+r].

Mas todavia:

a-raatr

Consideremos la serie que resulta de derivar término a término la serie dada,
"n=1ncn(x—a)n-1 . El radio de convergencia de esta serie es:

r ={1/[ lim n! sup n—-1"n|cn|]} = {1/[ lim n! sup n"|cn|]}

Por consiguiente, la serie dada y la serie derivada término a término son uniformemente
f es derivable

sumables en cualquier Ja-s, at+s[,con 0 <s <r!enJa-r, a+r|

f'(x)="n=1ncn(x-a)n-1

Reiterando el argumento, lo que tenemos es que f es indefinidamente derivable en
la-r, atry

f(x) = "n=0cn(x-a)n
f(x) = "n=Oncn(x-a)n-1

f(x) = "n=0n(n-1)cn(x-a)n-2, etc.......

Luego,

c0 = f(a); ¢1 = f(a)/1l; c2 = f"(a)/2!; ...... ; cn = Fn(a)/n!

Es decir, la serie de potencias cuya suma es f, es la serie de Taylor alrededor de a de f.
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Definicién:

Una funcién f: A" R ! R se dice analitica en a " A si existe s > 0 tal que
f(x) = "n=0cn(x—a)n, (x " Ja-s, a+s|) (*)

Notas:

1.-) Forzosamente f es indefinidamente diferenciable en a y cn = f'n(a)/n!
2.-) Aquel s > 0 es, naturalmente, menor que el radio de convergencia de la serie.
3.-) f puede ser indefinidamente diferenciable en a y no ser analitica en a (véase ej.)

4.-) Se puede probar (no lo hacemos) que si f es analitica en a y se verifica aquello (*), entonces también €
analitica en, por lo menos, todo b " Ja-s, a+s|

Ejemplos:

e-x"-2six"0

La funcién f: x " R ! f(x) = es indefinidamente diferenciable en todo
*six=0

x " R (y analitica en todo x " 0) pero no es analitica en O.

No es analitica en 0 porque

f(0) = f(0) = *(0) = ..... =0

Es decir, la serie de Taylor de f

alrededor de O es la serie cero,

cuya suma, obviamente, no coincide

con f(x) en ningdn entorno de cero.

Algunos ejemplos:

"n=0xn/n! Tiene radio de convergencia r = +. Es decir, es absolutamente sumable paratodox" Ry es
uniformemente sumable en todo acotado de A" R.

La serie que se obtiene de ella derivando término a término es ella misma:
1+ x/1+x2/21 + x3/3! + ...

1+ x/1+x2/21 + x3/3! + ...

Es decir, si escribimos f(x) = "n=0xn/n! Tenemos que f'(x) = f(x) ; (x " R).

Vamos a ver lo que significa ab con a" R+, b " R. Sabiendo eso y alguna cosa mas sabremos lo que es la
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funcién f: x " R ! ex y podremos ver que f es derivable en todo punto y tal que f'(x) = f(x) (x " R). Es mas,
podremos ver que aquella serie de potencias, es precisamente, la de Taylor de esta funcion alrededor de ct
y también que, la suma de esta serie, " x " R, es ex.

cQuéesab,cona"R+yb"R?

Sabemos bienloque essib "N, ab=a - ..bveces... - a. Es evidente que parab,c"Nab+c=ab - ac; (ab
abc (*¥).

Sib"Zz
» Lo mismo si b > 0 Es facil ver que con esta definicibn permanecen las
» a0 = 1 férmulas vistas en el apartado anterior.

eab=1/a-b,sib<0

Sib"Q,b=pl/q, (p"Z, g" N0}, por definiciébn ap/q = (ap)1/g donde esto es la Unica raiz real de orden q
gue sabemos que tiene el namero real ap.

Es facil ver que si p/g = p'/q' (pg' = qp'), entonces (ap)1/g = (ap)1/q' y se mantiene lo mismo que lo que se ¢
en el primer apartado.

Nos falta definir ab para b " R. Sabemos que todo b " R es limite de algun (de infinito) ........... de racionales.
(bn) 'bn " Q b. Haciendo uso de (*) y probando que (bn) ! 0, entonces (abn) ! 1, obtenemos que si (bn) es
convergente, entonces (abn) también lo es y que si (bn) " (b'n), [bn — b'n] ! 0 entonces (abn) converge a lo
mismo que (ab'n). Este limite es, por definicion, ab.

Finalmente, se prueba que permanece (*).

Con analogas herramientas se puede probar que la funcién:

f: x" R !ax, (a>0), es derivable en todo punto y tal que f(x) = ax log a

Con lo que acabamos de decir sabemos que:

fx"R!lex

es indefinidamente diferenciable en todo punto y que f(x) = f'(x). Cabe hablar, por tanto, de la serie de Tayilc
de esta funcién alrededor de (por ejemplo) cero.

A esa serie de Taylor le puede ocurrir:

1.- Que sea 0 que no sea sumable en un cierto punto x " R.

2.— Supuesto que sea sumable, que su suma sea 0 no sea f(x)

f(0) = e0 = 1 f(0) + [f'(0)/11](Xx=0) + [f"(0)/21)(Xx=0)2 + ... = 1 + x/1! + x2/2! + ...
f(0)=e0=1

Esa suma es sumable " x " R porque tiene radio de convergencia + (criterio de la raiz).
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x" R, lim n! n"xn/n! = 0 I absolutamente sumable |x| lim n! [1/n"nl] =0

El problema es saber para que valores de x la suma de la serie es, precisamente, ex (Veremos que para to
¢, Coémo lo vemos?

Contamos para ello con el Teorema Global de Taylor:
"X,"zentre0yx/ex=1+x/1!+ .... + xn/n! + [ez/(n+1)!] xn+1 ! n! O

Basta ver que ese resto tiende a cero cuandon!.

X = X3/3! + X5/5! = X7/7! + ..... = "n=0 [(=1)n/(2n+1)!]x2n+1 (*)

Es evidente que si la serie "n=0 xn/n! Tiene radio de convergencia +, con mayor razon la tiene esta.
Absolutamente sumable en todo R.

Uniformemente sumable en todo A " R, acotado.

Derivando término a término obtenemos:

1 = X2/2! + X4/4) = X6/6! + ... %)

Por supuesto el mismo radio de convergencia +.

Volviendo a derivar término a término:

=X + x3/3! = xX5/5! + X7/7! + ........... ; es decir, menos la primera.

Hasta ahora no habiamos definido formalmente lo que era sen x.
Geométricamente, sen x se calcula asi:

Dado x " R, dada la circunferencia de radio 1, orientada (con un sentido de giro).
Para arriba positivo

Para abajo negativo.

f.x"R!senxdomf=R;Imf=[-1, 1]

Con argumentos geométricos, de nuevo, no es dificil ver que lim x!0 [(sen x)/x] = 1
1" [(sen x)/x] " [(tg x)/X]

A priori de ahi se sigue que la funcion serie es derivable y su derivada es la funcién coseno.
x " R ! cos x (Verlo a partir de la definicion de derivada).

Las funciones seno y coseno son indefinidamente derivables en todo R, si calculamos las series de Taylor ¢
seno y coseno alrededor de cero, veremos que son (*) (**), sen'x = cos X
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y COS'X = — sen X, (las dos series de antes), cuyo radio de convergencia es +. Por tanto, ambas series defin
sendas funciones en R.

¢Son las sumas de esas series, sen X y cos X?

Para saberlo utilizamos el Teorema Global de Taylor, que dice, para la funcion sen 0, que "n >0, " z entre
X tal que:

Senx=x-x3/3! +........ + x2n+1/(2n+1)! + g(z), g(z) = £ [cos z/(2n-2)!]x2n-2 ocurre que g(z) ! 0 cuando n
I+, luegosenx=".....,"x"R.
TEMA 4

CALCULO DE PRIMITIVAS

Regla de Barrow:

Sif" R[a, b]y si F: [a, b] ! R es una primitiva de f entonces:
baf = F(b) - F(a)

Por definicion F: [a, b] ! R es una primitiva de f: [a, b] ! R si:
F es continua en [a, b].

F es diferenciable en ]a, b[

F'(x) = f(x), (x" ]a, b[)

Es decir, el calculo de primitivas, también llamado Integracién indefinida no es otra cosa que el calculo
antideferendial.

Cosas que sabemos:
« Si f tiene discontinuidad de salto, entonces no tiene primitiva (puede tener primitivas a trozos).
baf = caf + bc = F(c) — F(a) + G(b) — G(c) donde f es la primitiva en [a, c] y G en [c, b]

» También sabemos que las derivadas de funciones elementales (potencial, exponencial, logaritmica,
seno, arco seno y las que se obtienen operando y componiendo estas), son siempre elementales.

« Sin embargo, no es cierto que las funciones elementales tengan, en general, primitivas elementales

(Una funcién elemental no es, en general, derivada de otra elemental). (Si f es continua en [a, b], F(
= xaf es una primitiva de f. Ahora bien, f elemental no ! F elemental).

Calculo de primitivas:

Dada f: [a, b] ! R se trata de encontrar F: [a, b] " R ! R continua en [a, b], derivable en Ja, b[ y tal que F'(x) =
f(x), (x " Ja, b[).

Algunas_proposiciones sencillas:
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1.-) Sea F una primitiva de f. Entonces G es otra primitiva de f si s6lo si F — G = cte. (Basta conocer una
primitiva de una funcién en un intervalo para conocerlas todas).

Demostracion:

Es evidente, por una parte, que si F es una primitiva de f, entonces lo es también

G = F + cte. Reciprocamente, como consecuencia del Teorema del Valor Medio del Calculo Diferencial, si F
y G son primitivas de f entonces F-G es una primitiva de 0 y una funcion continua en (a, b) y tal que su
derivada es 0, en todo punto, es cte.*

*Nota: Véase que es Ultimo es falso si hablamos de primitivas en conjuntos que no sean intervalos. (lo que
es cierto es que F-G es cte, en cada componente conexa del conjunto).

Ejemplo:

f: x"R\{0}! 1/x2

Funciones cuya derivada es f:

-1/x+Csi—-<x<0

F:x"R\{0}!

-1/x+Dsi0<x<+

La notacién habitual para el conjunto de las primitivas de f es:

f(x)dx =F(x) + C

De las reglas del Calculo Diferencial resultan:

2.-) De lo relativo a la derivada de la suma y el producto por escalares:
[f1(X) + ... + nfn(X)] dx = f1(X) dx + ..... + nfn(x) dx = F1(x) +...+ nFn(x) + C
Método de integracion (calculo de primitivas) por descompaosicion:

Ejemplo:

(Bx3+2x—-1)dx=%x4+x2-x+C

3.-) De lo relativo a la derivada del producto resulta es método de integracién por partes:
f()g'(x) dx = f(x)g(x) — F(x)g(x) dx

gue es muy frecuente ver escrito asi:

u dv =uv - vdu

Esto es debido a que:

(fg)'(x) = F()a(x) + f(x)g'(x) ! f(x)a(x) = (fg)'(x)dx = F(x)g(x) dx + f(x)g'(x) dx
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Ejemplos:

a-)xexdx=xex—-exdx=xex—ex+C

u=xdu=dx

dv=exdxv=ex

b.-) x2 cos x dx =x2 sen X — 2 x sen X dx = x2 sen X — 2[-X c0S X + cos x dx] =
=x2senx+2xcosx—2senx+C

U=x2du=2xdxu=xdu=dx

dv =cos x dx v=sen x dv =sen x dx v = —C0s X
c-)logxdx=xlogx-1ldx=xlogx-x+C

u=log x du = 1/x dx

dv=dxv=x

d.-) excos xdx =ex sen x —ex sen x dx = ex sen X + ex cos X — ex cos x dx !
l2excosxdx=exsenx+excosx+C

u=exdu=exdxu=exdu=exdx

dv=cos xdxv=senxdv=senxdxv=-cosX

4.-) La regla de la cadena, por ultimo, da lugar al llamado método de integracién (calculo de primitivas) por
cambio de variable. La regla de la cadena decia que:

(f°9) (x) = fg(x)]g'(x) de donde:

(f°g) (x) + C=(f°9) (x) = Flg(x)] + g'(x) dx

¢,COmo se utiliza esto? Cuando queremos calcular f(x) dx y no sabemos, pero si podemos encontrar una g |
que si sabemos calcular fl[g(x)]g'(x) dx = H(x) + C. Pues bien, de acuerdo con lo anterior, H(x) = (f ° @) (x),
donde F'(x) = f(x) luego F(x) = (H ° g-1) (x) con esto deshacemos el cambio de variable y = g(x).

Otra manera de hacer 4.-), con distinta notacion:

F'(x) = f(x)

(F°9) (x) = flg(x)]g'(x) de donde

(F°9)(x) +C=(F°g) (x) = flg(x)]g'(x) dx

Queremos calcular f(x) dx y no sabemos. No obstante, podemos llamar F(x) a una desconocida primitiva.

Sin embargo, somos capaces de encontrar g (inyectiva) tales que si sabemos calcular H(t) = flg(t)]g'(t) dt
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(Hemos hecho el cambio de variable x = g(t), dx = g'(t) dt).

Sabemos, entonces, por la regla de la cadena que:

H() =(F°g) () ! (H°g-1) (x) = F(x).

Ejercicio:

Buscar por ahi problemas de integracion por cambio de variable y hacerlos.

Integracion (Calculo de primitivas) de funciones racionales:

[P(X)/Q(x)] dx donde P(x) y Q(x) son polinomios.

P(X) =amxm + .... + alx + a0

Q(X) =bnxn+ ...+ blx + b0

Al ser Q(x) un polinomio de coeficientes reales sabemos que con cada raiz compleja (no real) tiene a su
conjugado y con la misma multiplicidad. Es decir, si ¢ + di, (d"0) es raiz de multiplicidad t de Q(x), también c
- di es raiz con multiplicidad t.

Pues bien, ocurre que existe Al, ...., Ar, B1, ..., Bs " C tales que:

(**) [PX)/Q(X)]=[AL/(x—a)]+[A2/(x—a)2]+...+[Ar/(x—a)r]+[B1/(x—b)]+[B2/(x—b)2]+...+[Bs/(x—b)s]

Donde A1, ...., Ar es real si a es real.

Al, ....., Ar es complejo si a es complejo.

Mas aun, si b es el conjugado de a (por lo que r=s), entonces Ai es el conjugado de Bi
(i=1, ..., r). Esto es una proposicién que aceptamos sin demostrar.

El siguiente problema es: ¢ Como calcular los A1, A2, ....?

Primera forma:

Coeficientes indeterminados.

Escribimos (**), con Al, A2, ...., desconocidos (indeterminados) y hacemos la suma siguiente:
[P(X)/Q(X)] = {[AL(x—a)r-1(x—b)s + A2(x—a)r-2(x—b)s + ....J/[(x—a)r(x—b)s]}

Ahora bien, Q(x) = gn(x—a)r(x-b)s ....... I'P(X) " gn (numerador)

Esto da lugar a , exactamente, n ecuaciones lineales con n incégnitas (Al, A2, ..).

Este sistema resultante tiene soluciones unicas.

Ejemplo:

[(x=2)/(x+1)(x+2)x2] = [A/(x+1)] + [BI(x+2)] + [C/X] + [DIx2] (*)
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El denominador es un polinomio de grado 4, que tiene raices: —1 simple, -2 simple y 0 doble.
1 como coeficiente del término de mayor grado.

Se trata de determinar A, B, C, D, " R. Por coeficientes indeterminados, tenemos que:

X=2 = A(X+2)x2 + B(x+1)x2 + C(x+2)(x+1)x + D(x+1)(x+2)

coeficientes

x3:0=A+B+C

Xx2:0=2A+B+3C+D

x:1=2C+3D
x0:-2=2D
D=-1

c=2

2A+B=-5A=-3

A+B=-2B=1

[(x=2)/(x+1)(x+2)x2] dx = [-3/(x+1)] dx + [1/(x+2)] dx + [2/x] dx + [-1/x2] dx =
= —3log|x+1| + log|x+2| + 2log|x| + 1/x + C

Una forma mas rapida de calcular esos coeficientes, es la siguiente:

Para calcular A, multiplicamos ambos mienbors de (*) por (x+1) y hacemos x =-1.
[(X=2)/(x+2)x2]x=—1=A A=-3

B lo mismo pero por (x+2) y hacemos x = -2.

[(x=2)/(x+1)x2]x=—2=BB=1

Para calcular D multiplicamos ambos miembros por x2 y hacemos x = 0
[(x=2)/(x+1)(x+2)][x=0=D D =-1

Finalmente, para calcular C derivamos en:

[(x=2)/(x+1)(x+2)] = A [x2/(x+1)] + B [x2/(x+2)] + Cx + D y hacemos x =0
{[(x+1)(x+2) — (x=2)(x+1+x+2)]/(x+1)2(x+2)2}x=0=C C =2

Ya sabemos descomponer una fraccién propia en suma de fracciones simples. Nos falta saber como son la
primitivas inmediatas, de las fracciones simples.

154



Hay cuatro tipos posibles de fracciones simples:

1.-)Al(x-a), (a, A" R)

2.-) Al(x-a), (a, A" C)

3-)A/(x-a),(a,A"R), r=1, 2, ....

4-)Alx-a), (a,A"R),r=2,3, ....

1.-) [A/(x—a)] dx = A log |[x—a| + K

3.-) [A/(x=a)r] dx = A (x—a)-r dx = [-A/(r-1)](x—a)-r+1 = [A/(r-1)(x-a)r-1] + K

Mas complicados son los casoso 2 y 4 en que aparecen niameros complejos.

2.-) Sabemos que si un polinomio con coeficientes reales tiene una raiz compleja (no real) entonces tambie
tiene como raiz a su conjugada y con la misma multiplicidad. Ademas, los numeradores, de las fracciones
homologas correspodientes a esas raices, son conjugadas. Es decir, si aparece la fraccién [(B + Ci)/(x—b-c
también aparece la [(B—Ci)/(x—b+ci)r] donde r=1. Sumando ambos factores:

[(B + Ci)/(x—b—ci)] + [(B — Ci)/(x—b+ci)] = [(2B(x—b) — 2Cc)/(x-b)2 + c2 =

= B{[2(x=b))/[(x=b)2+c2]} - 2¢{[1/C)/[1+((x-b)/c)2]} =

=B log (x-b)2 + c2 - 2C arctg [(x—b)/c] + K

[F(x)/f(x)] dx = log [f(x)| + K

[F(x)/(1+f2(x))] dx = arctg f(x) + K

4.-) Algo analogo a lo anterior, sélo aparece parte racional cuando hay raices multiples.

Método de Hermite:

Sirve para calcular directamente la parte racional de una integral de una funcién racional (por tanto, sélo
cuando el denominador tiene raices multiples). Incluso sin conocer raices del denominador (evita los casos
4).

Se basa en lo siguiente:

a (real o compleja) es raiz de orden r de Q(X) siy solo si es también raiz de orden r-1 de Q'(X).

Nota: Considerese lo siguiente:

Q(X) = bn(x—a)r(x-b)s ....  Q'(x) = bnr(x—a)r-1(x-b)s ..... + bns(x-a)r(x—-b)s-1...... + o

Por consiguiente si Q(x) = bn(x—a)r(x—b)s-1........ mcd (Q(X), Q'(x)) = (x—a)r-1(x—b)s-1.....
[Q(X)/mcd(Q(x),Q'(x))] = bn(x—a)(x-b).......

Este polinomio tiene las mismas raices multiples de Q(x) con orden una unidad inferior.
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Este polinomio tiene exactamente las mismas raices que Q(X) pero todas simples.

[P(X)/Q(X)] dx = [M(x)/(x—a)r—-1(x—b)s—1...] + [N(x)/(x—a)(x-b)...] dx (**)
[M(X)/(x—a)r-1(x—b)s-1...] Viene de:

[A2/(x—a)2 dx + [A3/(x—-a)3] dX + .... + [Ar/(x=a)r] dX + ..... *)

[N(x)/(x—a)(x=b)...] dx Viene de:

[Al/(x—a)] dx + [B1/(x=b)] dx + .......

Al calcular estas integrales (*), el denominador comun del resultado es (x—a)r-1(x-b)s-1

Por otra parte, el denominador comun de:

[Al/(x-a)] + [B1/(x-b)] + ........ es (x—a)(x-b)......

Pues bien, el método de Hermite, consiste en poner M(x) y N(x) como polinomios genéricos (interminados)
de grado una unidad inferior al de su correspondiente denominador y calcular esos coeficientes

indeterminados derivando ambos miembros:

[P(X)/Q(X)] = {[M'(X)(x—a)r-1(x—b)s-1 ..... — M(x)(denominador)']/(denomidor)2} +
+ [N(X)/(x=a)(x=b)]

Sumando lo de la derecha y quitando denominadores e identificando coeficientos, obtenemos tantas
ecuaciones como incognitas (coeficientes incognitos) y, se puede probrar, que tiene solucion Gnica. Es deci
existen unos unicos M(x) y N(x) con grado menor que el correspondiente denominador, tales que (**).

La ventaja de este métododo es que podemos conocer la parte racional de la integral sin conocer las raices
denominador. Basta tener en cuenta que:

m.c.d. (Q(x), Q'(x)) = (x—a)r-1(x-b)s-1
Q(x) = (x—a)yr(x-b)s .... !

[Q(X)/m.c.d.(Q(x), Q'(x))] = (x-a)(x.~b)
Ejemplo:

[(3x2+1)/(x2+1)2x3(x~1)] dx

El denominador tiene las siguientes raices:
i de multiplicidad 2

-1 de multiplicidad 2

0 de multiplicidad 3

1 de multiplicidad 1
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[(Bx2+1)/(x2+1)2x3(x—1)] dx = [(Ax3+Bx2+Cx+D)/(x2+1)x2] +
+ [(Ex3+Fx2+Gx+H)/(x2+1)x(x—1)]dx
[(Bx2+1)/(x2+1)2x3(x-1)] =

= {[(3AX2+2Bx+C)(x2+1)x2 — (Ax3+Bx2+Cx+D)(2x3+2x2+2x)]/(x2+1)2x4} +
+ [(Ex3+Fx2+Gx+H)/(x2+1)x(x—1)]

X(3x2+1) = [1ernumerador](x—1) + [2° numerador](x2+1)x3

0 = coeficientes x7

0 = coeficientes x6

0 = coeficientes x5

0 = coeficientes x4

3 = coeficientes x3

0 = coeficientes x2

1 = coeficientes x

0 = coeficientes x0

Otro ejemplo:

[1/(x2+1)2] dx = [(Ax+B)/(x2+1)] + [(Cx+D)/(x2+1)] dx
[1/(x2+1)2] = {[A(x2+1)-(Ax+B)2x]/(x2+1)2} + [(Cx+D)/(x2+1)]
1 = -Ax2-2Bx+A+Cx3+Dx2+Cx+D

C=0C=0

-A+D=0B=0

-2B+C=0D=%

A+D=1A=%

[1/(x2+1)2] dx = [(¥2x)/(x2+1)] + Y5[1/(x2+1)] dx = [x/2(x2+1)] + Yearctg x + K.
Calculo de primitivas de funciones racionales trigpnométricas:

R(sen x, cos x) dx, donde R es una funcién racional, es decir, R(sen X, cos X) se obtiene sumando, restand
multiplicando, dividiendo y multiplicando por escalares senos y cosenos de x. Por ejemplo: [(3sen2x + cos
X)/(8cos x sen2x + 3cos x)] dx
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Calculo de primitivas de funciones racionales de irracionales cuadraticos:
R(x, "ax2+bx+c) dx

Por ejemplo:

{[X"(x2—-2x+1)])/[x3+2]} dx

R(sen x, cos x) dx donde R es una funcidn racional. Existen cuatro posible cambios de variable que
racionalizan aquella integral.

ler) Si R(sen x, cos x) es impar en sen X, es decir, R(=sen X, cos X) = —R(sen X, cos X), entonces un cambic
variable que racionaliza aquello es:

cos x =t

—sen x dx = dt

Ejemplo:

(1) dx/sen x = sen x dx/sen2x = —dt/1-t2

1/1-t2 = A/1-t+ B/1+t; A=% ;B =%

Entonces queda:

—dt/1-t2 = -Y2dt/1-t —Y2dt/1+t = =% (log|1-t|+log|1+t|) + log|K]| = log [|K|/"|1-cos2X|] =
=log [|K|/sen X]

(2) [sen3x/(1—cos x)] dx = [(1—-cos2x)/(1—-cos X)]sen x dx = (1+cos X)sen x dx =
=-cos X — Y% cos2x + C

(3) [sen x/(1+cos2x)]dx = —dt/(1+t2) = —arctg t + C = arctg cos x + C.

2% R impar en cos x: R(sen x, —cos x) = —R(sen X, €cos X)

senx =t

—cos x dx = dt

3er) R par: R(-sen x, —cos x) = R(sen X, cos X)

tg X = ttg X = sen x/cos x

dx/cos2x = dt tg'x = sen2x+cos2x/cos2x = 1/cos2x

Ejemplos:

(1) dx/(sen2x+2cos4x) = [cos2x/(sen2x+2cos4dx)][dx/cos2x] = dx/(tg2x+2c0s2X) =
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= dt/(t2+2/(1+t2)) = [(1+t2)/(t4+12+2)] dt = .....

4°) Vale siempre, cualquiera que sea R.

tgx/2 =t

dx/2cos2x/2 = dt

Nos interesa saber cuanto valen, en funcién de t, sen x y cos x cuando tg x/2 =t
COS X = C0S 2 X/2 = c0S2x/2 + sen2x/2 = (1-tg2x)/(1+tg2x) = (1-t2)/(1+t2)

sen x = 2 sen x/2 cos x/2 = (2tg2x/2)/(1+tg2x/2 = 2t2/(1+t2)

tg2y = sen2y/cos2y = (1-cos2y)/cos2y ; cos2y = 1/(1+tg2y)

= sen2y/(1-sen2y) ; sen2y = tg2y/(1+tg2y)

dx = 2dt/1+t2

R(sen x, cos x) = R(2t2/(1+t2), (1-t2)/(1+12))2/(1+t2) dt (racional en t)
Ejemplo:

(1) dx/(1+cos x) = [1/(1+(1-t2)/(1+t2))][2/(1+t2)] dt =dt=t+ C=tgx/2 + C
R(x, "(ax2+bx+c)) dx

R(-) "racional" en x y "(ax2+bx+c). Hay varios cambios de variable que racionalizan esa integral.
Ninguno vale en todos los casos, pero siempre hay por lo menos uno posible.
Tres cambios que corresponden a los casos:

1.-a"0

2-¢"0

3.— ax2+bx+c tiene raices reales.

Veamos como es ax2+bx+c Si:

a>0)

c>0)

Raices reales quiere decir que la grafica corta o toca al eje de abcisas.
Ejercicio:

Véase que si no se da alguno de aquellos casos es que no hay funcién.
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No hay funcién real cuando ax2+bx+c < 0, por tanto x, lo cual significa a < 0, ¢ <0, no raices reales.
1°) Si a > 0, un cambio de racionaliza es "(ax2+bx+c) ="ax £t

ax2+bx+c = ax2+t2+a"a xt; x = (t2—c)/(bx2"a t)

dx = {[2t(b+2"a t)+2"a(t2-c)]/(b+2"a t)2} dt

R(x, "(ax2+bx+c)) dx =

= R((t2—c)/(b+2"a t),"a(t2—c)/(b+2"a t)+t) {[2t(b+2"a t)+2"a(t2—c)]/(b+2"a t)2} dt
1/("(x2+x+1)) dx = [(t2-1)/(1+2t)+][(-2t2+2t-2)/(1-2t)2]dlt

"(X2+x+1) = X + t; X2+x+1 = x2+t2+2xt; x = (12-1)/(1-2t)

dx = {[2t(1-2t)+2(t2-1)]/(1-2t)2}dt = [(2t2+2t-2)/(1-2t)2]dt

Una vez hecho eso, se deshace el cambio de variable, se pone t = "(x2+x+1)—x
R(x, "(ax2+bx+c))dx

R racional.

1.-Sia>0,"(ax2+bx+c) ="ax =t

2-Sic>0, "(ax2+bx+c) = xt £ "c

3.— Si ax2+bx+c tiene raices reales , : "(ax2+bx+c) = "[a(x=)(y-)] =

2.-) ax2+bx+c = x2t2+2"c xt + ¢

ax+b = xt2+2"c t

x = (b-2"c t)/(t2-a)

Ejemplo:

[(=x2+x+2)2/3/(x+1)] dx = Ver fotocopia (99)

Terminamos aqui el "calculo de primitivas".

Algunas cosas mas del Calculo Integral:

Calculo del volumen de un cuerpo de revolucion:

Concretamente, el volumen de la figura que engendra la gréafica, y=f(x), de una funcién R-integrable f:[a, b]
R, al girar alrededor del eje OX.

Supongamos que P:a=x0<x1<..<xn=b

es una particién de [a, b]. Sea xk—-1< tk < xk. Entonces,
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el volumen de la "aspirina” de altura xk y radio de la
base f(tk) es f2(tk)- xk

La suma de las columnas de las "aspirinas" es:
n"k=1 f2(tk) xk = S(2,P)

Sabemos que f" R[a, b] ! 2" R[a, b]

Luego esas sumas de Reiman "tienden", al "afinar" la particién a ba f2 = baf2. Este es (lo convenimos asi)
el volumen buscado.

Volumen de la esfera de radio r:

f:x " [-r, 1] 1" (r2—x2)

V= r-r(r2-x2) dx = [r2x-x3/3]r-r = 4/3 r3
Area lateral de un cuerpo de revolucion:

f:[a,b] 'R

y = ()

gira alrededor del eje OX
Pra=x0<xl<..<xn=b

Si la rebanada fuera cilindrica

como la anterior, el area lateral seria muy

facil de calcular: 2 rh, pero esto no lleva

al resultado observado.

Por lo mismo que la consideracién de la

suma de las longitudes de los segmentos horizon-
tales no lleva, en el limite, a la longitud del seg-
mento indicado, sino a la longitud de

Ejemplo:

Supongamos que para calcular el area

lateral de ese cono hiciéramos asi:

Sumas laterales de esas rodajas cilindricas
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es: n"k=12 f(tk) xk ! 2 aOf.
2"2al a2

2x!Ix

x="2 a2

Es evidente que el resultado bueno si lleva la consideracion de areas laterales de troncos de conos como ¢
la figura.

Eso es lo gue vamos a hacer: partimos la figura en rodajas "tronco—coénicas" y sumamos las areas laterales
esos tronquitos de cono.

Area lateral del tronco de cono de altura h = xk y radio de las bases r = f(xk-1), s = f(xk)

Area lateral del cono de generatriz g y radio de la base r.

29! g2

X=rg

2r!x

El area lateral del tronco de la figura es:

rg—s(g-l) = (r-s)g+Is = Ir+lIs = (r+s) "[(r—-s)2+p2]

El &rea lateral de este tronco de cono es:

[f(xk—1)+f(xk)]"{[f(xk)—f(xk—1)]2+( xk)2}

Suponemos f(x) " 0 (x"[a, b]). Si f es diferenciable continuamente en [a, b] f " C1[a, b] tenemos:
1.-) Por el teorema del valor medio de las funciones continuas:

" sk " [xk=1, xk] / f(xk=1)—f(xk) = 2f(sk)

2.-) Por el tearema del valor medio del célculo diferencial:

"tk " [xk—1, xK] / f(xk)—f(xk—1) = f'(tk) xk

Luego [f(xk—1)+f(xk)]"{[f(xk)—f(xk—1)]2+( xk)2} = 2 f(sk)"[1+f'2(tk)] xk

Si fuera sk = tk esto seria un sumando S(2 f*(1+f'2), P) que "al afinar P" tiende a

2 baf(x)"[1+f'2(x)] dx que es el area buscada, (n6tese, que por serfy f' continuas, esa funcion es
R-integrable).

Ahora bien, en general, sk " tk. Pero por ser f uniformemente continua, dado > 0, para P suficientemente
fina:

|2 f(sk)"[L+2(tk)]-2 f(tk)"[1+F2(tk)]| < /(b-a)
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Con lo que "da lo mismo" tomar tk en lugar de sk.

Area de la esfera de radio r:

2 r=r{"(r2—x2)"[1+x2/(r2-x2)} dx = 2 r-rrdx = 4 r2
Ejercicio:

Calcular el area lateral en [-1, 1] de:

Longitud de un arco de curva:(Curvas rectificables)
Cosideramos curvas en R2 (en Rn, es lo mismo, pero con puntos suspensivos)
Un arco en R2 es (la imagen de) una aplicacién continua:
‘[a, b] "R ! R2

x"[a, b]! (x) =[(x), (X)]

Que significa continda, simplemente:

"x"[a,bl," >0," >0/|x-y|< [ (X)= ()<

donde || (X)— I = "{] )— (y)1|2+| (X)— (y)|2}. La distancia euclidea entre los puntos de R2
(), )y (). )

Es muy facil ver que =(, ) es continua si sélo silo son (funciones de R en R)

Basta considerar que |p| " "(p2+92) " |p|+|q|

lal

max. (Ipl, al) * "(p2+q2) " |p| + |q|

Se dice que es una arco simple si es inyectiva.

Longitud del arco (en R2):

:x"[a, b]! (x) =((x), (X)) " R2 donde x (equivalentemente, y ) es continua:

Sea P: a=x0 < x1 < .... <xn = b una particion de [a, b] diremos que el arco es rectificable si es acotado el
conjunto "p|| (xk)- (xk=1)|| / P " P[a, b]} en cuyo caso a su supremo lo llamaremos longitud del arco.

Evidentemente, el numero real "p|| (xk)- (xk-1)|| es la longitud de la poligonal de vértices (x0), (x1), ....,

(xn).
|| (xk)= (xk=D)I| = "{[ (xk)— (xk=1)]2+[ (xk)— (xk-1)]2}
Es evidente que:

P"P 1"p || (xk)— (xk=2)|| " "p'l| (xk)- (xk—-1)]|| es la desigualdad triangular.
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Las desigualdades:
max {|p [al} " [I(e. Q)II * |pl + al
puede que el conjunto {"p|| (xk)— (xk—-1)|| / P " P[a, b]} es acotado si solo si son acotados los conjuntos:
{"pli(xk)—i(xk-1)| /P " P[a,b]} (i=1, 2, ....)
Por tanto, el arco es rectificable si s6lo si y son de variacién acotada.
En estos términos, el arco es rectificable cuando es continua y de variacion acotada.
Supongamos ahora que (es decir, y ) es diferenciable continuamente en [a, b],
" Cl[a, b]. Entonces por el teorema del valor medio del Célculo Diferencial resulta que existen sk, tk "
Ixk=1, xk[, (k =1, ..., n), tales que "p|| (xk)— (xk=1)|| =
= "p{[ (xk)— (xk=1)]2+[ (xk)— (xk=1)]2} = "[ '2(sk)+ "2(tk)] xk (**)

Por ser 'y 'continuas, dado > 0, para P "suficientemente fina" (**) se diferencia menos que de
"['2(tk)+ '2(tk)] xk y esto no es otra cosa que una S("[ 2+ ‘2], P).

Por consiguiente " Cl[a, b], el arco : [a, b] ! R2 es rectificable y su longitud es:
ba"[ '2(x)+ '2(x)] dx

Ejemplo:

Longitud de la circunferencia de radio r:

;X" [0, 2]!(rcos x, rsen x)

2 "[r2sen2x+r2cos2x]dx =r2dx =2r

Un ejemplo de curva no rectificable: la grafica de:
xsen1l/xsix"0

f:x"[0, 1] ' f(x) =

0six=0

Ni que decir tiene que la gréfica de

una funcién continua f:[a, b] ' R es

un arco en R2. Basta tener en cuenta que

X" [a, b] ! (x, f(xX)) " R2

x" [0, 1] ! (x, f(x)) " R2

Pues bien, sabemos que esa f no es de
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variacion acotada.
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