PRA LOGO

“Aplicaciones GeomAO®tricas y FA—sicas de las Ecuaciones Diferenciales Ordinarias de Primer Orden”
ha sido elaborado con la finalidad de cubrir una de las necesidades del curso de Ecuaciones Diferenciales, que
se dicta en el tercer semestre, en la Facultad de IngenierA—a de la Universidad de Carabobo, de contar con un
material teA3rico-prAjctico sobre este tA3pico, que le permita al estudiante reforzar los conocimientos
impartidos en el salA3n de clases y al mismo tiempo afianzar esos conocimientos a travA©s de la resoluciA3n
de problemas.

Su contenido se ha diseA+ado, con base a lo estipulado en el programa de la asignatura Ecuaciones
Diferenciales, sobre las aplicaciones de las ecuaciones diferenciales de primer orden. La obra mantiene un
estilo didAjctico; en cada uno de los problemas que se resuelven se explica de forma detallada y minuciosa
los pasos que se siguen, con la intenciA3n de cubrir las posibles dudas que se, por mi experiencia de mAjs de
seis aA+o0s como profesora de la cAjtedra la cAjtedra de Ecuaciones Diferenciales, pudiesen llegar a surgir en
los estudiantes. En la mayorA—a de los casos, tanto el planteamiento del problema como parte de la
resoluciA3n, se refuerza con representaciones grAificas a fin de facilitar y reforzar lo que se estA; explicando.

La obra ha sido dividida en dos capA—tulos:

En el CAPITULO 1, se presentan dos aplicaciones geomA®tricas de las ecuaciones diferenciales ordinarias
de primer orden; estas son: aplicaciones a problemas de trayectorias a un haz de curvas y aplicaciones que
involucran a las rectas tangente y normal.

Para las aplicaciones a los problemas de trayectorias se efectA°an las deducciones de cA3mo va a cambiar la
pendiente de las recta tangente a la familia de curvas dadas para obtener la pendiente de la familia de
trayectorias, tanto para el caso en que las trayectorias son ortogonales (perpendiculares), como para el caso en
que las trayectorias son a un Ajngulo diferente de 90A°.

Con respecto a las aplicaciones a los problemas que involucran a las rectas tangente y normal a una curva, se
presentan las ecuaciones de ambas rectas expresando sus pendientes en funciA3n de la derivada a la curva en
el punto de contacto. Se determinan los puntos de corte de dichas rectas con cada uno de los ejes coordenados,
los cuales quedan expresados en funciA3n del punto de contacto y de la derivada. Se definen ademA;s dos
segmentos relacionados con estas rectas: la subtangente y la subnormal, cuyas longitudes tambiA©n se
expresan en tA©rminos de las coordenadas del punto de contacto y la derivada.

Los problemas geomA®tricos tienen la particularidad que no hay una ley que los rige; ademA|s hay que
manejar ciertos conceptos geomA©tricos que aparecen involucrados en los enunciados; por lo tanto, para
cada problema la ecuaciA3n diferencial asociada es diferente.

En el CAPITULO 2 se presentan cinco aplicaciones fA—sicas; estAjs se rigen por leyes ya establecidas: los
problemas de mecAnica elemental se rigen por la segunda ley del movimiento de Newton; los de problemas
de enfriamiento se rigen por la ley de enfriamiento de Newton; los problemas de mezcla se rigen por la
teorA—a de los fluidos y el sistema de compartimientos; los problemas de circuito se rigen por las leyes de
Kirchhoff; los problemas de vaciado de tanques se rigen por la Ley de Torricelli. Debido a esto, cada
aplicaciA3n tiene una expresiA3n general para la ecuaciAn diferencial asociada; lo que cambia en cada
situaciA3n son los datos. Esto hace, que en la mayorA—a de los casos resulte mucho mA;s sencillo, resolver
una aplicaciA3n fA—sica que una aplicaciA3n geomA®trica.

Es por ello que el nA°mero de ejercicios resueltos, que se presentan en la obra, para las aplicaciones
geomAOitricas es superior que los resueltos para las aplicaciones fA—sicas. En todo caso, para cada



aplicaciA3n se presentan resueltos un mA—nimo de 10 ejercicios.

Al final de los ejercicios resueltos, y con la finalidad de hacer de la obra un texto que resulte ameno al lector,
se ha incluido la biografA—a de grandes matemA jticos de la historia asA— como una secciA3n de anA©cdotas
y curiosidades matemA jticas.

Consciente que la matemAtica se aprende ejercitando, luego de las anA®©cdotas y curiosidades, se encuentra
una lista de ejercicios propuestos, con sus respectivas respuestas, de tal forma que el estudiante pueda
practicar para reforzar lo aprendido y al mismo tiempo pueda chequear si los resultados que obtiene son
correctos.

Con esta obra se pretende hacer realidad el deseo, de su autora, de poner al alcance del estudiante un texto que
le permita reforzar los conocimientos impartidos por los profesores en el aula de clases y, al mismo tiempo,
satisfacer el clamor de los estudiantes, quienes durante muchos aA+os han venido planteando la necesidad de
poder contar con un material que contenga las aplicaciones de las ecuaciones diferenciales ordinarias de
primer orden y que sea de fAjcil acceso, pues los textos con los que cuenta la biblioteca de la Facultad
resultan insuficientes para la demanda de aproximadamente 800 alumnos, que cada semestre cursan la
asignatura Ecuaciones Diferenciales.

Cabe destacar, que las sugerencias y opiniones que tengan a bien hacer, acerca de la obra, serAjn un aporte
muy valioso, ya que esto permitirAj mejorar y corregir la obra para futuras ediciones.
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INTRODUCCIA N

La tA©cnica de representaciA3n de nuestro mundo real en tA©rminos matemA;ticos, se ha convertido, en la
actualidad, en una herramienta invaluable, tanto para los cientA—ficos que buscan profundizar en el
conocimiento humano, como para los ingenieros quienes, a un nivel mA;s pragmAjtico, siguen buscando
respuestas a problemas tA©cnicos. Este proceso de imitaciA3n de la realidad mediante el lenguaje de las
matemA jticas se conoce como modelaciA3n matemA ;tica.

La formulaciA3n de problemas en tA©rminos matemA jticos nos exige establecer con claridad las premisas.
La mayorA-a de los  problemas del mundo real son complejos e implican varios procesos distintos
relacionados entre sA—. Antes de proceder a darle el enfoque matemAtico, se deben determinar las variables
significativas y las que pueden ser ignoradas. Por lo general, para las variables importantes, las relaciones ya
estA;n establecidas en forma de leyes, fA3rmulas, teorA—as etc. El proceso de construcciA®n de un modelo
matemA jtico eficaz, requiere cierta habilidad e imaginaciAn.

En la matemA jtica existe una herramienta que despierta gran interA©s para aquellos que no son
matemA ticos, porque les da la posibilidad de utilizarla para investigar una amplia variedad de procesos de las
ciencias fA—sicas, biolA3gicas y sociales; esta herramienta son las ecuaciones diferenciales.



Hay tres pasos claramente identificables para la elaboraciA3n de cualquier modelo matemAjtico,
independientemente del campo especA—fico de aplicaciA3n; en primer lugar es preciso trasladar la situaciA3n
a tA©rminos matemA ticos, generalmente estas situaciones involucran un grado de cambio (la derivada) y
consecuentemente cuando se expresan matemA jticamente, toman la forma de una ecuaciA3n diferencial

Una vez formulado el problema matemA jticamente, el siguiente paso serA; resolver la ecuaciA3n diferencial
para obtener la soluciA3n; finalmente, habiendo obtenido la soluciA3n y teniendo conocimiento de la o las
propiedades de esta, se deberA realizar la interpretaciA3n en tA©rminos del contexto en que surgiA3 el
problema.

APLICACIONES DE LAS ECUACIONES DIFERENCIALES ORDINARIAS DE PRIMER ORDEN
A PROBLEMAS DE TRAYECTORIAS

TRAYECTORIAS DE UN HAZ DE CURVAS:

Se dice que una familia de curvas T(x, y, k) = 0 (k una constante arbitraria) es una trayectoria I para una
familia de curvas F(x,y,C) = 0 dada, si cualquier curva de la familia T corta a cada uno de los miembros de la
familia de curvas F(x, y, C) = 0 bajo un Ajngulo constante I .

Sea F(x, y ,C) = 0 una familia de curvas conocida y seal un Ajngulo dado. Se desea determinar la familia de
curvas T(x, y, k) = 0 que mantiene un Ajngulo constante I con cada una de las curvas de la familia F(x, y, C)
=0.

Ya que F(x, y, C) = 0 es conocida, se puede determinar la ecuaciA3n diferencial asociada a dicho haz, por
medio del proceso de eliminaciA3n de constantes arbitrarias de un haz de curvas. Sea f(x, y, y')= 0 dicha

ecuaciA3n diferencial.

ConsidA®rese una curva F1 perteneciente a la familia F(x, y, C) = 0 y una trayectoria T1 , aun Ajngulo I ,
tal que se cortan en un punto P(x, y) (ver Figura 1)

Sea I, el Ajngulo que forma la recta tangente a la curva F1(x, y, C1) = 0, en el punto P(x, y), con el eje X; sea
I el Ajngulo que forma la recta tangente a la curva T1(x, y, K1) = 0, en el punto P(x, y), con el eje x. Sea I

el Ajngulo entre ambas rectas (ver Figura 2).

A cada punto de la curva F1(x, y, C1) = 0 se puede asociar una terna ( X, y, y'), donde y' = tg I, es la pendiente
de la recta tangente a la curva F1 en el punto P(x, y).

A cada punto de la curva T1(x, y, k1) = 0 se puede asociar una terna ( X, y, y'), donde y'=tg I es la pendiente
de la recta tangente a la curva T1 en el punto P(x, y).

Se debe ahora establecer una relaciA®n entre las derivadas y' = tg 1, , v' = tg I . Para ello, se trasladarA; la
recta tangente a F1(x, y, C1) = 0 en el punto P(x, y), hasta el punto de corte de la recta tangente a T1(x, y, k1)

=0 en el punto P(x, y) con el eje x (ver Figura 3).

De la Figura 3 se deduce que:

Por identidades trigonomA®tricas

gl =tgd -1)=



De acuerdo a lo indicado en la observaciA3n tg i, = y', tgI = V', entonces al sustituir en la ecuaciA3n anterior,
resulta que:

y:

Esta A°ltima ecuaciA3n permite establecer una relaciA3n entre las derivadas de las curvas F1(x,y, C1) =0y
TI1(x, y, k1) =0 en el punto P(x, y).

Yaque f(x,y,y)=0esla ecuaciA3n diferencial asociada a la familia de curvas F(x, y, C) =0, entonces
sustituyendo en dicha ecuaciA3n diferencial y' por , se obtiene una nueva ecuaciA3n diferencial f(x,y,) =0

Esta es la ecuaciA3n diferencial asociada a la familia de trayectorias que mantiene un Ajngulo I , con la
familia F(x, y, C) = 0. Resolviendo la nueva ecuaciA3n diferencial se obtiene la familia T(x, y, k) =0, familia
que representa las trayectorias I a la familia dada F(x, y, C) = 0.

Sil =90A° entonces las rectas tangentes a ambas curvas en los puntos de intersecciA3n son perpendiculares.
Por geometrA—a, se sabe que, si dos rectas son perpendiculares entonces el producto de sus pendientes es
igual a -1, esto es:

(tgl) agl )=-1

Comotgl, =y, tgl =V, resulta que:

y'=-

Por lo tanto, si la ecuaciA3n diferencial asociada a la familia de curvas dada Fx,y,C)=0esf(x,y,y) =0,
entonces sustituyendo y' por - se obtiene una nueva ecuaciA3n diferencial f (x, y, ) = 0, que es la ecuaciA3n
diferencial asociada a la familia de trayectorias que mantienen un Ajngulo de 90A° con la familia dada.

Al resolver esta nueva ecuaciA3n diferencial, se obtiene la familia T(x, y, k) =0, la cual representa la familia
de trayectorias a 90A° de la familia dada. Para este caso, cuando I = 90A°, las trayectorias se denominan,

trayectorias ortogonales.

EJERCICIOS RESUELTOS SOBRE APLICACIONES DE LAS ECUACIONES DIFERENCIALES
ORDINARIAS DE PRIMER ORDEN, A PROBLEMAS

DE TRAYECTORIAS

1. La ecuaciA3n y2 = Cx (C una constante arbitraria) define una familia de parA ;bolas. Obtenga la
familia de trayectorias ortogonales.

SOLUCIA N:

Se debe comenzar por determinar la ecuaciA3n diferencial asociada a la familia de curvas y2 = Cx (1)
Dicho haz posee una sola constante arbitraria, por lo tanto, la ecuaciA3n del haz se deriva solo una vez.
Derivando implA—citamente la ecuaciAn (1) respecto de x resulta

2yy'=C(2)

Como la ecuaciA3n (2) aA°n contiene la constante arbitraria C, dicha ecuaciA3n no representa la ecuaciA3n



diferencial asociada. Debe recordarse que una de las caracterA—sticas de las ecuaciones diferenciales es que
no poseen constantes arbitrarias.

Por lo tanto, la constante arbitraria C debe eliminarse a partir del sistema que se forma con las ecuaciones (1)
y @)

AquA— basta con sustituir la ecuaciAn (2) en la ecuaciA3n (1), resultando

y2=2yyx(3)

La ecuaciA3n (3) representa la ecuaciA3n diferA©ncial asociada a la familia de parA;jbolas y2 = Cx.

Una vez obtenida la ecuaciA3n diferencial del haz dado, debe determinarse la ecuaciA3n diferencial asociada a

las trayectorias ortogonales a la familia y2 = Cx. Para ello, basta con sustituir y' en la ecuaciA3n (3) por ,
resultando

y2=2yx
multiplicando por y'/y2
y'=

Ya que la diferencial de la variable y estA; dada por dy = y' dx, sustituyendo y' se tiene
dy =dx (4)

Esta es una ecuaciA3n diferencial de variables separables. Para separar las variables basta con multiplicar la
ecuaciA3n (4) por y

ydy =-2xdx
equivalentemente
ydy+2xdx=0

integrando

®)

Ambas integrales son inmediatas
+ ki

=+k2

sustituyendo los resultados de las integrales en la ecuaciAn (5)

+x2=K
Multiplicando por ,
(6)



La ecuaciA3n (6), que es la ecuaciA®n de una familia de elipses con centro en el origen y eje mayor paralelo al
eje y, representa la familia de trayectorias ortogonales a la familia de parA;jbolas y2 = Cx

2. Encuentre las trayectorias ortogonales de la familia y3 = Cx2

SOLUCIA N:

Se debe comenzar por determinar la ecuaciA3n diferencial asociada a la familia de curvas y3 = Cx2 (1)
Dicho haz posee una sola constante arbitraria, por lo tanto, la ecuaciA3n del haz se deriva solo una vez.
Derivando implA—citamente la ecuaciAn (1) respecto de x resulta

3y2y' =2Cx (2)

Como la ecuaciA3n (2) aA°n contiene la constante arbitraria C, dicha ecuaciA3n no representa la ecuaciAdn
diferencial asociada. Por lo tanto, la constante arbitraria C debe eliminarse a partir del sistema que se forma
con las ecuaciones (1) y (2).

AquA- basta con despejar C de la ecuaciA3n (2) y sustituir en la ecuaciA3n (1), resultando

y=03)

La ecuaciAn (3) representa la ecuaciA3n diferA©ncial asociada a la familia y3 = Cx2.

Una vez obtenida la ecuaciA3n diferencial del haz dado, debe determinarse la ecuaciA3n diferencial asociada a

las trayectorias ortogonales a la familia y3 = Cx2. Para ello, basta con sustituir y' en la ecuaciA3n (3) por,
resultando

y=3x
equivalentemente,
y'=

Ya que la diferencial de la variable y estA; dada por dy = y' dx, sustituyendo y' se tiene
dy =dx (4)

Esta es una ecuaciA3n diferencial de variables separables. Para separar las variables basta con multiplicar la
ecuaciA3n (4) por 2y

2ydy=-3xdx
integrando
®)

Ambas integrales inmediatas son inmediatas

+ kil



+k2

Sustituyendo los resultados de las integrales en la ecuaciA3n (5)
+k

Multiplicando por ,

(6)

La ecuaciA3n (6), que es la ecuaciA3n de una familia de elipses con centro en el origen y eje mayor paralelo al
eje y, representa la familia de trayectorias ortogonales a la familia de curvas y3 = Cx2

3. Encuentre el valor de la constante a, de tal forma que las familias
y3=Clx,x2+ay2=C2

sean ortogonales

SOLUCIA N:

Como aquA- se tienen dos curvas, se deberAjn denotar de manera diferente las derivadas de cada una de
ellas; sean:

y' la derivada de la curva y3 = C1 x
A-'la derivada de la curva x2 +ay2 =C2

De acuerdo con la definiciA3n de curvas ortogonales, para que estas curvas sean ortogonales debe satisfacerse
que el producto de las derivadas sea igual a -1, esto es:

y. A =-1(1)

Derivando implA—citamente respecto de x, la curva y3 = C1 x (2)

3y2y'=C1(3)

La constante C1 debe eliminase del sistema que se forma con las ecuaciones (2) y (3)

Sustituyendo (3) en (2) se tiene

y=3y'x
Despejando y'
y'=@4)

Derivando implA—citamente respecto de x, la curva x2 + ay2 = C2 (5)
2x+2ayA'=0(6)

Despejando A" de la ecuaciA®n (6)
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A= (T)

Sustituyendo las ecuaciones (4) y (7) en la ecuaciA3n (1)

=-1

Simplificando y despejando la constante a

a=

4. Determinar las trayectorias ortogonales para la familiay =-x - 1 + C1 ex
SOLUCIA N:

Se debe comenzar por determinar la ecuaciA3n diferencial asociada a la familia de curvas y = - x - 1 + C1 ex

)

Dicho haz posee una sola constante arbitraria, por lo tanto, la ecuaciA3n del haz se deriva solo una vez.
Derivando implA—citamente la ecuaciAn (1) respecto de x resulta

y'=-1+Clex(2)

Como la ecuaciA3n (2) aA°n contiene la constante arbitraria C1, dicha ecuaciA3n no representa la ecuaciAdn
diferencial asociada. Por lo tanto, la constante arbitraria C debe eliminarse a partir del sistema que se forma
con las ecuaciones (1) y (2).

Despejando C1 ex de la ecuaciA®n (2)

Clex=y'+1(3)

Sustituyendo (3) en la ecuaciA3n (1), resulta

y=-x+y 4)

La ecuaciA3n (4) representa la ecuaciA3n diferencial asociada a la familia dada

y=-x-1+Clex

Una vez obtenida la ecuaciA3n diferencial del haz dado, debe determinarse la ecuaciA3n diferencial asociada a
las trayectorias ortogonales a dicha familia. Para ello, basta con sustituir y' en la ecuaciA3n (4) por , resultando

y=-X+
equivalentemente,
y'=

Ya que la diferencial de la variable y estA; dada por dy = y' dx, sustituyendo y' se tiene

dy =-dx (5)
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La ecuaciAn (5) es la ecuaciA®n diferencial asociada a la familia de trayectorias ortogonales a la curva y = - x
-1+Clex

La ecuaciA3n diferencial (5) no es una ecuaciA3n de variables separables, pero puede escribirse de la forma
dx+(x+y)dy=0(6)
resultando una ecuaciAn diferencial reducible a exacta ( pues, P(x,y) dx + Q(x,y) dy =0, y ).

En efecto, si P(x, y) = 1 y Q(x, y) = X + y entonces y ; luego la ecuaciA3n no es exacta pero puede que admita
un factor integrante de la forma

Ap (x,y) = con g(v) =

Si v =y entonces ; sustituyendo en g(v) resulta:

gv)==

AsA-,

Apx,y)==ev=ey

Por lo tanto el factor integrante es Au (x, y) = ey

Multiplicando la ecuaciA3n diferencial (6) por el factor integrante
eydx+ey (x+y)dy=0(7)

La ecuaciA3n (7) se puede escribir

eydx+xeydy=-yeydy(8)

El tA©rmino izquierdo de la ecuaciA3n (8) es la diferencial total de ( x e y ), esto es,
eydx+xeydy=d(xey)

AsA-, la ecuaciA3n (8) se transforma en

d(xey)=-yeydy

Integrando

€))

Resolviendo las integrales

+ K1

se resuelve por el mA®©todo de integraciA3n por partes:

, donde
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=yey=yey-ey=ey(y-1)+K2

Sustituyendo los resultados de las integrales en (9)
xey+Kl=-ey(y-1)+K2

o0 equivalentemente

xey=ey(l-y)+K

multiplicando por e -y

x=(1-y)+Ke-y

o tambiA©n

x+y-1)ey=K 10)

La ecuaciA3n (10), representa la ecuaciA3n de la familia de trayectorias ortogonales a la familia de curvas y =
-x-1+Clex

5. Obtenga la familia de trayectorias ortogonales a la familia y = (x - C1)2

SOLUCIA N:

Se debe comenzar por determinar la ecuaciA3n diferencial asociada a la familia de curvas y=x-C1)2(1)
Dicho haz posee una sola constante arbitraria, por lo tanto, la ecuaciA3n del haz se deriva solo una vez.
Derivando implA—citamente la ecuaciAn (1) respecto de x resulta

y'=2(x-Cl)(©2)

Como la ecuaciA3n (2) aA°n contiene la constante arbitraria C1, dicha ecuaciA3n no representa la ecuaciAdn
diferencial asociada. Por lo tanto, la constante arbitraria C1 debe eliminarse a partir del sistema que se forma
con las ecuaciones (1) y (2).

Despejando ( x - C1 ) de la ecuaciA3n (2)

(x-Cl)=(3)

Sustituyendo la ecuaciA3n (3) en la ecuaciA3n (1)

y=

equivalentemente

4y =(y)2

esto es,

2=y'4)
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La ecuaciA3n (4) representa la ecuaciA3n diferencial asociada a la familia de parAjbolas y = (x - C1 )2

Una vez obtenida la ecuaciA3n diferencial del haz dado, debe determinarse la ecuaciA3n diferencial asociada a
las trayectorias ortogonales a la familiay = (x - C1 )2

Para ello, basta con sustituir y' en la ecuaciA3n (4) por , resultando
2=

equivalentemente,

y =
Ya que la diferencial de la variable y estA; dada por dy = y' dx, sustituyendo y' se tiene
dy =dx (5)

Esta es una ecuaciA3n diferencial de variables separables. Para separar las variables basta con multiplicar la
ecuaciA3n (5) por

dy =dx
integrando
(6)

Ambas integrales son inmediatas

=+kl

=x+k2

Sustituyendo los resultados de las integrales en la ecuaciA3n (6)

=x+k

Para despejar y, primero se multiplica por a ambos lados de la igualdad y luego se eleva a
equivalentemente

y=()

La ecuaciA3n (7), representa la familia de trayectorias ortogonales a la familia de parA;jbolas y = ( x - C1 )2
6. Obtenga la familia de trayectorias ortogonales a la familia C1 x2+y2=1

SOLUCIA N:

Se debe comenzar por determinar la ecuaciA3n diferencial asociada a la familia de curvas C1 x 2 +y 2 =1 (1)

Dicho haz posee una sola constante arbitraria, por lo tanto, la ecuaciA3n del haz se deriva solo una vez.
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Derivando implA—citamente la ecuaciAn (1) respecto de x resulta

2Clx+2yy'=0(2)

Como la ecuaciA3n (2) aA°n contiene la constante arbitraria C1, dicha ecuaciA3n no representa la ecuaciAdn
diferencial asociada. Por lo tanto, la constante arbitraria C1 debe eliminarse a partir del sistema que se forma
con las ecuaciones (1) y (2).

Despejando C1 de la ecuaciAsn (2)

Cl1=(3)

Sustituyendo la ecuaciA3n (3) en la ecuaciA3n (1)

x2+y2=1

equivalentemente

-yy'x+y2=14)

La ecuaciA3n (4) representa la ecuaciA3n diferA©ncial asociada a la familia

Clx2+y2=1

Una vez obtenida la ecuaciA3n diferencial del haz dado, debe determinarse la ecuaciA3n diferencial asociada a
las trayectorias ortogonales a la familiaCl x2 +y2=1

Para ello, basta con sustituir y' en la ecuaciA3n (4) por , resultando

-yx+y2=1

equivalentemente,

=1-y2

Despejando y'

Ya que la diferencial de la variable y estA; dada por dy = y' dx, sustituyendo y' se tiene
dy =dx (5)

Esta es una ecuaciAn diferencial de variables separables. Para separar las variables basta con multiplicar la
ecuaciA3n (5) por

dy =xdx
integrando
(6)

Ambas integrales son inmediatas
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==Inlyl+kl

=+k2

sustituyendo los resultados de las integrales en la ecuaciAn (6)

Inlyl=+k

multiplicando por 2

2Inlyl=x2+y2+2K

aplicando propiedades de logaritmo

Iny2=x2+y2+2K

aplicando e a ambos lados de la ecuaciA3n

y2=C (7

La ecuaciA3n (7), representa la familia de trayectorias ortogonales a la familia de curvas C1 x 2 +y 2 =1
7. Determine la familia de trayectorias ortogonales al haz de curvas 2 x2 + y2=C

SOLUCIA N:

Se debe comenzar por determinar la ecuaciA3n diferencial asociada a la familia de curvas 2 x 2 +y 2 = C (1)
Dicho haz posee una sola constante arbitraria, por lo tanto, la ecuaciA3n del haz se deriva solo una vez.
Derivando implA—citamente la ecuaciAn (1) respecto de x resulta

4x+2yy'=0(2)

Como la ecuaciA3n (2) no contiene la constante arbitraria C, dicha ecuaciA3n representa la ecuaciA3n
diferencial asociada al haz de curvas dado.

Una vez obtenida la ecuaciA3n diferencial del haz dado, debe determinarse la ecuaciA3n diferencial asociada a
las trayectorias ortogonales a la familia2 x2+y2=C

Para ello, basta con sustituir y' en la ecuaciA3n (2) por , resultando
4x+2y=0

equivalentemente,

2xy'-y=0

Despejando y'

Ya que la diferencial de la variable y estA; dada por dy = y' dx, sustituyendo y' se tiene
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dy =dx (3)

Esta es una ecuaciA3n diferencial de variables separables. Para separar las variables basta con multiplicar la
ecuaciA®n (3) por

dy =dx
integrando
“)

Ambas integrales son inmediatas

=+kl

=+k2

Sustituyendo los resultados de la integrales en la ecuaciAn (4)

2Inlyl=Inlx1+k3

aplicando propiedades de logaritmo

Iny2-InlxI=k3

esto es

In=k3

aplicando e a ambos lados de la ecuaciA3n

y2=kx(5)

La ecuaciA3n (5), representa la familia de trayectorias ortogonales a la familia de curvas 2x 2 +y 2 = C
8. Determinar la familia de trayectorias ortogonales al haz de curvas y = eCx

SOLUCIA N:

Se debe comenzar por determinar la ecuaciA3n diferencial asociada a la familia de curvas y = eCx (1)
Dicho haz posee una sola constante arbitraria, por lo tanto, la ecuaciA3n del haz se deriva solo una vez.
Derivando implA—citamente la ecuaciAn (1) respecto de x resulta

y'=CeCx (2)

Como la ecuaciA3n (2) aA°n contiene la constante arbitraria C, dicha ecuaciA3n no representa la ecuaciAdn
diferencial asociada. Por lo tanto, la constante arbitraria C debe eliminarse a partir del sistema que se forma
con las ecuaciones (1) y (2).

Despejando C de la ecuaciA3n (1)



C=0)
Sustituyendo la ecuaciA3n (3) en la ecuaciA3n (2)

y=y@

Una vez obtenida la ecuaciA3n diferencial del haz dado, debe determinarse la ecuaciA3n diferencial asociada a

las trayectorias ortogonales a la familia y = e Cx

Para ello, basta con sustituir y' en la ecuaciA3n (4) por , resultando

equivalentemente,

y =
Ya que la diferencial de la variable y estA; dada por dy = y' dx, sustituyendo y' se tiene
dy =dx (5)

La ecuaciAn (5) es una ecuaciA3n diferencial de variables separables. Para separar las variables basta con
multiplicar la ecuaciAn (5) por (y In y)

ylnydy=-xdx

integrando

(6)

Para resolver la integral se aplica el mA©todo de integraciA®n por partes
; donde

asA—

===+kl

+k2

Sustituyendo los resultados de las integrales en la ecuaciA3n (6)
=+k

multiplicando por 4

=-+4k

equivalentemente

y2(Iny2-1)+2x2=Cl1(7)
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La ecuaciA3n (7), representa la familia de trayectorias ortogonales a la familia de curvas y = eCx

9. Obtenga la familia de trayectorias ortogonales a la familia de curvas y a = C1 xb donde a y b son
constantes conocidas.

SOLUCIA N:

Se debe comenzar por determinar la ecuaciA3n diferencial asociada a la familia de curvas y a=C1 x b (1)
Dicho haz posee una sola constante arbitraria, por lo tanto, la ecuaciA3n del haz se deriva solo una vez.
Derivando implA—citamente la ecuaciAn (1) respecto de x resulta

aya-1y'=Clbxb-1(2)

Como la ecuaciA3n (2) aA°n contiene la constante arbitraria C1, dicha ecuaciA3n no representa la ecuaciAdn
diferencial asociada. Por lo tanto, la constante arbitraria C1 debe eliminarse a partir del sistema que se forma
con las ecuaciones (1) y (2).

Despejando C1 de la ecuaciAsn (1)

Cl=(3)

Sustituyendo la ecuaciA3n (3) en la ecuaciA3n (2)

aya-ly'=bxb-1(#4)

Una vez obtenida la ecuaciA3n diferencial del haz dado, debe determinarse la ecuaciA3n diferencial asociada a
las trayectorias ortogonales a la familiaya=Cl x b

Para ello, se sustituye y' en la ecuaciA3n (4) por , resultando

aya-1=b
Despejando y'
y'=

Ya que la diferencial de la variable y estA; dada por dy = y' dx, sustituyendo y' se tiene
dy =dx (5)

Esta es una ecuaciA3n diferencial de variables separables. Para separar las variables basta con multiplicar la
ecuaciA3n (5) por (b y)

bydy=-axdx
integrando
(6)

Ambas integrales son inmediatas
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+kl

+k2

Sustituyendo los resultados de las integrales en la ecuaciA3n (6)

Multiplicando por

®)

La ecuaciAn (8), representa la familia de trayectorias ortogonales a la familia de curvas y a=C1 x b
10. Determine la ecuaciAn de la familia de trayectorias ortogonales al haz de curvas

SOLUCIA N:

Se debe comenzar por determinar la ecuaciA3n diferencial asociada a la familia de curvas (1)

Dicho haz posee una sola constante arbitraria, por lo tanto, la ecuaciA3n del haz se deriva solo una vez.

Derivando implA—citamente la ecuaciAn (1) respecto de x resulta

y =
desarrollando y simplificando
y'=(@2)

Como la ecuaciA3n (2) aA°n contiene la constante arbitraria C1, dicha ecuaciA3n no representa la ecuaciAdn
diferencial asociada. Por lo tanto, la constante arbitraria C1 debe eliminarse a partir del sistema que se forma
con las ecuaciones (1) y (2).

Despejando C1 de la ecuaciAsn (1)
y(1-Clx)=14+C1xCl=(3)

Sustituyendo la ecuaciA3n (3) en la ecuaciA3n (2)

y =
desarrollando y simplificando

y' =
de aquA— resulta que

Y=

La ecuaciA3n (4) representa la ecuaciA3n diferencial asociada a la familia de curvas dada

Una vez obtenida la ecuaciA3n diferencial del haz dado, debe determinarse la ecuaciA3n diferencial asociada a
las trayectorias ortogonales a dicha familia . Para ello, basta con sustituir y' en la ecuaciA3n (4) por,
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resultando

despejando y'
y '==
Ya que la diferencial de la variable y estA; dada por dy = y' dx, sustituyendo y' se tiene

dy =dx (5)

Esta es una ecuaciA3n diferencial de variables separables. Para separar las variables basta con multiplicar la
ecuaciA3n (5) por(1l-y2)

(1-y2)dy=2xdx

integrando

(6)

Ambas integrales son inmediatas

==y+kl

=+k2

sustituyendo los resultados de las integrales en la ecuaciAn (6)

multiplicando por 3

3x2+y3-3y=C(7)

La ecuaciA3n (7), representa la familia de trayectorias ortogonales a la familia de curvas
11. Determine la ecuaciAn del haz de trayectorias ortogonales a la familia de curvas 2x2 +y2=4 C x
SOLUCIA N:

Se debe comenzar por determinar la ecuaciA3n diferencial asociada a la familia de curvas 2 x2 +y2 =4 C x

6]

Dicho haz posee una sola constante arbitraria, por lo tanto, la ecuaciA3n del haz se deriva solo una vez.
Derivando implA—citamente la ecuaciAn (1) respecto de x resulta

4x+2yy'=4C

simplificando

2x+yy' =2C(2)

21



Como la ecuaciA3n (2) aA°n contiene la constante arbitraria C, dicha ecuaciA3n no representa la ecuaciAdn
diferencial asociada. Por lo tanto, la constante arbitraria C debe eliminarse a partir del sistema que se forma
con las ecuaciones (1) y (2).

Despejando C de la ecuaciA3n (2)

C=()

Sustituyendo la ecuaciA3n (3) en la ecuaciA3n (1)

2x2+y2=4x

desarrollando y simplificando

2x2+y2=4x2+2xyYy

equivalentemente

y2-2x2=2xyy 4)

La ecuaciA3n (4) representa la ecuaciA3n diferencial asociada a la familia de curvas dada 2 x2 +y2 =4 C x
Una vez obtenida la ecuaciA3n diferencial del haz dado, debe determinarse la ecuaciA3n diferencial asociada a

las trayectorias ortogonales a la familia 2x2 + y2 = 4 Cx . Para ello, se sustituye y' en la ecuaciA®n (4) por ,
resultando

y2-2x2=2Xxy
despejando y'
y'=

Ya que la diferencial de la variable y estA; dada por dy = y' dx, sustituyendo y' se tiene

dy =dx

equivalentemente

2xydx+(y2-2x2)dy=0(5)

La ecuaciAn (5) es una ecuaciA3n diferencial homogA®©nea, con grado dos de homogeneidad.
Sacando factor comA®n x2 en la ecuaciA3n (5) (x4 0)

x2

Multiplicando por y efectuando el cambio de variable

2tdx+(t2-2)(xdt+tdx)=0

Desarrollando y sacando factor comA®n dx
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3dx +(2-2)xdt=0 (6)

La ecuaciA3n (6) es una ecuaciA3n diferencial de variables separables. Para separar las variables basta con
multiplicar a ambos lados de la ecuaciA3n por el factor , asA— resulta

integrando 1

C1 ()

Ambas integrales son inmediatas

=Inlx|+kl

=lnltl++k2

Sustituyendo los resultados de las integrales en la ecuaciA3n (7)
Inlxl+Inltl+=k

aplicando propiedades de logaritmo

Inlxtl+=k

Devolviendo el cambio de variables (t =)

Lnlyl+=k
Aplicando e
=CI1(8)

La ecuaciAn (8), representa la familia de trayectorias ortogonales a la familia de curvas 2 x2 + y2 =4 C x
12. Obtener las trayectorias ortogonales de la familia de curvas

4y+x2+1+Cle2y=0

SOLUCIA N:

Se debe comenzar por determinar la ecuaciA3n diferencial asociada a la familia de curvas 4y +x2+1+Cl e
2y =0(1)

Dicho haz posee una sola constante arbitraria, por lo tanto, la ecuaciA3n del haz se deriva solo una vez.
Derivando implA—citamente la ecuaciAn (1) respecto de x resulta

4y +2x+2Cly'e2y=0(2)

Como la ecuaciA3n (2) aA°n contiene la constante arbitraria C1, dicha ecuaciA3n no representa la ecuaciAdn

diferencial asociada. Por lo tanto, la constante arbitraria C1 debe eliminarse a partir del sistema que se forma
con las ecuaciones (1) y (2).
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Despejando C1 de la ecuaciAsn (2)

Cl1=(3)

Sustituyendo la ecuaciA3n (3) en la ecuaciA3n (1)
4y+x2+1+e2y=0

simplificando

(4y+x2+1)y' -2y +x=0

sacando factor comA°n y'
@y+x2-1)y'+x=04)

La ecuaciA3n (4) representa la ecuaciA3n diferencial asociada a la familia de curvas dada4 y +x2+1+Cl e
2y =0

Una vez obtenida la ecuaciA3n diferencial del haz dado, debe determinarse la ecuaciA3n diferencial asociada a
las trayectorias ortogonales a dicha familia. Para ello, se sustituye y' en la ecuaciA3n (4) por resultando

@Ay+x2-1)+x=0

despejando y'

y'=

Ya que la diferencial de la variable y estA; dada por dy = y' dx, sustituyendo y' se tiene
dy =dx

esto es

(x2+4y-1)dx+xdy=0()

La ecuaciA3n (5) es una ecuaciA3n diferencial reducible a exacta. Para resolverla, debe determinarse un factor
integrante de la forma Au =, donde

gv)=:Px,y)=x2+4y-1;Q(k,y)=x
Siv=x;,entonces g(v) =

Por lo tanto, el factor integrante es
Au==e3lnlvi=v3=x3

Multiplicando la ecuaciA3n (5) por el factor integrante
(x2+4y-1)x3dx+x4dy=0(6)

La ecuaciA3n (6) es una ecuaciA3n diferencial exacta. Esto quiere decir que existe una funciA3n F(x,y) =K,
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tal que

Integrando la ecuaciA3n (8) parcialmente respecto de y ( x se asume constante )
resolviendo las integrales

F(x,y)=x4y+h(x) (9

Derivando la ecuaciA3n (9) parcialmente respecto de x
+ (10)

Comparando las ecuaciones (7) y (10) resulta
x5+4x3y-x3=4x3y+

simplificando

=x5-x3

Ya que la diferencial de h(x) es dh(x) = dx, sustituyendo
dh(x) = (x5-x3)dx

integrando

(1)

Ambas integrales son inmediatas

=h(x) + ki

Sustituyendo los resultados de las integrales en la ecuaciA3n (11)
h(x)=

Sustituyendo h(x) en la ecuaciA3n (9)

F(x,y)=x4y+

De aquA- resulta que, la familia de trayectorias ortogonales a la familia4y +x2+ 1+ Cle2y=0esx 4y +
=0

13. Determinar la familia de trayectorias ortogonales al haz de curvas
SOLUCIA N:
Se debe comenzar por determinar la ecuaciA3n diferencial asociada a la familia de curvas (1)

Dicho haz posee una sola constante arbitraria, por lo tanto, la ecuaciA3n del haz se deriva solo una vez.
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Derivando implA—citamente la ecuaciAn (1) respecto de x resulta

2
Como la ecuaciA3n (2) no contiene la constante arbitraria C1, dicha ecuaciA3n representa la ecuaciAdn
diferencial asociada a la familia dada. Para obtener la ecuaciA3n diferencial asociada a las trayectorias

ortogonales a la familia, basta con sustituir y' en la ecuaciA3n (2) por , resultando

multiplicando por

y'-=0
Despejando y'
y'=

Ya que la diferencial de la variable y estA; dada por dy = y' dx, sustituyendo y' se tiene
dy =dx (3)

Esta es una ecuaciA3n diferencial de variables separables. Para separar las variables basta con multiplicar la
ecuaciA3n (3) por

dy =dx
integrando
“)

Ambas integrales son inmediatas

Sustituyendo los resultados de las integrales en la ecuaciA3n (4)

Multiplicando por (5/3) y elevando a las (3/5)

y=0)

La ecuaciAn (5), representa la familia de trayectorias ortogonales a la familia de curvas

14. Obtenga la curva perteneciente a la familia de trayectorias ortogonales al haz de curvas x + y = C1
ey que pasa por el punto (0, 5)

SOLUCIA N:

Se debe comenzar por determinar la ecuaciA3n diferencial asociada a la familia de curvas x +y = Cl ey (1)
Dicho haz posee una sola constante arbitraria, por lo tanto, la ecuaciA3n del haz se deriva solo una vez.
Derivando implA—citamente la ecuaciAn (1) respecto de x resulta

1+y'=Cleyy' (2)
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Como la ecuaciA3n (2) aA°n contiene la constante arbitraria C1, dicha ecuaciA3n no representa la ecuaciAdn
diferencial asociada. Por lo tanto, la constante arbitraria C1 debe eliminarse a partir del sistema que se forma
con las ecuaciones (1) y (2).

Despejando C1 de la ecuaciAsn (1)

Cl1=(3)

Sustituyendo la ecuaciA3n (3) en la ecuaciA3n (2)

L+y'=eyy

desarrollando y simplificando

(x+y-Dy'=1(4)

La ecuaciA3n (4) representa la ecuaciA3n diferencial asociada a la familia de curvas dada x +y = Cl ey

Una vez obtenida la ecuaciA3n diferencial del haz dado, debe determinarse la ecuaciA3n diferencial asociada a
las trayectorias ortogonales a la familia x + y = C1 ey Para ello, basta con sustituir y' en la ecuaciA3n (4) por ,
resultando

(x+y-1)=1

despejando y'

Ya que la diferencial de la variable y estA; dada por dy = y' dx, sustituyendo y' se tiene
dy=(1-x-y)dx

equivalentemente

(x+y-1)dx+dy=0(5)

La ecuaciA3n (5) es una ecuaciA3n diferencial reducible a exacta (tambiA©n lineal en y).
SeaP(x,y)=x+y-1;Qx,y)=1;;la ecuaciA3n (5) admite un factor integrante de la forma Ap =, donde
g(v) =

Siv =x, entonces sustituyendo en g(v), se tiene

gv) =

Luego, el factor integrante es

Ap===

Multiplicando la ecuaciA3n (5) por el factor integrante Ay = ex
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ex(x+y-1)dx+exdy=0(6)
Esta ecuaciA3n (6) es exacta, ya que si M(x, y) =ex (x +y - 1) y N(x, y) = ex
resulta .

Por definiciA3n, que la ecuaciA3n (6) sea exacta, significa que existe una funciA3n F(x, y) = K tal que, la
diferencial total de F(x, y) (dF(x, y) =) es

dF(x,y) =

es decir,

(7

®)

Integrando la ecuaciA3n (8) parcialmente respecto de y
€))

Ambas integrales son inmediatas

=F(x.y)

=exy+hx)

sustituyendo los resultados de las integrales en la ecuaciAn (9)
F (x,y)=exy+ h(x) (10)

derivando la ecuaciA3n (10) parcialmente respecto de x
(1)

Comparando las ecuaciones (7) y (11)

ex(x+y-1)=

simplificando

Ya que la diferencial de la funciA3n h(x) es dh(x) =, sustituyendo

dh(x) = dx
integrando
12)

Resolviendo las integrales

La integralse resuelve por el mA©todo de integraciA3n por partes
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donde

=(x-1)ex=(x-1)ex-ex+C=(x-2)ex+C
Sustituyendo los resultados de las integrales en la ecuaciA3n (12)
h(x)=(x-2)ex+C12)

Sustituyendo la ecuaciA3n (12) en la ecuaciA3n (10)
Fxyy)=exy+(x-2)ex+C

De aquA— que,

exy+(x-2)ex+C=0(13)

es la familia de trayectorias ortogonales a la familia x + y =Cl1 ey

Para obtener la curva perteneciente a la familiaex y + ( x - 2 ) ex + C = 0 que pase por el punto (0, 5), se
sustituye en la ecuaciA3n (13) x =0,y =5

e05+(0-2)e0+C=0C=-3
este valor obtenido para C, se sustituye en la ecuaciAn (13)
exy+(x-2)ex=3(14)

La ecuaciA3n (14) es la ecuaciA3n de la curva perteneciente a la familiaex y + ( x - 2 ) ex + C = 0 que pasa
por el punto (0,5) y permanece ortogonal a las curvas de la familiax + y =Cl ey

15. Obtenga la curva perteneciente a la familia de trayectorias ortogonales al haz de curvasy = x + C1
que pasa por el punto (3,0)

SOLUCIA N:

Se debe comenzar por determinar la ecuaciA3n diferencial asociada a la familia de curvas y = x + C1 (1)
Dicho haz posee una sola constante arbitraria, por lo tanto, la ecuaciA3n del haz se deriva solo una vez.
Derivando implA—citamente la ecuaciAn (1) respecto de x resulta

y'=1-Cl1(2)

Como la ecuaciA3n (2) aA°n contiene la constante arbitraria C1, dicha ecuaciA3n no representa la ecuaciAdn
diferencial asociada. Por lo tanto, la constante arbitraria C1 debe eliminarse a partir del sistema que se forma
con las ecuaciones (1) y (2).

Despejando C1 de la ecuaciAsn (2)

Cl=(1-y")ex(3)

sustituyendo la ecuaciA3n (3) en la ecuaciA3n (1)
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y=x+(l-y')exe-x

simplificando

y=x+1-y(4)

La ecuaciA3n (4) representa la ecuaciA3n diferencial asociada a la familia de curvas dada y = x + C1

Una vez obtenida la ecuaciA3n diferencial del haz dado, debe determinarse la ecuaciA3n diferencial asociada a

las trayectorias ortogonales a la familia dada y = x + C1. Para ello, se sustituye y' en la ecuaciA3n (4) por ,
resultando

y=x+1+
despejando y'
y'=

Ya que la diferencial de la variable y estA; dada por dy = y' dx, sustituyendo y'
dy =dx

multiplicando por (x+1-y)

dx+(x+1-y)dy=0(5)

La ecuaciA3n (5) es una ecuaciA3n diferencial reducible a exacta. Para resolverla, debe determinarse un factor
integrante de la forma Au =, donde

gV)=:Px,y)=1:Qx, y)=x+1-y
Siv=y;,entonces g(v) =

Por lo tanto, el factor integrante es

Au==ev=ey

Multiplicando la ecuaciA3n (5) por el factor integrante
eydx+ey(x+1-y)dy=0(6)

La ecuaciA3n (6) es una ecuaciA3n diferencial exacta, ya que si M(x,y) =ey y N(x,y) =ey (x+1-y),
entonces .

Por definiciA3n de funciA3n exacta existe una funciA3n F(x,y) = K, tal que la diferencial total de F(x,y) es
dF==M(x,y)dx + N(x,y)dy =eydx+ey(x+1-y)dy=0
De aquA— resulta que,

(7
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®)

Integrando la ecuaciA3n (7) parcialmente respecto de x ( y se asume constante )

€))

Ambas integrales son inmediatas

=F(x,y)

=x ey +h(y)

sustituyendo los resultados de las integrales en la ecuaciAn (9)
F(x,y)=xey +h(y) (10)

derivando la ecuaciA3n (10) parcialmente respecto de y
+(11)

Comparando las ecuaciones (8) y (11) resulta
(x+1-y)ey=+

despejando

=(1-y)ey

Ya que la diferencial de h(y) es dh(y) = dy, sustituyendo
dh(y) =(1-y)eydy

integrando

12)

Resolviendo las integrales

La integralse resuelve por el mA©todo de integraciA3n por partes:

. Sea

=(l-y)ey+=(l-y)ey+ey+C=(2-y)ey+C
sustituyendo los resultados de las integrales en la ecuaciA3n (12)
h(y)=(2-y)ey+C(13)

sustituyendo la ecuaciA3n (13) en la ecuaciA3n (9)

F(x,y)=xey+h(y)=(2-y)ey+C
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por lo tanto,
(x+2-y)ey+C=0(14)
es la ecuaciA3n de la familia de trayectorias ortogonales a la familia y = x + C1

Para obtener la curva perteneciente a la familia ( x + 2 - y ) ey + C = 0 que pase por el punto (3, 0), se
sustituye en la ecuaciA3n (14) x =3,y =0

3e0+(2-0)e0+C=0C=-5
Luego, (x +2 -y )ey=>5eslacurva perteneciente a la familia(x+2-y)ey+C=0
que pasa por el punto (3,0) y es ortogonal a cada una de las curvas de la familiay =x + C1

16. Obtenga la curva perteneciente a la familia de trayectorias ortogonales al haz de curvas y = C tg2x +
1 que pasa por el punto

SOLUCIA N:

Se debe comenzar por determinar la ecuaciA3n diferencial asociada a la familia de curvas y = C tg2x + 1 (1)
Dicho haz posee una sola constante arbitraria, por lo tanto, la ecuaciA3n del haz se deriva solo una vez.
Derivando implA—citamente la ecuaciAn (1) respecto de x resulta

y' =2 Csec22x (2)

Como la ecuaciA3n (2) aA°n contiene la constante arbitraria C, dicha ecuaciA3n no representa la ecuaciAdn
diferencial asociada. Por lo tanto, la constante arbitraria C debe eliminarse a partir del sistema que se forma
con las ecuaciones (1) y (2).

despejando C de la ecuaciAsn (2)

C=()

sustituyendo la ecuaciA3n (3) en la ecuaciA3n (1)

y=tg2x+1
simplificando
y=@

La ecuaciAn (4) representa la ecuaciA®n diferencial asociada a la familia de curvas dada 'y = C tg 2x + 1
Una vez obtenida la ecuaciA3n diferencial del haz dado, debe determinarse la ecuaciA3n diferencial asociada a

las trayectorias ortogonales a la familia y = C tg 2x + 1. Para ello, se sustituye y' en la ecuaciA3n (4) por ,
resultando

y:
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despejando y'

y'=

Ya que la diferencial de la variable y estA;j dada por dy = y' dx, sustituyendo y'
dy =dx

multiplicando por 2 (y - 1)

cos2xsen2xdx+2(y-1)dy=0(5)

La ecuaciA3n (5) es una ecuaciAn diferencial de variables separadas. Integrando

(6)

Ambas integrales son inmediatas

sustituyendo los resultados de las integrales en la ecuaciAn (6) resulta
=C1(7)
La ecuaciA3n (7) representa la familia de trayectorias ortogonales a la familia de curvas y = C tg2x + 1.

Para obtener la curva perteneciente a la familia de trayectorias ortogonales = C1 que pasa por el punto , se
sustituye en la ecuaciA3n de la familiax =,y =0

=Cl1

esto es,

Cl =

Sustituyendo el valor obtenido de C1 en la ecuaciA3n (7)

=)

La ecuaciAn (8) representa la ecuaciA3n de la curva perteneciente a la familia

= C1 que pasa por el punto y es ortogonal a cada una de las curvas de la familiay = C tg2x + 1

17. Obtenga las trayectorias a 45A° de la familia de curvas x2 = Cly

SOLUCIA N:

Se debe comenzar por determinar la ecuaciA3n diferencial asociada a la familia de curvas dada x2 = C1 y (1)

El haz de curvas dado posee una constante arbitraria, por lo tanto, se debe derivar una sola vez. Derivando
implA—citamente respecto de x
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2x=Cly (2)

Ya que la ecuaciA3n (2) aA°n posee la constante arbitraria C1 no representa la ecuaciA3n diferencial. La
constante C1 debe eliminarse del sistema que se forma con las ecuaciones (1) y (2)

despejando C1 de la ecuaciA3n (2)

3)

sustituyendo la ecuaciA3n (3) en la ecuaciA3n (1)

x2

multiplicando por y'

xX2y'=2xy4)

La ecuaciA3n (4) es la ecuaciA3n diferencial asociada a la familia de curvas dada

x2 = Cly . Para obtener la ecuaciA®n diferencial asociada a la familia de trayectorias a 45A° debe sustituirse
en la ecuaciA3n (4) y' por

x2=2Xxy

multiplicando por (1 +y")
X2y -x2=2xy+2xyYy
sacando factor comA°n y'
(x2-2xy)y'=2xy+x2(5)

La ecuaciA3n (5) es la ecuaciA3n diferA©ncial asociada a la familia de trayectorias a 45A° de 1a familia x2 =
Cly.

Despejando y' de la ecuaciA3n (5)

Ya que la diferencial de la variable y es dy = y' dx, sustituyendo y'
dy =dx

multiplicando por ( x 2 - 2xy )
(2xy+x2)dx+(2xy-x2)dy=0(6)

La ecuaciA3n (6) es una ecuaciA3n diferencial homogA®©nea con grado 2 de homogeneidad. Sacando factor
comA®n x2 en la ecuaciA3n (6)

x 2 (7)

multiplicando por y efectuando el cambio de variable
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la ecuaciA3n (7) se transforma en
(2v+1)dx+(2v-1)(vdx+xdv)=0
desarrollando y sacando factor comA®n dx
(2v+142v2-v)dx+x(2v-1)dv=0
simplificando
(2v2+v+1)dx+x(2v-1)dv=0(8)

La ecuaciA3n (8) es una ecuaciA3n diferencial de variables separables. Para separar las variables, se multiplica
la ecuaciA3n (8) por el factor

integrando

€))

Resolviendo las integrales
=lnlxI+C3

En la integral , debe observarse que el polinomio del denominador del integrando no tiene raA—ces reales, por
lo que no se puede factorizar

Completando cuadrados en (2 v2 + v + 1)

2vV2+v+1=2=2

Sustituyendo en la integral
==(10)
Esta integral se resuelve aplicando la sustituciA3n trigonomA®trica

Sustituyendo el cambio de variable en la ecuaciA3n (10)

Pero tg2 I, + 1 =sec2 I,, desarrollando y simpliicando
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=Inlsec i, I

Devolviendo el cambio de variable efectuado

4v +1

=y i, =arctg

Por lo tanto

=ln+C4

Sustituyendo los resultados de las integrales en la ecuaciA3n (9)
Inlxl+In=C

Falta devolver el primer cambio de variable efectuado v =
Inlxl+In=C

desarrollando

Inlxl+In=C

realizando operaciones

Inlxl+In=C

aplicando propiedades de logaritmo

In=C
simplificando
In=C(11)

La ecuaciA3n (11) representa la ecuaciA3n de la familia de trayectorias a 45A° de la familia x2 = C1 y

18. Obtenga las trayectorias a 45A° para la familia de curvas y = C1 x

SOLUCIA N:

Se debe comenzar por determinar la ecuaciA3n diferencial asociada a la familia de curvas dada y = C1 x (1)

El haz de curvas dado posee una constante arbitraria, por lo tanto, se debe derivar una sola vez. Derivando

implA—citamente respecto de x

y'=Cl(@2)

Ya que la ecuaciA3n (2) aA°n posee la constante arbitraria C1, estA; debe buscar eliminarse a partir del

sistema de ecuaciones formado por las ecuaciones (1) y (2).
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Sustituyendo la ecuaciA3n (2) en la ecuaciA3n (1) resulta
y=yx@)
La ecuaciAn (3) representa la ecuaciA3n diferencial asociada a la familia de curvas dada y = C1 x

Para obtener la ecuaciA®n diferencial asociada a la familia de trayectorias a 45A° debe sustituirse en la
ecuaciA3n (3) y' por

y=X

multiplicando por (1 +y")
ytyy =xy-x

sacando factor comA°n y'

(y-x)y'+y+x=0(4)

La ecuaciA3n (4) es la ecuaciAn diferencial asociada a la familia de trayectorias a 45A° de la familia y = C1

X.

Despejando y' de la ecuaciAn (4)

Ya que la diferencial de la variable y es dy = y' dx, sustituyendo y'
dy =dx

multiplicando por (x -y )

(x+y)dx+(y-x)dy=0()

La ecuaciAn (5) es una ecuaciA3n diferencial homogA®©nea con grado 1 de homogeneidad. Sacando factor
comA®n x en la ecuaciA3n (5) (x4 0)

(6)

multiplicando por y efectuando el cambio de variable
la ecuaciA3n (6) queda
(1+v)dx+(v-1)(vdx+xdv)=0
Desarrollando y sacando factor comA®n dx
(1+v+v2-v)dx+x(v-1)dv=0

simplificando

(1+v2)dx+x(v-1)dv=0(7)

La ecuaciA3n (7) es una ecuaciA3n diferencial de variables separables. Para separar las variables, basta con
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multiplicar la ecuaciA3n (7) por el factor
integrando

®)

Ambas integrales son inmediatas

=Inlx|+C3

=-arctg v+ C4

Sustituyendo los resultados de las integrales en la ecuaciA3n (8)

Inlx|+-arctgv=C(9)

Multiplicando por 2 y aplicando las propiedades de logaritmo, la ecuaciA3n (9) se transforma en
In-2arctgv=2C

Devolviendo el cambio de variable

In - 2 arctg =2C

desarrollando y simplificando

In - 2 arctg =2C

aplicando e

=K 10)

La ecuaciA3n (10) representa la familia de trayectorias a 45A° a la familia de curvas y = C1 x
19. Obtenga las trayectorias a 45A° para la familia de curvas x2 + y2 = C1 x

SOLUCIA N:

Se debe comenzar por determinar la ecuaciA3n diferencial asociada a la familia de curvas dada x2 + y2 = C1 x

ey

El haz de curvas dado posee una constante arbitraria, por lo tanto, se debe derivar una sola vez. Derivando
implA—citamente respecto de x

2x+2yy =Cl(2)

Ya que la ecuaciA3n (2) aA°n posee la constante arbitraria C1 estA; debe buscar eliminarse a partir del
sistema de ecuaciones formado por las ecuaciones (1) y (2).
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Sustituyendo la ecuaciA3n (2) en la ecuaciA3n (1) resulta

X24+y2=(2x+2yy)x

desarrollando y simplificando

y2-x2=2xyy (3)

La ecuaciA3n (3) representa la ecuaciA3n diferencial asociada a la familia de curvas dada x2 + y2 = C1 x

Para obtener la ecuaciA®n diferencial asociada a la familia de trayectorias a 45A° debe sustituirse y' en la
ecuaciA3n (3) por

y2-x2=2Xxy

multiplicando por (1 +y")
(y2-x2)+(y2-x2)y'=2xyy'-2xy
sacando factor comA°n y'
(y2-x2-2xy)y +y2-x2+2xy=0(4)

La ecuaciA3n (4) es la ecuaciA®n diferencial asociada a la familia de trayectorias a 45A° de la familia x2 + y2
=Clx

Despejando y' de la ecuaciAn (4)

Ya que la diferencial de la variable y es dy = y' dx, sustituyendo y' resulta
dy =dx

multiplicando por ( X2 - y2 + 2xy )
(¥2-x2+2xy)dx+(y2-x2-2xy)dy=0(5)

La ecuaciAn (5) es una ecuaciA3n diferencial homogA®©nea con grado 2 de homogeneidad. Sacando factor
comA®n x2 en la ecuaciA3n (5)

x2 (6)

multiplicando por y efectuando el cambio de variable
la ecuaciA3n (6) queda
(vV2+2v-1)dx+(v2-2v-1)(vdx+xdv)=0
desarrollando y sacando factor comA®n dx
(V2+2v-14v3-2v2-v)dx+x(v2-2v-1)dv=0

simplificando
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(V3-v2+v-1)dx+x(v2-2v-1)dv=0(7)

La ecuaciA3n (7) es una ecuaciA3n diferencial de variables separables. Para separar las variables, se multiplica
la ecuaciA3n (7) por el factor

integrando

+=C2(8)

Resolviendo las integrales

=InlxI+C3

En la integral , factorizando el denominador
v3-v2+v-1=(v-1)(v2+1)

sustituyendo en la integral

=dv

El integrando se descompone como suma de fracciones simples
€))

Comparando los numeradores
v2-2v-1=(A+B)v2+(C-B)v+(A-C)

por igualdad entre polinA3mios

resolviendo este sistema de ecuaciones, se obtiene
A=-1B=2C=0

sustituyendo los valores obtenidos para A, B y C en la ecuaciA3n (9)
=(10)

Ambas integrales son inmediatas

=lnlv-1I

=lnlv2+1I

sustituyendo los resultados de las integrales en la ecuaciA3n (10)
=-Inlv-1l+Inlv2+1|

aplicando las propiedades de logaritmo y devolviendo el cambio de variable

=In+C4=In+C4=In+C4
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sustituyendo los resultados de las integrales en la ecuaciAn (8)

InlxI+=C5

Aplicando las propiedades de logaritmo

In=C5

aplicando e

(x2+y2)=C(y-x) (1D

La ecuaciA3n (11) representa la familia de trayectorias a 45A° a la familia de curvas x2 + y2 = C1 x

20. Obtenga la curva de la familia de las trayectorias a 60A° de la familia de curvas x2 + y2 = C1, que
pasa por el punto

SOLUCIA N:

Se debe comenzar por determinar la ecuaciA3n diferencial asociada a la familia de curvas dada x2 + y2 = C1

ey

El haz de curvas dado posee una constante arbitraria, por lo tanto, se debe derivar una sola vez. Derivando
implA—citamente respecto de x

2x+2yy'=0
equivalentemente
x+yy'=0(@)

Ya que la ecuaciA3n (2) no posee la constante arbitraria C1, estA; representa la ecuaciA3n diferencial asociada
a la familia de curvas dada x2 + y2 = Cl1

Para obtener la ecuaciA®n diferencial asociada a la familia de trayectorias a 60A° debe sustituirse y' en la
ecuaciA3n (2) por

x+y=0

multiplicando por (1 +y")
X+xy+yy-y=0
sacando factor comA°n y'
x+y)y +x-y=00@)

La ecuaciA3n (3) es la ecuaciA®n diferencial asociada a la familia de trayectorias a 60A° de la familia x 2 +y
2=C1

Despejando y' de la ecuaciA3n (3)
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Ya que la diferencial de la variable y es dy = y' dx, sustituyendo y' resulta
dy =dx

multiplicando por

(x-y)dx+(x+y)dy=0(4)

La ecuaciA3n (4) es una ecuaciA3n diferencial homogA®©nea con grado 1 de homogeneidad. Sacando factor
comA°n x en la ecuaciA3n (4)

x(9)

multiplicando por y efectuando el cambio de variable
la ecuaciAsn (5) queda
(1-v)dx+Hv)(vdx+xdv)=0

Desarrollando y sacando factor comA®n dx
I-v+v+v2)dx+x(+v)dv=0

simplificando

(1+v2)dx+x(+v)dv=0(6)

La ecuaciA3n (6) es una ecuaciA3n diferencial de variables separables. Para separar las variables, se multiplica
la ecuaciA3n (6) por el factor

integrando
+=C2(7)
Ambas integrales son inmediatas

=InIxl + C3

=arctgv+Inll1+v2I1+C4

sustituyendo los resultados de las integrales en la ecuaciAn (7)
Inlxl+arctgv+Inll1+v21=C5(8)

devolviendo el cambio de variable

Inlx|+arctg +In=C5

multiplicando por 2 y efectuando las operaciones
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2InlxI+2arctg+1In=2C5

aplicando las propiedades de logaritmo

+ 2 arctg = 2C5

aplicando e

(x2+y2)=K(©9)

La ecuaciA3n (9) representa la familia de trayectorias a 60A° a la familia de curvas x2 + y2 = C1

Para obtener la curva perteneciente a la familia representada por la ecuaciA3n (9), que pasa por el punto se
sustituye en dicha ecuaciA’n x =,y =.

K=e2==

Este valor de K se sustituye en la ecuaciA3n (10)
(x2+y2)=

multiplicando por

(x2+y2)=1(10)

La ecuaciA3n (10), es la ecuaciA®n de la curva perteneciente a la familia de trayectorias a 60A° del haz de
curvas x2 + y2 = CI, que pasa por el punto

21. Obtenga la curva de la familia de las trayectorias a 135A° de la familia de curvas y = C
SOLUCIA N:

Se debe comenzar por determinar la ecuaciA3n diferencial asociada a la familia de curvas dada y = C e-2x +
3x (1)

El haz de curvas dado posee una constante arbitraria, por lo tanto, se debe derivar una sola vez. Derivando
implA—citamente respecto de x

y'=-2C+3(2)

Ya que la ecuaciA3n (2) aA°n posee la constante arbitraria C1, esta deberA| eliminarse del sistema de
ecuaciones que se forma con las ecuaciones (1) y (2)

despejando C de la ecuaciAsn (1),

C=y-3x(3)

sustituyendo la ecuaciA3n (3) en la ecuaciA3n (2)
y'=-2(y-3x)+3(4)

La ecuaciA3n (4) es la ecuaciA3n diferencial asociada a la familia de curvas dada
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y=C+3x

Para obtener la ecuaciA®n diferencial asociada a la familia de trayectorias a 135A° debe sustituirse y' en la
ecuaciA3n (4) por

=-2y+6x+3

multiplicando por (1 -y')

V' +1=2y+6x+3-y (2y+6x+3)
sacando factor comA°n y'

-2y +6x+4)y' =-2y+6x+2(5)

La ecuaciA3n (5) es la ecuaciAn diferencial asociada a la familia de trayectorias a 135A° de la familia y = C
+ 3x

Despejando y' de la ecuaciA3n (5)

Ya que la diferencial de la variable y es dy = y' dx, sustituyendo y'

dy =dx

multiplicando por (3x -y + 2)

(3x-y+1)dx+(-3x+y-2)dy=0(6)

La ecuaciA3n (6) es una ecuaciAn diferencial reducible a una de variable separable, ya que las funciones
involucradas, 3x -y + 1 =0, - 3 x +y - 2 =0 representan ecuaciones de rectas paralelas (ambas tienen
pendiente 3).

Para resolver la ecuaciA3n diferencial (6) se efectA®a el cambio de variable

sustituyendo el cambio de variable en (6)

(v+1)dx+(-v-2)(3dx-dv)=0

desarrollando y sacando factor comA®n dx

(v+1-3v-6)dx+(v+2)dv=0

simplificando

(-2v-5)dx+(v+2)dv=0(7)

La ecuaciA3n (7) es una ecuaciA3n diferencial de variables separables. Para separar las variables, se multiplica
la ecuaciA3n (7) por el factor

dx-dv=0

integrando
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-=C2(8)
Ambas integrales son inmediatas

=x+C3

=+C4=+C4

sustituyendo los resultados de las integrales en la ecuaciAn (8)

x-=C5

multiplicando por 4 y devolviendo el cambio de variable

4x -2 (3x-y)+Inl2(3x-y)+51=4C5

efectuando las operaciones

-2Xx+2y+Inl6x-2y+51=4C5

aplicando e

e2(y-x)(6x-2y+5)=K (9

La ecuaciA3n (9) representa la familia de trayectorias a 135A° a la familia de curvas y = C + 3x
LEONHARD EULER

Leonhard Euler naciA3 S:l 15 de abril de 1707 en Basilea, Suiza. MuriA3 el 18 de septiembr(j de 1783 en San
Petersburgo, Rusia. ViviA3 en Rusia la mayor parte de su vida. Probablemente uno de los mAjs grandes

matemA ;ticos de la historia, comparable a Gauss, Newton o ArquA—medes.

MatemA tico suizo, uno de los mAjs grandes de todos los tiempos. TrabajA3 todas las ramas conocidas en su
A®©pocay a todas aportA3 algo

PasA3 su infancia en Riehen un pueblecito en las cercanA—as de Basilea. Su padre, alumno de Bernuilli, era
pastor calvinista y esperaba que su hijo siguiera la carrera de TeologA—a, pero su amistad con los Bernouilli
hizo despertar su vocaciA3n por las matemAjticas. Johan Bernouilli fue su tutor y profesor de
matemAjticas.A Los sAjbados por la maA=+ana iba su casa a resolver dudas, ya que Bernouilli le habA-a
reservado una sesiA3n semanal. Para Euler era una cuestiA3n de amor propio reducir el nA°mero de preguntas
a su maestro. Fue amigo de los hijos de Bernoulli; Nikolaus, Daniel y Johann II.

En 1720 se matriculA3 en la Facultad de FilosofA—a y mA;s tarde en TeologA—a en la Universidad de Basilea
alcanzando el MagA—ster en FilosofA—a en 1724

Se presentA3 a la cAjtedra de FA—sica pero fue rechazado por su juventud y ese mismo aA+o recibiA3 una
menciA3n honorA—fica de la Academia de Ciencias de ParA—s por su trabajo “disposiciA3n A3ptima de los

mA;stiles de un barco” aunque nunca habA—a visto navegar un barco.

En 1725 cursA3 Medicina, con la esperanza de obtener una plaza en San Petersburgo. Pero el mismo dA—a de

45



su llegada a Rusia morA—a la Emperatriz Catalina I fundadora junto a su esposo Pedro I el Grande de la
Academia que estuvo a punto de sucumbir con los nuevos gobernantes. Ese mismo aA+o se alistA3 en la
marina rusa, con el grado de lugarteniente y allA— aprendiA3 los principales aspectos relativos a la estructura
y funcionamiento de las naves, llegando a convertirse en una verdadera autoridad naval. A

En 1730 abandonAS3 la marina debido a que le concedieron la cA;jtedra de FA-sica y en 1733 la de
MatemA ticas que habA—a dejado su amigo Daniel Bernuilli

El 27 de Diciembre de 1733 a los 27 aA+os se casA3 con Katharina Gsell, hija de un pintor sueco con la que
tuvo 13 hijos de los que sobrevivieron 5, tres hijos y 2 hijas. De los 5 supervivientes tuvo 32 nietos. En 1773
muriA3 su mujer y se volviA3 a casar con SalomA®© Abigail Gssell hermanastra de su mujer.

De 1727 a 1741 trabajA3 para el gobierno ruso como director del departamento de geografA—a y como
comisario de pesas y medidas. AsA— participA3 en el anAjlisis cartogrA;fico de Rusia. Fue discA—pulo de
Jean Bernoulli, pero supero rAjpidamente el notable talento matemAjtico de su maestro. Su carrera
profesional se circunscribiA3 a las Academias de Ciencias de BerlA—n y San Petersburgo, la mayor parte de
su trabajo se publicA3 en los anales de ciencias de estas instituciones. Fue protegido de Federico el Grande, en
cuya corte protagonizA3 agrias discusiones metafA—sicas con Voltaire, de las que solA—a retirarse enfurecido
por su incapacidad en la RetAdrica y la metafA—sica.

PerdiA3 la vista de un ojo durante un experimento en A3ptica (segA°n otras fuentes, mientras hacA—a un mapa
topogrAjfico de Rusia).

Fue llamado a BerlA—n por Federico II de Prusia, que le ofreciA3 una cAjtedra en su Academia. Euler
solicitA3 permiso al gobierno ruso para trasladarse a BerlA—n, y A©ste no sA3lo se lo concediA3, sino que
siguiA3 pagAjndole sus honorarios de acadA©mico en San Petersburgo.

Se incorpora a BerlA—n en 1741, enviando sus memorias a la Academia de Prusia y a la de San Petersburgo.
Aungque Federico el Grande no fuera un entendido en MatemA jticas apreciaba el trabajo de Euler y le creA3
una serie de trabajos prA;cticos como acuA+aciA3n de moneda, conducciones de agua, canales de
navegaciA3n, nivelaciA3n del canal de Finow, la creaciA3n de MontepA—os de viudedad, instalaciA3n de
juegos de agua... Su estancia en BerlA—n no fue feliz , perdiA3 su otro ojo y el rey preferA—a los
intelectuales. AA°n asA— estuvo residiendo 25 aA=os en la Corte de Federico el Grande

En 1776, Catalina II de Rusia le invita a volver a la Academia de San Petersburgo; Euler decide volver,
aunque los mA®©dicos le advierten de que el riguroso clima de la capital rusa le harA—a perder por completo

la vista. Es recibido en San Petersburgo como una gran personalidad.

Tal como le advirtieron los mA©dicos, Euler perdiA3 la vista casi por completo; sA3lo conservA3 la capacidad
de distinguir los trazos gruesos de la tiza en la pizarra, con lo que su capacidad de trabajo no disminuyA3.

En 1773 recobra la vista despuA©s de someterse a una operaciA3n, pero no tardarA; en volverla a perder y
asA— viviA3 17 aA+os con su ceguera. Aunque ciego no dejA3 sus trabajos, primero empleaba una pizarra y
mA;s tarde dictaba a sus colaboradores las publicaciones.

En 1777, su casa fue destruida por un incendio, pero gracias al conde de Orloff, se salvaron sus manuscritos.

PasA3 sus A°ltimos dA—as jugando con sus nietos y discutiendo las A°ltimas teorA—as sobre el planeta Urano

MuriA3 el 18 de Septiembre de 1783, repentinamente, mientras fumaba y tomaba el tA© con su familia. Fue
enterrado en San Petersburgo (Rusia)
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Posiblemente es el matemAtico con mA;s trabajos publicados de la historia. La mayor parte de ellos se los
dictA3 a su hijo mayor cuando ya estaba ciego. A pesar de que su actividad de publicaciA3n era incesante, un
promedio de 800 pA;ginas de artA—culos al dA—a en su A©poca de mayor producciA3n, entre 1727 y 1783, la
mayor parte de su obra completa estA; sin publicar. La labor de recopilaciA3n y publicaciA3n completa de sus
trabajos comenzA3 en 1911 y no hay indicios de que se complete. El proyecto inicial planeaba el trabajo sobre
887 tA—tulos en 72 volA°menes, al dA—a de hoy se supone que alcanzarA| los 200 con facilidad. Se le
considera el ser humano con mayor nA°mero de trabajos y artA—culos en cualquier campo del saber, solo
equiparable a Gauss.

PRINCIPALES APORTACIONES A LAS MATEMA”TICAS:

e DescubriA3 la igualdadA Caras + VA®©rtices = Aristas + 2 (en cualquier polA—gono regular)

e DemostrA3 que el baricentro, ortocentro y circuncentro estA;jn alineados. Recta de Euler

e ArgumentA3 que el infinito separaba los nA°meros positivos de los negativos de forma similar a como
lo hace el cero.

* DefiniA3 las funciones logarA—tmicas y exponenciales

* DesarrollA3 el cAjlculo de nA°meros complejos, demostrando que tiene infinitos logaritmos

* ResolviA3 el problema de los Puentes de Konigsberg.

e i£ , f(x) Introdujo los sA—mbolos e y I*

* ClasificA3 las funciones y formulA3 el criterio para determinar sus propiedades

e ElaborA3 e introdujo la integraciA3n doble

* DescubriA3 el teorema de la composiciA3n de integrales el A—pticas

* Dedujo la ecuaciA3n diferencial de la 1A-nea geodA®©sica sobre una superficie

¢ Introdujo la ecuaciA3n de la expansiA3n volumA®©trica de los 1A—quidos

* Fue el padre de la TeorA—a de GrAficas

e AmpliA3 y perfeccionA3 la geometrA—a plana y de sA3lidos

e DemostrA3 que podA—an conseguirse objetivos acromAjticos de foco finito, asociando dos tipos de
vidrios distintos.

e Fue el primero en considerar el seno y el coseno como funciones.A

¢ Introdujo los factores integrantes en las ecuaciones diferenciales.

e GeneralizA3 la congruencia de Fermat, introduciendo una expresiA3n que Gauss denominA3
"indicador".

* Se adelantA3 a Legendre en el descubrimiento de la "ley de reciprocidad" de los restos cuadrAjticos.

* AA+adiA3 el "cuadrado latino" a los cuadrados mA;gicos (“padre” de los famosos “sudokus”).

¢ IdeA3 mA©todos para el desarrollo en serie de raA—ces.

* IniciA3 el estudio de las funciones simA®©tricas de las raA—ces.

* En Ajlgebra, ideA® mA©todos de eliminaciA®n y descomposiciA3n en fracciones simples.

¢ A AQI se debe la utilizaciA3n de letras minA°sculas para designar los lados de un triAjngulo y de las
mayA°sculas para los vA©rtices.

EL CUENTO DE LAS CUENTAS

Tiempos tuvo la historia de la humanidad en los que saber leer era un privilegio. Hoy consideramos un
contrasentido que un niA+o de 7 aA+os no lo haga. De la misma manera, esperamos que cualquier chamo de
10 realice con facilidad las operaciones aritmA®ticas bA;sicas, aun cuando a veces nos llevamos algunas
sorpresas. Esta nos hace pensar que se trata de fAjciles procesos, cuya generaciAn debe ser tan espontA;nea
como natural. Sin embargo, quizA; nos sorprenda saber que una de las mayores hazaA=as intelectuales de la
humanidad fue la de diseA+ar mA©todos que permitieran leer la cantidades y operar con ellas. El alto nivel
que ha alcanzado la matemA tica en nuestros dA—as produce la impresiA3n de que su complejidad no se
relacionan con las rutinas a las que nos hemos acostumbrado desde nuestra infancia. Observemos entonces
que el simple hecho de seleccionar un mA®©todo de escribir cantidades requiere de mentes matemAjticas de
enormes proporciones, ya que no se trata sA3lo de visualizar las cantidades en pequeA+os espacios grA;ficos,
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sino de que tal visualizaciA3n debe poseer caracterA—sticas que apoyen las combinaciones de las cantidades
por ellas descritas.

Veamos por ejemplo el sistema romano de numeraciA3n, simbolizado por un subconjunto de las letras de su
propio alfabeto y supongamos que queremos usar el sistema para sumar 59 y 38. En primer lugar, notemos
que L I X no era la manera en que los antiguos romanos representaban a 59; la unidad ( I') restada al 10 ( X
)colocAjndola a la izquierda fue un invento de la edad media (Isaac Asimos) y no existiendo la capacidad
sustractiva entonces sA3lo quedaba la aditiva hasta cuatro posiciones consecutivas, y la forma en que este
nA°mero se escribA—a en la realidad era L VIT11. Con el 38 no hay problema, se tratade X X X VIII.
Notemos que con este esquema, las unidades menores quedan a la derecha, lo cual es conveniente para
realizar las operaciones de suma y resta por simple acumulaciA3n o eliminaciA3n de sA—mbolos; asA—, la
suma que buscamos se podrA—a representar en principio en la forma L X X X V VIIIIIII, que contiene
todos los sA—mbolos con los que se representan los dos nA°meros. Ahora bien, como la regla nos exige no
repetir un nA°mero mA;s de cuatro veces, las siete unidades I que me resultaron las convierto en V 11, los dos
5 (V) se transformaron en 10 ( X ) y el resultado final de la operaCiA3n esentonces LX X XX VII es
decir, 97, como es de esperar. No eran buenos matemA jticos los romanos, pero tampoco tan malos para
inventar la notaciA3n substractiva que tanto hubiera enredado la operaciA3n. De todas formas, debe haber en
esta capacidad algo de influencia griega quienes, a su vez, tomaron de los egipcios la parte prA;ctica de su
matemA tica. Para la resta pudo haberse seguido un esquema similar, transformando el minuendo mediante
conversiA3n de unidades de cierto orden, en repeticiA3n de unidades de orden inferior para eliminarlas con las
del substraendo. Por ejemplo, L V I 111, se pudiera pensar como X X X X X VIII1y, al restarle las
unidades del mismo orden de X X X V 111, resultarA—a X X 1. Es decir, 59 menos 38 igual a 21.Si el lector
piensa que voy a especular acerca de la multiplicaciA3n y divisiA3n estA| muy equivocado: no dispongo de
tanto tiempo. Es mejor hablar de cosas mA;s fAjciles.

Entramos asA— en la mal llamada numeraciA3n arA;biga, denominaciA3n injusta que traduce ganancia de
indulgencias con escapulario ajeno ya que fueron los hindA°s quienes la inventaron. Su entrada al paA-s de
los Ajrabes se realiza de la mano de Muhammad ibn MusA , ciudadano de la provincia de Korassan, de donde
le vino el apelativo de al-Khowarizmi, cuya modificaciA3n legarA—a al espaA=ol la palabra algoritmo, con la
que se denota un conjunto de reglas que sirven para resolver un problema en forma mecAjnica. Y es esto
precisamente lo que se gana con el sistema de numeraciA3n indo-arA;bigo (ni modo, un tiro para el gobierno
y otro para la revoluciA3n). Tan mecA;nicos son nuestros procedimientos de realizaciA3n de las operaciones
elementales que en los A°ltimos tiempos han sido confiados a mA;quinas calculadoras. Pero esto sA3lo fue
posible gracias a una invenciA3n de un hA©roe anA3nimo que nunca supo que con ello iniciaba un modelo de
civilizaciA3n universal y permanente. Esta invenciA3n es el cero, sA—mbolo necesario de la representaciA3n
de ausencia de cantidad.

El sistema indo-arAbigo es un sistema posicional. Esto quiere decir que se dispone de un conjunto limitado
de sA—mbolos para representar cualquier nA°mero; en el caso hindA°son 0, 1,2, 3,4, 5,6,7, 8,9,; alos que
se llama dA—gitos y su valor en la cifra proviene de la posiciA3n que ocupa en la representaciA3n. Por
ejemplo, en 3023 no vale lo mismo el 3 de la izquierda que el de la derecha. Si la maestra no le halA3 mucho
las orejas por esto, quizA| usted recuerde que el primero representa tres unidades de mil y el A°ltimo tres
unidades simples. Asimismo, el 2 significa dos decenas. Falta algo por nombrar: las centenas; pero resulta que
nuestro nA°mero carece de ellas . Si dejAjramos un espacio vacA—o parecerA-a que el 3 izquierdo las
representara: Ajestamos obligados a indicar que no existen para esta nA°mero! El cero es el eslabA2n faltante,
pero imprescindible, de la representaciA3n posicional.

A Por quA© de esta manera se mecanizan los cAjlculos? Por la sencilla razA3n de que para sumar nA°meros
cualesquiera sA3lo se necesitaba recordar los resultados de la suma de dos dA—gitos, lo que coscorrA3n
mediante, aprendemos con tablas de sumar. Lo demAjs es sumar dA—gitos en las mismas posiciones y cuando
la suma supera un dA—gito no olvidamos “llevar” la decena que nos falta. A;QuA®© de que hablo? FA—jese en
59 mas 38: “9 mAjs 8, 17, coloco el 7 y llevo 1; 5 mAjs 3 igual a 8, mAjs uno que llevo igual a 9. Total 97”.
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Si nos espoleara la rigurosidad, deberA—amos decir: “ 9 unidades mAjs 8 unidades es igual a 1 decena mA;js 7
unidades: se escribe la cifra de las unidades y se reserva la decena; 5 decenas mA;s 3 decenas es 8 decenas,
mAs la que tenemos pendiente produce 9 decenas. Total 9 decenas, 7 unidades” Esto podrA; ser mAjs
preciso, pero es mA;s lento y de lo que se trata es de poder hacer rA;jpido la operaciA3n para dedicarnos a
otras cosas sin pensar en ella,

Los hindA%s nos legaron el sistema posicional de numeraciA3n, pero se lo asignamos a los Ajrabes. Lo
importante, sin embargo, es que este sistema es un medio de realizar nuestras operaciones aritmA®ticas
bA;sicas de un modo totalmente algorA—tmico, es decir, mecAjnico, como si se tratara de una receta de
cocina. Acabamos de ver el ejemplo de la suma, en A©sta queremos dedicarnos un poco a la multiplicaciA3n.
En la figura, usamos nuestro ejemplo conocido (38 y 59) para mostrar como se realiza habitualmente esta
operaciA3n. Contradigamos a Whitehead por un momento y pensemos en lo que esta disposiciA3n, tan
mecAjnica para nosotros, significa en la realidad..

En primer lugar, recordemos que 38 significa 3 decenas y 8 unidades

asA— las 8 unidades multiplicadas por 59 producen 472 unidades,

resultado que proviene de un procedimiento separador de decenas y

unidades y de “llevar” cuando haga falta. Luego, 3 decenas por 59

produce, de manera similar, 177 decenas y es este hecho , el de ser

decenas lo que hace que se escriba el resultado movido en una

posiciA3n a la izquierda . El espacio que queda vacA—o, juega el papel de

un cero final que no escribimos por pura comodidad. Para terminar

sA3lo queda sumar.

No faltarA; quien diga: “A;jPura tonterA—a! AjPerdida de tiempo! A{MA;s fAjcil es usar una calculadora!”.
SA3lo que hay un detalle: somos producto de una evoluciA3n y estamos obligados a continuarla. La alabada
calculadora y las nunca bien ponderadas computadoras no hubiesen sido posibles jamA;s , de no ser por el
hA©roe o los hA©roes anA3nimos que hicieron del complicado proceso de manejar cifras un acto tan
mecAjnico que hoy ni siquiera tenemos que pensar en A©I. Creer que el mundo naciA3 con nosotros es una
manera de acabar con la evoluciA3n del conocimiento humano. Admirar el legado que recibimos es el mejor

camino para seguir colocando las hojas que lo hagan mA;s grande y hermoso.

(Tomado de: La Aventura de la MatemA jtica, sus secretos, protagonistas y grandes momentos. Autor:
Douglas JimA®©nez)

PROPIEDADES METAFA SICAS DEL NA MERO 1

Representa el principio de unicidad, de lo indivisible e ilimitado: Dios. PitA;jgoras dice que es el padre,
creador de todas las cosas; el pensamiento creador de todas las ideas; la memoria y el fundamento del
conocimiento. Como nA°mero representa al hombre, el A°nico animal que camina erecto.

El 1 es lo determinado, la iniciaciA3n. Lo que insta para que las cosas sean, la voluntad. Es la identidad, la

igualdad, la existencia y la persistencia. Representa lo espiritual, la luz, la inteligencia y la aptitud para
proponer, considerar y resolver. Es meditaciA3n, reflexiA3n y decisiA3n, obrando como trabajo en la mano de
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obra y como voliciA3n del pensamiento.
SISTEMA DE NUMERACIA N DEL ANTIGUO EGIPTO (3000 aA+os antes de Cristo)

Desde el tercer milenio A.C. los egipcios usaron un sistema de escribir los nA°meros en base diez utilizando
los geroglA—ficos de la figura para representar los distintos ordenes de unidades.

Se usaban tantos de cada uno cA3mo fuera necesario y se podA—an escribir indistintamente de izquierda a
derecha, al revA©s o de arriba abajo, cambiando la orientaciAn de las figuras segA°n el caso. Al ser
indiferente el orden se escribA—an a veces segA°n criterios estA®©ticos, y solA—an ir acompaAzados de los
geroglA—ficos correspondientes al tipo de objeto (animales, prisioneros, vasijas etc.) cuyo nA°mero indicaban.
En la figura aparece el 276 tal y como figura en una estela en Karnak.

>

~

A
LA IDEA DE INFINITO

SucediA3 durante una clase de CAjlculo Diferencial e Integral. Cuando el profesor estaba desarrollando la
teorA—a de 1A—mites al infinito y IA—mites infinitos, un estudiante le pregunto QuA®© es el infinito? El
Profesor le indicA3:™ El infinito es algo como esto...". Seguidamente tomo la tiza y comenzA3 a trazar una
linea alrededor del aula dAjndole tres vueltas, luego sin dejar de trazar la IA—nea, abriA3 la puerta y se
fue...Los estudiantes se quedaron esperando pero el profesor no regresA3. Cuando salieron vieron como la
1A—nea que el profesor trazA3 recorrA—a las paredes, bajaba por las gradas y salA—a del edificio... A la clase
siguiente, mientras los estudiantes esperaban la llegada del profesor, este se presentA3 trazando aA°n la
1A—nea con una tiza hasta llegar de nuevo a la pizarra y le dijo a los estudiantes: “*Bueno, esto no es el infinito
pero al menos ya tienen una idea de lo que es"...

ENTRETENIMIENTO

A A JA JA [A BA 7T A |6
A A JA 1 A JA |8 |9 |A
A P JAJA | |7 |5 |A |A
1 |8 |A |A |[A JA |9 A |2
A A JA JA |4 |A |[A |A |A
2 A 7 |A |A |A A 3B |5
A A 2 3 |6 |A |JA |5 |A
A |5 3 |A |A I8 |A |A |A
7 A4 2 A JA |A A |A
SUDOKU1

DESCUBRIENDO EL PENSAMIENTO Y SU AUTOR 1

A AAAAIAMIAIAAIAIAIAJA[AJAIAIAIA |A
2 |1 |A|18[20[5 [26 [20[1 |8 [24|10]A |1 [24|20]|19|20]A |A
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20 |2 |A 278 [24[26 [20(8 [5 |A [27[13]20[11]20]A |6 |5 |26
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A J11]20[A 5 8 |5 |A |7 |A [20]2 |A [25[20(18(13|19]11 |5
A AJA[AJAIAJAJAJAJAJAJAIAJAJAA|AJ|A A
A |10]A [13[19|10|A [27[24[20|11|8 |10]A [27[8 [20]6 |24 |5
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25 [10[A [16|5 |4 [10 [19[19[20|25|A [21[20[27]2 |20(8 [A |[A

EJERCICIOS PROPUESTOS SOBRE APLICACIONES DE LAS

ECUACIONES DIFERENCIALES ORDINARIAS DE PRIMER ORDEN

A PROBLEMAS DE TRAYECTORIAS

1. Obtenga las trayectorias ortogonales para cada una de las familias de curvas

a)y=Clx R:x2+y2=k
b)3x + 4y =C1 R:y=
c)y=CIx2 R:

d)y=Cle-x R:y2=2(x+k)
e)y2=Cl1x3 R:

Dy= R:x3+y3=k
2)x2+y2=2CIlx R:y2+x2=ky
h) y2 -x2=C1x3 R:x2+3y2=ky
)y= R:(x+1)2-y2=k
Dy= R:2y3-3x2=k
k) y =In (tgx + C1) R:y=In

1) y = C1 senx R:y2 =Incos2x + k
m)x2=Cy+y2 R:x(x2+3y2)=k
nxy=k R:y2-x2=k

2. Determine las trayectorias a las familias segA°n el Ajngulo indicado

a)x-2y=C I =45A° |R:y=3x+k
b)x2+y2=C i =60A° R:x2+y2=k
c)y=Cex
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I =45A°  |R:(y+1)2=kex+y
d)y= I =135A° |R:y2-2x2-2xy-4x-2y-2=k
e)xy=C I =60A° |R:(y2-x2)+2xy=k
f)3x +4y=C I =135A° |R:y=-7x+k
g y=Clx i _eohe [Rix2+y2=K

3. Halle el miembro de la familia de trayectorias ortogonales al haz 3xy2 = 2 + 3 C1x que pasa por el punto
(0,10)

R:y=10

4. Obtenga la curva de la familia de trayectorias ortogonales al haz x2 + C y2 = 1 que pasa por el punto (2,1)
R: 4

5. Determine la curva de la familia de trayectorias ortogonales al haz x2 = Cy + y2 que pasa por (3,1)

R: x (3y2 + x2) =36

6. Determine la curva de la familia de trayectorias ortogonales al haz y2 = C ( 1 + x2) que pasa por (- 2, 5)
R: x2 e=36

7. Obtenga la curva de la familia de trayectorias a 45A° del haz y =

R:x=In+C

8. Muestre que las familias de curvas x2 + 4y2 = C1 ; y ; C2 x4 son trayectorias ortogonales una de la otra.

APLICACIONES DE LAS ECUACIONES DIFERENCIALES ORDINARIAS DE PRIMER ORDEN
A PROBLEMAS QUE INVOLUCRAN A

LA RECTA TANGENTE Y LA RECTA NORMAL

Cuando un problema geomA®trico estAj enunciado en tA©rminos de la recta tangente o la recta normal, los
puntos de corte de estas con los ejes coordenados quedan expresados en funciA3n de la derivada y el modelo
matemA jtico que se obtiene va a representar una ecuaciA3n diferencial, ya que las pendientes de las rectas
tangente y normal a una curva en un punto, se pueden expresar en tA©rminos de sus derivadas.

ConsidA©rese una curva F(x, y) =0y un punto P(x, y) de ella (ver Figura 1).

La recta tangente a dicha curva en el punto P(x, y) es aquella recta, cuya intersecciA3n con la curva es solo el
punto P(x, y).

La recta normal a la curva F(x, y) = Oen el punto P(x, y), es aquella recta perpendicular a la recta tangente y
que pasa por el punto P(x, y) (ver Figura 2).

Por cAjlculo diferencial, se sabe que la pendiente de la recta tangente a una curva en un punto es igual a la

derivada de la curva evaluada en dicho punto. Por lo tanto, la pendiente de la recta tangente Lt a la curva F(x,
y) = 0 en el punto P(x, y) es mt = yA”.
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De aquA— que, la ecuaciAn de la recta tangente es:

Lt:Y-y=y'(X-x)

Ya que la recta normal pasa por el mismo punto P(x, y) y es perpendicular a la recta tangente, por
geometrA—a analA—tica se sabe que. El producto de las pendientes de dos rectas perpendiculares es igual a -1,
esto es, mt mn = -1; de aquA— que la pendiente de la recta normal es mn = -

Por lo tanto, la ecuaciA3n de la recta normal es:

Ln:Y-y=-(X-x)

Los puntos de corte de cada una de estas rectas con los ejes coordenados, quedarA;n expresados en funciA3n
de x, y, y' (ver Figura 3)

El punto A (ax, ay) es el punto de intersecciA3n entre la recta tangente y el eje x. Por ser A un punto en el eje
X, resulta ay = 0. Para determinar ax, se sustituye en la ecuaciA3n de la recta tangente, X =axy Y =ay =0

-y=y (ax-x)
despejando ax

ax =X -

Por lo tanto, las coordenadas del punto A son

El punto B (bx, by) es el punto de intersecciA3n entre la recta tangente y el eje y. Por ser B un punto en el eje
y, resulta bx = 0. Para determinar by, se sustituye en la ecuaciA3n de la recta tangente, X =bx =0y Y = by

by-y=y (-x)

despejando by

by=y-xy'

Por lo tanto, las coordenadas del punto B son

El punto C (cx, cy) es el punto de intersecciA3n entre la recta normal y el eje x. Por ser C un punto en el eje x,
resulta cy = 0. Para determinar cx, se sustituye en la ecuaciA3n de la recta normal, X =cxy Y =cy=0

-y=(cx-Xx)

despejando cx

cx=x+yy'

Por lo tanto, las coordenadas del punto C son

El punto D (dx, dy) es el punto de intersecciA3n entre la recta normal y el eje y. Por ser D un punto en el eje y,
resulta dx = 0. Para determinar dy, se sustituye en la ecuaciA3n de la recta normal, X =dx =0y Y = dy

dy-y=(-x)
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despejando dy
dy=y+
Por lo tanto, las coordenadas del punto D son

Hay dos segmentos a los cuales se hace referencia en mucho de estos problemas geomA®tricos, estos son: la
subtangente y la subnormal.

SUBTANGENTE

La subtangente es el segmento de recta comprendido entre la proyecciA3n del punto P(x, y) sobre un
determinado eje coordenado y el punto de corte de la recta tangente con dicho eje coordenado (ver Figura 4).

SUBNORMAL

La subnormal es el segmento de recta comprendido entre la proyecciAn del punto P(x, y) sobre un
determinado eje coordenado y el punto de corte de la recta normal con dicho eje coordenado (ver Figura 5).

EJERCICIOS RESUELTOS SOBRE APLICACIONES DE LAS ECUACIONES DIFERENCIALES
ORDINARIAS DE PRIMER ORDEN, A PROBLEMAS QUE INVOLUCRAN A LA RECTA
TANGENTE Y LA RECTA NORMAL

1. Determinar todas las curvas planas, tales que la recta tangente en cada punto (x,y) pase por el punto
(-1, 1)

SOLUCIA N:
La ecuaciA3n de la recta tangente a una curva en un punto (X, y) es
Y-y=y (X-x)()

Ya que la recta tangente debe pasar por el punto (-1, 1), se tiene que las coordenadas de dicho punto satisfacen
la ecuaciA3n (1)

Sustituyendo X =-1,Y=1enla ecuaciA3n (1)

L-y=y (-1-x) ()

La ecuaciA3n (2) representa la ecuaciA3n diferencial asociada a la familia de curvas cuya recta tangente pasa
por el punto (-1, 1). Luego, para obtener la ecuaciA3n de esa familia de curvas, basta con resolver la
ecuaciA3n diferencial (2)

Despejando y' de la ecuaciAn (2)

y'=

Como la diferencial de la variable y es dy = y' dx, sustituyendo y'

dy =dx

equivalentemente
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(1-y)dx+(x+1)dy=0(3)

La ecuaciA3n (3), es una ecuaciA3n diferencial de variables separables. Para separar las variables debe
multiplicarse la ecuaciA3n (3) por el factor

=0

integrando

=Cl 4

Ambas integrales son inmediatas
=lnlx+11+C2

=-Inly-11+C3

sustituyendo los resultados de las integrales en la ecuaciAn (4)
Inlx+11-Inly-11=C

aplicando las propiedades de logaritmo
=C

aplicando e

multiplicando por (y-1)

despejando y

reordenando la ecuaciAn

®)

La ecuaciAn (5) es la ecuaciA®n de una familia de rectas de pendiente y ordenada en el origen . Esta familia
satisface la condiciA3n que la recta tangente en cualquiera de sus puntos pasa por el punto (-1,1)

2. La recta normal a una curva dada en cada punto (x, y) sobre dicha curva, pasa a travA©s del punto
(2, 0). Si el punto (2, 3) pertenece a dicha curva, encuA©ntrese su ecuaciAn.

SOLUCIA N:
La ecuaciA3n de la recta normal a una curva en un punto cualquiera (x, y) de la misma es:
Ln:Y-y=(X-x)(1)

Esta recta normal pasa por el punto (2, 0), esto quiere decir que las coordenadas de dicho punto satisfacen la
ecuaciA3n (1)

Sustituyendo X =2, Y=0enla ecuaciA3n (1)
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-y=(2-x)
Multiplicando por

y =
Ya que la diferencial de la variable y es dy = y' dx, sustituyendo y'
dy =dx (2)

Esta es una ecuaciA3n diferencial de variables separables. Para separar las variables, se multiplica la
ecuaciA3n (2) por el factor (y)

(x-2)dx+ydy=0

integrando

+=C1(3)

Ambas integrales son inmediatas

=+C2

=+C3

sustituyendo los resultados de las integrales en la ecuaciAn (3)

+=C

multiplicando por 2

(x-2)2+y2=K4)

La ecuaciA3n (4) es la ecuaciA3n de una familia de circunferencias con centro en (2,0) y radio Variable.~ Para
determ~inar la curva de dicha familia que pasa por el punto (2,3), se sustituyen x = 2,y =3 en la ecuaciA3n (4),
obteniA©ndose K = 9. Este valor que se obtuvo para K se sustituye en la ecuaciA3n (4)
(x-2)24+y2=9(5)

La ecuaciA3n (5) es la ecuaciA3n de la circunferencia de centro (2,0) y radio 3 que pasa por el punto (2,3).

3. EncuA©ntrense todas las curvas planas para las que el eje y biseca la parte de la tangente
comprendida entre el punto de tangencia y el eje x

SOLUCIA N:

Sea P (x, y) el punto de tangencia, A (ax, ay) el punto de intersecciA3n entre la recta tangente y el eje x, B (bx,
by) el punto de intersecciA3n entre la recta tangente y el eje y.

De acuerdo con el enunciado, el eje y biseca al segmento comprendido entre el punto de tangencia y el eje x;

esto significa que el eje y divide en dos partes iguales a dicho segmento. SegA°n puede observarse en la
grAjfica anterior, esto equivale a decir que el punto B es el punto medio del segmento comprendido entre el
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punto Py el punto A.

Si las coordenadas de los puntos son: P (X, y), A (ax , ay ) y B ( bx , by) entonces, por conocimientos de
geometrA—a analA—tica, se deben satisfacer las siguientes relaciones entre las coordenadas de dichos puntos

)

2

SeaLt:Y-y=y'(X-x)laecuaciA3n de la recta tangente a una curva en el punto P (x, y)

Para determinar las coordenadas del punto A, debe primero observarse que por ser un punto del eje X, se tiene
que ay = 0. Por otra parte, este punto A (ax, ay) = (ax, 0) tambiA®©n pertenece a la recta tangente, por lo tanto,
sus coordenadas satisfacen la ecuaciA3n de dicha recta. AsA—, sustituyendo X = ax y Y = 0, en la ecuaciA3n
Lt,

-y=y (ax-x)

despejando ax

ax =X -

AsA-—, el punto A tiene coordenadas (x-,0)

Para determinar las coordenadas del punto B, debe primero observarse que por ser un punto del eje y, se tiene
que bx = 0. Por otra parte, este punto B (bx, by) = (0, by) tambiA©n pertenece a la recta tangente, por lo

tanto, sus coordenadas satisfacen la ecuaciA3n de dicha recta. AsA—, sustituyendo X =0y Y =by, en la
ecuaciA3n Lt,

by-y=y (-x)

despejando by

by=y-y'x

AsA—, el punto B tiene coordenadas ( 0,y - y' x )

Una vez que las coordenadas de los puntos involucrados se han expresado en funciA3n de x, y , y', ahora se
procede a sustituir las coordenadas de dichos puntos en las ecuaciones (1) y (2)

Sustituyendo ax =x-,bx=0en la ecuaciA3n (1)

0=

multiplicando por 2 y'

2xy'-y=00)

Sustituyendo ay = 0, by =y - y' x en la ecuaciAsn (2)

y-y'x=
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multiplicando por 2 y simplificando
2xy'-y=0(@4)

Comparando las ecuaciones (3) y (4) resulta que son la misma ecuaciA3n. Por lo tanto, la ecuaciA3n
diferencial asociada al problema planteado es 2 x y' - y = 0. Despeando y'

Ya que la diferencial de la variable y es dy = y' dx, sustituyendo y'
dy =dx (5)

La ecuaciA3n (5) es una ecuaciA3n diferencial de variables separables. Para separar las variables, se multiplica
la ecuaciA3n (5) por el factor

dy-dx=0

integrando

-=Cl1(6)

Ambas integrales son inmediatas

=lnlyl+C2

=+C3

sustituyendo los resultados de las integrales en la ecuaciAn (6)

Inlyl-=C

multiplicando por 2 y aplicando propiedades de logaritmo

In=C

aplicando e

y2=Kx(7)

La ecuaciA3n (7) es la ecuaciA3n de la familia de curvas para las que el eje y biseca el segmento de la recta
tangente comprendido entre el punto de tangencia y el punto de corte con el eje x. La ecuaciA3n (7), es la

ecuaciA3n de una familia de parAjbolas, de vA®rtice en el origen, con eje focal el eje x.

4. La pendiente de la recta tangente en cualquier punto ( x, y) de una curva es 1 +. Si la curva pasa por
el punto (1, 1), encuentre su ecuaciA3n.

SOLUCIA N:
Sea y = f(x) una curva cualquiera. De acuerdo con la interpretaciA3n geomA®©trica de la derivada, la
pendiente de la recta tangente a una curva en un punto cualquiera P (x, y) es la derivada y' de la ecuaciA3n de

la curva evaluada en el punto de tangencia.

Por lo tanto, de acuerdo con el enunciado
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y'=1+(1)

Como se debe encontrar la curva que pase por el punto (1,1), entonces hay que resolver la ecuaciA3n
diferencial (1) sujeta a la condiciA3n y(1)=1

Ya que la diferencial de la variable y estA;j dada por dy = y' dx, sustituyendo y'
dy =dx

multiplicando por x

xdy=(x+y)dx

agrupando los tA©rminos a un solo lado de la igualdad
(x+y)dx-xdy=0()

La ecuaciA3n (2) es una ecuaciAn diferencial homogA®©nea con grado 1 de homogeneidad. Sacando factor
comA°n x, en la ecuaciAdn (2) (x4 0)

multiplicando por y efectuando el cambio de variable
(I+v)dx-(vdx+xdv)=

sacando factor comA°n dx

(I+v-v)dx-xdv=0

simplificando

dx-xdv=0(3)

La ecuaciA3n (3) es una ecuaciA3n diferencial de variables separables. Para separar las variables se multiplica
la ecuaciAn (3) por el factor

dx-dv=0

integrando

-=Cl1 4)

Ambas integrales son inmediatas

=Ilnlx+C2

=v+C3

sustituyendo los resultados de las integrales en la ecuaciAn (4)
Inlxl-v=C

devolviendo el cambio de variable

59



InlxI-=C
multiplicando por x
xInlxl-y=xC
despejando y
y=x()

La ecuaciA3n (5) es la ecuaciA®n de la familia de curvas para las que la pendiente de la recta tangente en
cualquiera de sus puntos es

Para obtener la curva de esta familia que pasa por el punto (1, 1), se sustituye en la ecuaciA3n (4) x =1,y =1
1=1C=1

Este valor conseguido para C se sustituye en la ecuaciA3n (5)

y=x(6)

La ecuaciA3n (6) es la ecuaciA3n de la curva cuya pendiente de la recta tangente es igual a y tal que pasa por
el punto (1, 1)

5. Encuentre una ecuaciA®n para la familia de curvas tal que la pendiente de la recta tangente en
cualquier punto es la suma de la mitad de la ordenada y dos veces la abscisa del punto.

SOLUCIA N:
La pendiente de la recta tangente a una curva en un punto cualquiera de esta, de acuerdo con la
interpretaciA3n geomA®©itrica de la derivada, es igual a la derivada de la ecuaciA3n de la curva evaluada en el

punto de tangencia.

Si el punto tiene coordenadas (x, y) entonces la abscisa es x, la ordenada es y. Por lo tanto, matemAticamente
el enunciado de este problema se traduce en la siguiente ecuaciA3n diferencial:

y=y+2x(D)

Ya que la derivada de la variable y es dy = y' dx, sustituyendo la ecuaciA3n (1) resulta
dy =dx

multiplicando por 2 y agrupando todos los tA©rminos a un lado de la igualdad
(y+4x)dx-2dy=0(2)

La ecuaciA3n (2) no es una ecuaciA3n diferencial ni de variables separables, ni homogA®©nea. Sean , ;
calculando las derivadas parciales

y

Observe que las derivadas parciales son diferentes, por lo que la ecuaciAn diferencial (2) no es exacta.
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La ecuaciA3n diferencial (2) serA; reducible a exacta si es posible obtener un factor integrante de la forma
4 (x,y) = (3)

donde

gv) =)

Sea v = x entonces y . Sustituyendo los datos en la ecuaciA3n (4)
gv) =(5)

la ecuaciA3n (5) se sustituye en la ecuaciA3n (3)

1V (x,y) =

Multiplicando la ecuaciA3n (2) por el factor integrante 1% (x, y) =
(y+4x)x-2dy=0(6)

La ecuaciA3n diferencial (6) debe ser exacta. En efecto, si
Mxy)=(y+4x)yN(xy)=-2

entonces

Las derivadas parciales resultaron iguales por lo que la ecuaciA3n diferencial (6) es exacta. Esto significa que
existe una funciA3n F(x, y) = C, tal que

dFX,y) =M(x,y) dx + N(X,y)dy=(y+4x)dx-2dy=0(7)
como la diferencial total de la funciA3n F (x, y) es
dF(x.y) = (8)

comparando las ecuaciones (7) y (8)

=My =(y+4x)()

=N x)y) =-2(10)

integrando la ecuaciA3n (10) parcialmente respecto de y
(1)

Ambas integrales son inmediatas

F(x,y)

=-2y+h(x)

sustituyendo los resultados de las integrales en la ecuaciA3n (11)
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F(xy)=-2y+h(x)(12)

derivando la ecuaciA3n (12) parcialmente respecto de x
(13)

comparando las ecuaciones (13) y (9)

(y+4x)=

desarrollando y simplificando

Ya que la diferencial de la funciA3n h(x) es d h(x) = dx, sustituyendo

dh(x)=dx

integrando

dx (14)

Resolviendo las integrales

se resuelve por el mA©todo de integraciA3n por partes

donde

=+Cl

sustituyendo los resultados de las integrales en (14)
h(x)=-+4Cl

Esta funciA3n h(x) obtenida se sustituye en la ecuaciA3n (12)
F(xyy)=-2y-+4Cl

AsA-, la soluciA3n general de la ecuaciAdn diferencial (2) es
2y++=K

multiplicando por

y+4x+8=

despejando y

y=-4(x+2)+(15)
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La ecuaciA3n (15) representa la ecuaciA®n de la familia de curvas para las que la pendiente de la recta
tangente en cualquier punto es la suma de la mitad de la ordenada mA;s el doble de la abscisa.

6. En intercepto con el eje y, de la recta normal a una curva en cualquiera de sus puntos, es igual a 2. Si
la curva pasa por el punto (3, 4), encuentre su ecuaciA3n.

SOLUCIA N:

La ecuaciA3n de la recta normal a una curva en un punto cualquiera P(x, y) es

Ln:Y-y=(X-x)

El intercepto de la recta normal con el eje y se obtiene sustituyendo X = 0 en la ecuaciA3n de dicha recta
Y-y=(0-x)

despejando Y

Y=y+(1)

La ecuaciA3n (1) representa el intercepto de la recta normal con el eje y. De acuerdo con el enunciado del
problema, este intercepto debe ser igual a 2. Igualando la ecuaciA3n (1) a 2

y+=2
multiplicando poy y'
yy +x=2y

sacando factor comA°n y'

(y-2)y'+x=0(2)

La ecuaciA3n (2) es la ecuaciA3n diferencial asociada al problema planteado y la misma debe resolverse sujeta
a la condiciA3n y(3)=4

Despejando y' de la ecuaciAn (2)
y'=
Ya que la diferencial de la variable y es dy = y' dx, sustituyendo y'

dy =dx (3)

La ecuaciAn (3) es una ecuaciA3n diferencial de variable separable. Para separar las variables, se multiplica
la ecuaciA3n (3) por el factor (y -2)

xdx+(y-2)dy=0
integrando

=Cl (4)

63



Ambas integrales son inmediatas

sustituyendo los resultados de las integrales en (4)

+=C

multiplicando por 2

x24+(y-2)2=K(5)

La ecuaciA3n (5) representa la ecuaciA®n de una familia de circunferencias con centro en (0,2) y radio

Para determinar la ecuaciA3n de esta familia que pasa por el punto (3,4), se sustituyen x =3,y =4 en la
ecuaciA3n (5)

B3)2+@4-2)2=KK=13
El valor conseguido para K, se sustituye en la ecuaciAn (5)
x2+(y-2)2=13(6)

La ecuaciA3n (6) es la ecuaciA3n de la curva cuyo intercepto de la recta normal con el eje y es igual a 2 y que
pasa por el punto (3,4)

7. El intercepto en el eje y de la recta tangente a una curva en cualquiera de sus puntos, es siempre igual
a la pendiente de la recta tangente en ese punto. Si la curva pasa por el punto (2,1), encuentre su
ecuaciA3n.

SOLUCIA N:

La ecuaciA3n de la recta tangente a una curva en un punto cualquiera P (x, y) es

Lt:Y-y=y'(X-x)

La pendiente de esta recta estA] dada por la derivada y' de la curva evaluada en el punto de tangencia.

El intercepto de la recta tangente con el eje y, se obtiene sustituyendo X = 0 en la ecuaciA3n de dicha recta y
despejando Y. AsA—

Y-y=y (0-x)
despejando Y
Y=y-yx(1)

De acuerdo con el enunciado la ecuaciA3n (1), que representa el intercepto de la recta tangente con el eje y,
debe ser igual a la pendiente y' de la recta tangente

y-y'x=y'

sacando factor comA°n y'
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y-(x+1)y=0

despejando y'

Ya que la diferencial de la variable y es dy = y' dx, sustiuyendo y'
dy =dx (2)

La ecuaciA3n (2) es una ecuaciA3n diferencial de variables separables. Para separar las variables, se multiplica
la ecuaciA3n (2) por el factor

dy-dx=0
integrando
dy -dx=C1(3)

Ambas integrales son inmediatas

dy=Inlyl+C2

dx=Inlx+11+C3

sustituyendo los resultados de las integrales en la ecuaciAn (3)

Inlyl-Inlx+11=C

aplicando las propiedades de logaritmo

In=C

aplicando e

=K

despejando y

y=K(x+1)4)

La ecuaciA3n (4) es la ecuaciA3n de la familia cuyo intercepto de la recta tangente con el eje y coincide con la
pendiente de dicha recta y representa una familia de rectas. Para determina~r la ecuaciA3n de la curva de esta
familia que pasa por el punto (2,1), se sustituyen x =2,y = 1 en la ecuaciA3n (4)

1=K(2+1)K=

El valor obtenido para K, debe sustituirse en la ecuaciA3n (4)

y=(x+1)(®)

La ecuaciA3n (5) es la ecuaciA®n de la curva cuyo intercepto de la recta tangente con el eje y es igual a la
pendiente de dicha recta tangente y que ademA|s pasa por el punto (2,1).
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8. La longitud del segmento de la recta normal entre el punto de tangencia y el punto de corte de dicha
recta con el eje x es siempre igual a una constante a > (0. Muestre que la curva es una circunferencia de
radio a.

SOLUCIA N:

La ecuaciA3n de la recta normal a una curva en un punto cualquiera P (x, y) es

Ln:Y-y=(X-x)(1)

Sea A (ax, ay) el punto de corte de la recta normal con el eje x. Ya que el punto esta sobre el eje x se tiene
que, ay = 0. Haciendo Y = ay = 0 en la ecuaciAn (1)

y=(X-x)

despejando X

X=x+yy =ax

AsA—, el punto de corte de la recta normal con el eje x es A (x +y y', 0)

La longitud del segmento de la recta normal comprendido entre el punto de tangencia y el punto de corte de
dicha recta con el eje X, se obtiene calculando la distancia que hay entre los puntos P (X, y ) yA (x+yy',0)

dP,A)===a

Elevando al cuadrado

Agrupado los tA©rminos a un solo lado de la igualdad
y2(y)2+(y2-a2)=0

despejando y'

y' =

Como la diferencial de y esta dada por dy = y' dx, sustituyendo y'

dy =dx (2)

La ecuaciA3n (2) es una ecuaciA3n diferencial de variables separables. Para separara las variables, se con
multiplica la ecuaciA3n (2) por el factor

dxdy=0
integrando
3)

Resolviendo las integrales

=x+C2
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Para resolver la integral , se efectA°a el siguiente cambio de variables

==-u+C3=-

sustituyendo los resultados de las integrales en la ecuaciAn (3)

x=C

equivalentemente

=x-C

elevando al cuadrado

a2-y2=(x-C)2

ordenando los tA©rminos de la ecuaciA3n

(x-C)2+y2=2a2(4)

La ecuaciA3n (4) es la ecuaciA3n de familia de circunferencia con centro (C, 0) y radio a

9. Encuentre la ecuaciA®n de una curva que pasa por el punto (1,1) con la propiedad de que la longitud
del intercepto de la recta tangente con el eje x, es igual a la longitud del intercepto de la recta normal
conel ejey

SOLUCIA N:

La ecuaciA3n de la recta tangente a una curva en un punto cualquiera P (x,y) es

Lt:Y-y=y'(X-x)

El intercepto de la recta tangente con el eje x es el segmento comprendido entre el origen del sistema de
coordenadas y el punto de corte de dicha recta con el eje x.

Sea A (ax, ay) las coordenadas del punto de corte de la recta tangente con el eje x. Por estar el punto A sobre
el eje x, ay = 0. Para determinar ax, se sustituyen en la ecuaciA3n de la recta tangente X =ax , Y =ay =0

-y=y (ax-x)

despejando ax

ax =X -

Por lo tanto, el punto A tiene coordenadas (x -, 0)

La longitud del intercepto de la recta tangente con el eje X, viene dada como la longitud del segmento OA, es
decir, la distancia entre el origen O del sistema de coordenadas y el punto A de corte de la recta tangente con

el eje x

d(O,A)=10A1=(1)
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La ecuaciA3n de la recta normal a una curva en un punto cualquiera P (x, y) es
Ln:Y-y=(X-x)

El intercepto de la recta normal con el eje y es el segmento comprendido entre el origen del sistema de
coordenadas y el punto de corte de dicha recta con el eje y.

Sea B (bx, by) las coordenadas del punto de corte de la recta normal con el eje y. Por estar el punto B sobre el
eje y, bx = 0. Para determinar by, se sustituyen en la ecuaciA3n de la recta normal X =bx =0, Y = by

by-y=(x)

despejando by

by=y+

Por lo tanto, el punto B tiene coordenadas (0, y +)

La longitud del intercepto de la recta normal con el eje y, viene dada como la longitud del segmento OB, es
decir, la distancia entre el origen O del sistema de coordenadas y el punto B de corte de la recta normal con el

ejey
d(0,B)=10B1=(2)

De acuerdo con el enunciado las ecuaciones (1) y (2) son iguales

(se trabaja sin el valor absoluto) multiplicando por y'

Xy -y=yy+x

sacando factor comA°n y'

(x-y)y' =x+y

despejando y'

y'=

Ya que la diferencial de la variable y es dy = y' dx, sustituyendo y'

dy =dx

multiplicando por (x - y) y agrupando todos los tA©rminos a un solo lado de la igualdad
(x+y)dx+(y-x)dy=00)

La ecuaciA3n (3) es una ecuaciA3n diferencial homogA@nea. Sacando factor comA°n x

=0
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multiplicando por (x4 0) y efectuando el cambio
(1+v)dx+(v-1)(vdx+xdv)=0
desarrollando y sacando factor comA®n dx
(I+v+v2-v)dx+x(v-1)dv=0
Simplificando

(1+v2)dx+x(v-1)dv=04)

La ecuaciA3n (4) es una ecuaciAn diferencial de variables separables. Para separar las variables se multiplica
la ecuaciA3n (4) por el factor

dx+dv=0

integrando

+=C1(5)

Ambas integrales son inmeditas

=Inlx|+C2

=-arctg v+ C3

sustituyendo los resultados de las integrales en (5)
Inlx|+-arctgv=C

devolviendo el cambio de variable (v =)
Inlx|+-arctg=C

multiplicando por 2 y efectuando operaciones
2InlxI+-2arctg=2C

aplicando propiedades de logaritmo

=2C + 2 arctg

simplificando y aplicando e

(x2+y2)=K(6)

La ecuaciA3n (6) es la ecuaciA3n de la familia de curvas para las que la longitud del intercepto de la recta

tangente con el eje X, es igual a la longitud del intercepto de la recta normal con el eje y. Para obtener la curva
de esta familia que pasa por el punto (1,1), se sustituye en la ecuaciA3n (6) x =1,y =1
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(12+12)=K

2=KK=2

El valor obtenido para K se sustituye en la ecuaciAsn (6)
(x2+y2)=2

aplicando propiedad del producto de potencias de igual base
(x2+y2)=2(7)

La ecuaciA3n (7) es la ecuaciA3n de la curva buscada

10. En cada punto P(x,y) de una curva, la longitud del segmento que la recta tangente intercepta en el
eje y es igual 2xy2 Hallar la curva soluciA3n

SOLUCIA N:

La ecuaciA3n de la recta tangente es

Lt:Y-y=y'(X-x)

El segmento que la recta tangente intercepta en el eje y, es el segmento comprendido entre el origen del
sistema de coordenadas y el punto de corte de la recta tangente con el eje y. Sea A (ax, ay) el punto de corte
de la recta tangente con el eje y.

Por estar el punto A en el eje y, resulta que ax = 0. Para obtener ay basta con sustituir X =ax =0, Y = ay
ay-y=y (0-x)

despejando ay

ay=y-xy

Por lo tanto, el punto de corte de la recta tangente conelejeyes A (0,y-xy')

La longitud del segmento que la recta tangente intercepta en el eje y, esto es la longitud del segmento OA, es
igual a la distancia del punto O( 0, 0) al punto A (0,y-xy')

10A1=d (0,A) =

De acuerdo con el enunciado esta distancia es igual a 2 x y2

y-xy =2xy2
despejando y'
)

La ecuaciA3n (1) es una ecuaciAn diferencial de Bernoulli, pues puede escribirse de la forma: y' + P(x) y =
Q(x) y n. En efecto
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y'=-2y2(2)
Para resolver la ecuaciA3n diferencial (2) se multiplica por el factor (y -2 )
y'y-2=-2(0)

Se efectA°a el cambio de variable

sustituyendo el cambio de variable en la ecuaciA3n (3)

-z'-z=-2

multiplicando por (- 1)

Z'+z2=2

despejando z'

z2'=2-2

Ya que la diferencial de la variable z es dz = z' dx, sustituyendo z'

dz =dx

esta ecuaciA3n puede escribirse

dz+zdx=2dx 4)

La ecuaciA3n (4) es una ecuaciA3n diferencial lineal pues es de la forma

dz + M(x) dx = N(x) dx

donde M(x) = y N(x) = 2. Para resolverla, debe determinarse un factor integrante
=elnx=x

multiplicando la ecuaciA3n (4) por el factor integrante

xdz+zdx=2xdx (5)

Ya que, el tA©rmino izquierdo de la ecuaciA3n (5) es igual a la diferencial total del producto entre el factor
integrante y la variable z, esto es, x dz + z dx = d (x z), sustituyendo en la ecuaciA3n (5)

d(xz)=2xdx
integrando
(6)

Ambas integrales son inmediatas

xz+Cl1



=+C2

sustituyendo los resultados de las integrales en la ecuaciAn (6)
xz=x2+C

devolviendo el cambio de variables z=y - 1

xy-1=x2+C

multiplicando por el factor (x2+C)y

(7

La ecuaciA3n (7) es la ecuaciA3n de la familia de curvas para las que la longitud del segmento que la recta
tangente intercepta en el eje y es igual a 2 x y2

11. En cada punto P(x, y) de una curva la longitud de la subtangente es proporcional al cuadrado de la
abscisa de dicho punto. Hallar la curva que pasa por el punto (1, e)

SOLUCIA N:
La ecuaciA3n de la recta tangente a una curva en un punto cualquiera P(x, y) es
Lt:Y-y=y'(X-x)

La subtangente es el segmento de recta comprendido entre la proyecciA3n del punto P (x,y) sobre el eje x, esto
es el punto Px(x, 0) y el punto de corte de la recta tangente con el eje x.

Sea A(ax, ay) el punto de corte de la recta tangente con el eje x. Por estar el punto A en el eje x resulta ay = 0.
Para obtener ax, basta con sustituir en la ecuaciA3n de la recta tangente X =ax Y =ay =0

-y=y (ax-x)

despejando ax

ax =X -

Por lo tanto, las coordenadas del punto A son ( x -, 0)

La longitud de la subtangente, es igual a la distancia entre los puntos Px y A
1APx1=d (A, Px)=(1)

La abscisa del punto de tangencia P(x,y) es x

De acuerdo con el enunciado del problema la longitud de la subtangente es proporcional al cuadrado de la
abscisa, es decir,

=Kx2(Q2)

siendo K la constante de proporcionalidad; multiplicando por y'
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y=Kx2y'

despejando y'

y' =

Ya que la diferencial de la variable y es dy = y' dx, sustituyendo y' queda

dy =dx (3)

La ecuaciA3n (3) es una ecuaciA3n diferencial de variables separables. Para separar las variables se multiplica
la ecuaciAn (3) por el factor

dy-dx=0
integrando
dy-dx=Cl14)

Ambas integrales son inmediatas

dy=Inlyl+C2

==+C3=+C3

sustituyendo los resultados de las integrales en la ecuaciAn (4)
In 1y 1= equivalentemente

Inlyl=+

aplicando e y sus propiedades

y =
equivalentemente
y=C(®)

La ecuaciAn (5) es la ecuaciA3n de la familia de curvas para las que la longitud de su subtangente es
proporcional al cuadrado de la abscisa del punto de contacto.

Para obtener la curva de la familia que pasa por el punto (1, e), se sustiutye en la ecuaciA3n (5)x =1,y =e
e=

multiplicando por

C=e=

Sustituyendo este valor de C en la ecuaciA3n (5)
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y===(6)
La ecuaciA3n (6) es la curva buscada.

12. Hallar la familia de curvas para las que la longitud de la parte de la recta tangente entre el punto de
contacto P(x, y) y el eje y, es igual a la longitud del segmento interceptado en el eje y por la recta
tangente.

SOLUCIA N:

La ecuaciA3n de la recta tangente a una curva en un punto cualquiera P(x, y) es

Lt:Y-y=y'(X-x)

Sea A (ax, ay) el punto de corte de la recta tangente con el eje y. Por estar el punto en el eje y resulta que ax =
0. Para determinar ay basta con sustituir, en la ecuaciA3n de la recta tangente X =ax =0y Y = ay

ay-y=y (-x)

despejando ay

ay=y-yx

AsA-, las coordenadas del punto A son (0, y - y' X).

La longitud de la parte de la recta tangente entre el punto de contacto P(x,y) y el eje y es igual a la distancia
entre el punto P y el punto A

dP,A)===1x1(1)

La longitud del segmento interceptado por la recta tangente es el eje y es igual a la longitud del segmento
comprendido entre el origen del sistema de coordenada y el punto A, es decir, la distancia entre el punto
0(0,0) y el punto A(0, y - y' x)

d (O,P)=(2)

De acuerdo con el enunciado del problema, d (P,A) = d(O,A); por lo tanto, igualando las ecuaciones (1) y (2)
Ix1=

elevando al cuadrado

X2[1+y)2]=(y-y'x)2

desarrollando

X2+x2(y' )2=y2-2xyy +x2(y)2

simplificando

x2-y2+4+2xyy'=0
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despejando y'

y'=

Ya que la diferencial de la variable y es dy = y' dx, sustituyendo y'

dy =dx

multiplicando por el factor ( 2 x y ) y agrupando todos los tA©rminos a un lado de la igualdad

(x2-y2)dx+2xydy=0(3)

La ecuaciA3n (3) es una ecuaciA3n diferencial homogA®©nea con grado dos de homogeneidad. Sacando factor
comA°n x2

=0

multiplicando la ecuaciAn anterior por (x4  0), y efectuando el cambio de variables
se obtiene

=0

Desarrollando y sacando factor comA®n dx

(1-v2+2v2)dx+2vxdv=0

simplificando

(1+v2)dx+2vxdv=0(4)

La ecuaciA3n (4) es una ecuaciAn diferencial de variables separables. Para separar las variables se multiplica
la ecuaciA3n (4) por el factor , resultando

integrando

®)

Ambas integrales son inmediatas:

sustituyendo los resultados de las integrales en la ecuaciAn (5)
Inlx1+Inl1+v21=C

devolviendo el cambio de variable

Inlxl+In=Inlx1+In=C

aplicando propiedades de logaritmo, desarrollando y simplificando

Inlxl+In=In=In=C
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aplicando e

=K (6)

La ecuaciA3n (6) representa la ecuaciA3n de la familia de curvas para las que la longitud del segmento de la
recta tangente entre el punto de contacto y el eje y, es igual a la longitud del segmento interceptado por la
recta tangente en le eje y

13. Determina la ecuaciA3n de la familia de curvas para las que la recta normal en un punto cualquiera
P(x,y) y la recta que une el origen con ese punto, forma un triA;ngulo isA3sceles que tiene el eje x como
base.

SOLUCIA N:

La ecuaciA3n de la recta normal a una curva en un punto cualquiera P(x,y) es

Ln:Y-y=(X-x)

Sea A (ax, ay) el punto de corte de la recta normal con el eje x. Ya que A es un punto en el eje x se tiene que
ay = (. Para determinar ax basta con sustituir en la ecuaciA3n de la recta tangente X =ax, Y =ay =0

-y=(ax-x)

despejando ax

ax=x+yy

AsA—, las coordenadas del punto A son ( x +yy', 0)

De acuerdo con el enunciado d~el problema el triAjngulo isA3sceles tiene como vA®rtices los puntos O (0,0),
P()E,y) yA(X+yy',0). AdemA;js, se dice que la base esta en el eje X, lo que significa que la base del

triAjngulo es el segmento OA.

El triAjngulo serA; isA3sceles si los lados distintos de la base tiene igual longitud, esto es 10PI = 1API.
Calculando las longitudes de los lados

0PI =d (O,P) = (1)
IAPI=d (AP) = (2)

Igualando las ecuaciones (1) y (2)

elevando al cuadrado

simplificando

X2 =
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tomando raA—z a ambos lados

X=Yyy
despejando y'
y'=

Ya que la diferencial de la variable y es dy = y' dx, sustituyendo y'
dy =dx (3)

La ecuaciA3n (3) es una ecuaciAn de variables separables. Para separar las variables se multiplica la
ecuaciA3n (3) por el factor (y)

xdx-ydy=0

integrando

-=Cl1 4)

Ambas integrales son inmediatas
=+C2

=+C3

Sustituyendo los resultados de las integrales en la ecuaciA3n (4)

=C
Multiplicando por 2
x2-y2=K(5)

La ecuaciAn (5) es la ecuaciA®n de la familia de curvas para las que la recta normal en un punto cualquiera
P(x, y) y la recta que une el origen con el punto P(x, y) forma un triAjngulo isA3sceles que tiene como base el
eje x

14. El segmento de la recta normal trazada en un punto cualquiera P(x, y) de una curva, cuyos
extremos son este punto y el de intersecciA3n con el eje x, es cortado en dos partes iguales por el eje y.

SOLUCIA N:

La ecuaciA3n de la recta normal a una curva en un punto cualquiera P(x, y) es

Ln:Y-y=(X-x)

Sea A (ax, ay) las coordenadas del punto de corte de la recta normal con el eje x. Por estar el punto A en el eje

X, resulta ay = 0. Para determinar ax basta con sustituir, en la ecuaciA3n de la recta normal, X = ax , Y = ay =
0
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-y=(ax-x)

despejando ax

ax=x+yy

De aquA— que las coordenadas del punto A son (x +y y', 0)

Sea B (bx, by) las coordenadas del punto de corte de la recta normal con el eje y. Por estar el punto B en el eje
y, resulta bx = 0. Para determinar by basta con sustituir, en la ecuaciAn de la recta normal, X=bx=0,Y =

by

by -y=(-x)
despejando ay
by=y+

De aquA- que las coordenadas del punto B son ( 0, y +)

De acuerdo con el enunciado del problema el segmento de la recta normal comprendido entre el punto de
tangencia y el eje x, esto es el segmento PA, es cortado en dos partes iguales por el eje y. Esto equivale a decir
que el punto B, punto de corte de la recta normal con el eje y, es el punto medio del segmento PA.

MatemA jticamente esto se expresa por medio de las ecuaciones

)

2

Sustituyendo en la ecuaciA3n (1) ax =x+yy',bx=0
3)

Sustituyendo en la ecuaciA3n (2) ay =0, by =y +

“)

Observe que las ecuaciA3n diferencial obtenida en la ecuaciA®n (3) es la misma que la obtenida en la
ecuaciA3n (4). De aquA— que la ecuaciA3n diferencial asociada al problema es

2x+yy'=0
despejando y'
y'=

Ya que la diferencial de la variable y es dy = y' dx, sustituyendo y'
dy =dx (5)

La ecuaciAn (5) es una ecuaciA3n diferencial de variables separables. Para separar las variables se multiplica
la ecuaciA3n (5) por el factor (y )
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ydy+2xdx=0

integrando

+2=C1(06)

Ambas integrales son inmediatas

=+C2

=+C3

sustituyendo los resultados de las integrales en la ecuaciAn (6)
+2=C

multiplicando por 2

y2+2x2=K (7)

La ecuaciA3n (7) representa la ecuaciA3n de la familia de curvas para las que el eje y divide en dos partes
iguales al segmento de la recta normal entre el punto de tangencia y el punto de corte de dicha recta con el eje
X

PITA”’GORAS DE SAMOS

PitAjgoras de Samos (aproximadamente 582 adC - 507 adC, en griego: 11 1 1+131 i+i... I; Tei-fvalti;i...)
fue un filA3sofo y matemA|tico griego, famoso sobre todo por el Teorema de PitA;goras.

PitA;goras, naciA3 en la isla de Samos. Siendo muy joven viajA3 a Mesopotamia y Egipto (tambiA®©n, fue
enviado por su tA—o, Zoilo, a Militene a estudiar con FerA©cides de Syros y tal vez con su padre, Babydos de
Syros). Tras regresar a Samos, finalizA3 sus estudios, segA°n DiA3genes Laercio con Hermodamas de Samos
y luego fundA3 su primera escuela durante la tiranA—a de PolA—crates. AbandonA3 Samos para escapar de la
tiranA—a de PolA—crates y se estableciA3 en la Magna Grecia, en Crotona (o CrotA3n), en el sur de Italia,
donde fundA3 su segunda escuela. Las doctrinas de este centro cultural eran regidas por reglas muy estrictas
de conducta. Su escuela (aunque rigurosamente esotA@©rica) estaba abierta a hombres y mujeres
indistintamente, y la conducta discriminatoria estaba prohibida(excepto hacia impartir conocimiento a los no
iniciados). Sus estudiantes pertenecA—an a todas las razas, religiones, y estratos econA3micos y sociales. Tras
ser expulsados por los pobladores de Crotona, los pitagA3ricos se exiliaron a Tarento donde se fundo su
tercera escuela.

Su escuela de pensamiento afirmaba que la estructura del universo era aritmA®©tica y geomA®trica, a partir
de lo cual las matemA jticas se convirtieron en una disciplina fundamental para toda investigaciA3n
cientA—fica.

Poco se sabe de la niA+ez de PitAjgoras. Todas las pistas de su aspecto fA—sico probablemente sean ficticias
excepto la descripciA3n de una marca de nacimiento llamativa que PitAjgoras tenA—a en su muslo. Es
probable que tuviera dos hermanos aunque algunas fuentes dicen que A©I tenA—a tres. Era ciertamente
instruido, aprendiendo a tocar la lira, poesA—a y a recitar a Homero. HabA—a tres filA3sofos, entre sus
profesores, que debieron de haber influenciado a PitAjgoras en su juventud.

PitAjgoras pasa por ser el introductor de pesos y medidas, descubridor de la teorA—a musical; en hablar de
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"teorA—a" y de "filA3sofos", en postular el vacA—o, en canalizar el fervor religioso en fervor intelectual, en
usar la definiciA3n, en considerar que el universo era una obra sA3lo descifrable por medios matemA jticos
fueron los pitagA3ricos los primeros en sostener la forma esfA©rica de la tierra.

LA3gica del nA’mero

Primero es la unidad, que cada cosa depende de que sea una, y ese es el principio del uno: que cada algo sea
de una cierta manera el todo de si o un punto. El cuatro el trAjnsito de la superficie a la solidez que representa
la pluralidad, la suma de 1, 2, 3 y 4 es la dA©cada, que representa la armonA—a, cuyo contenido es la
progresiA3n 1A3gica que lleva a ella, y desde la cual se reinicia todo movimiento.

Los PitagA3ricos

Constituida como secta religiosa encargada de velar por los misterios revelados a PitAjgoras, y dividida en
miembros parcialmente iniciados (los "acusmAjticos") y totalmente iniciados (los "matemAjticos"), el cuerpo
de rigurosos conocimientos cientA—ficos de esta escuela se mezcla con ideas mA—sticas y supersticiosas
populares muy antiguas, vinculadas a la magia numA®irica. Este tratamiento litA°rgico justifica la famosa

aberraciA3n a los nA°meros reales irracionales, como Pi o raA-z cuadrada de dos.

Algunos escritores creen que PitAjgoras fue una escuela del pensamiento, y no sA3lo una persona. Algunos
opinan que fueron exactamente siete personas.

Desde el siglo V adC, una leyenda rodeaba su persona como filA3sofo y taumaturgo que propagaba la doctrina
de la metempsicosis. Incluso se le considerA3 una reencarnaciA3n de Apolo HiperbA3reo, y se le relacionA3
con la leyenda de Abaris.

MONEDA CON LA FIGURA DE PITA”GORAS

LAS TRES DIVISIONES DE BEREMIZ

La divisiA3n simple, la divisiA3n cierta y la divisiA3n perfecta

Nos acercAjbamos a las ruinas de una pequeAa aldea denominada Sippar cuando encontramos caA—do en el
camino a un pobre viajero, con las ropas desgarradas y al parecer gravemente herido. Su estado era
lamentable. Acudimos en socorro del infeliz y el nos narrA3 luego sus desventura.

Se llamaba Salem Nasair , y era uno de los mAjs ricos mercaderes de Bagdad. Al regresar de Basora, pocos
dA-—as antes, con una gran caravana, por el camino de el-Hilleh, fue atacado por una chusma de nA3madas
persas del desierto. La caravana fue saqueada y casi todos sus componentes perecieron a manos de los
beduinos. El - el jefe- consiguiA3 escapar milagrosamente, oculto en la arena, entre los cadA|veres de sus
esclavos.

Al concluir la narraciAn de su desgracia, nos preguntA3 con voz ansiosa:

- A;TraAQ©is quizA; algo de comer? Me estoy muriendo de hambre.

- Me quedan tres panes - respond A—

- Yo llevo cinco, dijo a mi lado el Hombre que Calculaba

- Pues bien, sugiriA3 el jeque, yo os ruego que juntemos esos panes y hagamos un reparto equitativo. Cuando
llegue a Bagdad prometo pagar con 8 monedas de oro el pan que coma.
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AsA- 1o hicimos.
Al dA—a siguiente al caer la tarde, entramos en la cA®©lebre ciudad de Bagdad, perla de Oriente.

Al atravesar la vistosa plaza tropezamos con un aparatoso cortejo a cuyo frente iba, en brizo alazA;n, el
poderoso Ibrahim Maluf, uno de los visires.

El visir , al ver al jeque Salem Nasair en nuestra compaA+A—a le llamo, haciendo detener a su brillante
comitiva, y le preguntA3:

- A;QuA®© te pasA3, amigo mA—0? A;CA3mo es que llegas a Bagdad con las ropas destrozadas y en
compaA+A-a de estos dos desconocidos?.

El desventurado jeque relatA3 minuciosamente al poderoso ministro todo lo que le habA—a ocurrido en el
camino, haciendo los mayores elogios de nosotros.

- Paga inmediatamente a esos dos forasteros , le ordenA3 el gran visir.

Y sacando de su bolsa 8 monedas de oro se las dio a Salem Nasair, diciendo:

- Te llevarA© ahora mismo al palacio, pues el Defensor de los Creyentes desearA; sin duda ser informado de
la nueva afrenta que los bandidos y beduinos le han infligido al atacar a nuestros amigos y saquear una de
nuestra caravanas en territorio del Califa.

El rico Salem nos dijo entonces:

- Os dejo, amigos mA—os. Quiero sin embargo, repetiros mi agradecimiento por el gran auxilio que me
habA®is prestado. Y para cumplir la palabra dada, os pagarA© lo que tan generosamente disteis.

Y dirigiA©ndose al Hombre que Calculaba le dijo:

- RecibirAjs cinco monedas por los cinco panes.

Y volviA©ndose a mA— aA+adiA3;

- Y tA°, Ajoh bagdalA-!, recibirAjs tres monedas por los tres panes.

MA s con gran sorpresa mA-—a, el calculador objetA3 respetuoso:

- A‘PerdAf‘n oh, jeque! La divisiA3n hecha de ese modo, puede ser muy sencilla, pero no es

matemA jticamente cierta. Si yo entreguA© 5 panes he de recibir 7 monedas; mi compaAzero bagdalA—, que
dio 3 panes, debe recibir una sola moneda.

- AjPor el nombre de Mahoma!, intervino el visir Ibrahim, interesado vivamente por el caso A;CA3mo va a
justificar este extranjero tan disparatado reparto? Si contribuiste con 5 panes A;por quA© exiges 7 monedas?,
y si tu amigo contribuyA3 con 3 panes A;por quA© afirmas que A©I debe recibir sA3lo una moneda?

El hombre que Calculaba se acercA3 al prestigioso ministro y hablA3 asA—:

- Voy a demostraros AjOh, visir!, que la divisiA3n de las 8 monedas por mA— propuestas es

matemA jticamente cierta. Cuando, durante el viaje tenA—amos hambre, yo sacaba un pan de la caja en que
estaban guardados, lo dividA—a en tres pedazos, y cada uno de nosotros comA—a uno. Si yo aportA© 5 panes,
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aportA©, por consiguiente 15 pedazos A;no es verdad? Si mi compaAzero aportA? 3 panes, contribuyA3 con
nueve pedazos. Hubo asA— un total de 24 pedazos, Correspondlendo por tanto 8 pedazos a cada uno. De los 15
pedazos que aportA@ comA- 8; luego di en realidad 7. mi compaA=ero aportA3 como d1]0 9 pedazos y
comiA3 tambiA©n 8: luego sA3lo dio 1. Los 7 que yo di y el restante con que contribuyA3 el bagdal A—
formaron los 8 que correspondieron al jeque Salem Nasair. Luego, es justo que yo reciba siete monedas y mi
compaAzero sA3lo una.

El gran visir, despuA©s de hacer los mayores elogios del Hombre que Calculaba, ordenA3 que le fueran
entregadas las siete monedas, pues a mA—, por derecho, sA3lo me correspondA—a una. La demostraciA3n
presentada por el matemAjtico era 1A3gica, perfecta e incontestable.

Sin embargo, si bien el reparto resultA3 equitativo, no debiA3 satisfacer plenamente a Beremiz, pues AOste
dirigiA©ndose nuevamente al sorprendido ministro, aA+adiA3:

- Esta divisiA3n, que yo he propuesto, de siete monedas para mA— y una para mi amigo es, como demostrA©
ya, matemA ticamente clara, pero no perfecta a los ojos de Dios.

Y juntando las monedas nuevamente las dividiA3 en dos partes iguales. Una me la dio a mA~ - cuatro
monedas - y se quedA3 la otra.

- Este hombre es extraordinario declarA3 el visir. No aceptA3 la divisiA3n propuesta de ocho dinares en dos
partes de cinco y tres respectivamente, y demostrA3 que tenA—a derecho a recibir siete y que su compaA+ero
tenA—a que recibir sA3lo un dinar. Pero luego divide las ocho monedas en dos partes iguales y le da una de
ellas a su amigo.

Y aA+adiA3 con entusiasmo:

- Aj Mac Allah!. Este joven, aparte de parecerme un sabio y habilA—simo en los cAjlculos de AritmA®tica,
es bueno para el amigo y generoso para el compaAz+ero. Hoy mismo serA;j mi secretario.

- Poderoso visir, dijo el Hombre que Calculaba, veo que acabAis de realizar con 29 palabras, y con un total
de 135 letras, la mayor alabanza que oA— en mi vida, y yo, para agradecA©roslo tendrA© que emplear
exactamente 58 palabras en las que figuran nada menos que 270 letras. AjExactamente el doble! AjQue Allah
os bendiga eternamente y os proteja! AjSeAjis vos por siempre alabado!

La habilidad de mi amigo Beremiz llegaba hasta el extremo de contar las palabras y las letras de el que
hablaba, y calcular las que iba utilizando en su respuesta para que fueran exactamente el doble. Todos
quedamos maravillados ante aquella demostraciA3n de envidiable talento.

(Tomado de: EI Hombre que Calculaba. Autor: Malba Tahan)

PROPIEDADES METAFA SICAS DEL NA MERO 2

Representa el pr1nc1p10 de dualidad, de la diversidad, de lo par e impar. PitAjgoras lo llama audacia, fuente,
distribuciA3n, armonA—a, paciencia. El 51gn0 2 estAj formado por una recta y una curva, sA—mbolos de lo
espiritual y lo material. Es la imaginaciA3n, principio de sabidurA—a, razA3n, discreciA3n, adaptaciA3n,
equilibrio, asociaciA3n. Representa la concordancia de fuerzas opuestas, la relaciA3n de los sexos, el
equilibrio de espA-ritu y materia.

SISTEMA DE NUMERACIA N GRIEGO

El primer sistema de numeraciA3n griego se desarrollA3 hacia el 600 A.C. Era un sistema de base decimal que
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usaba los sA—mbolos de la figura siguiente para representar esas cantidades. Se utilizaban tantas de ellas
como fuera necesario segA°n el principio de las numeraciones aditivas.

Progresivamente este sistema Ajtico fue reemplazado por el jA3nico, que empleaba las 24 letras del alfabeto
griego junto con algunos otros sA—mbolos segA°n la tabla siguiente

De esta forma los nA°meros parecen palabras, ya que estAjn compuestos por letras, y a su vez las palabras
tienen un valor numA®rico, basta sumar las cifras que corresponden a las letras que las componen. Esta
circunstancia hizo aparecer una nueva suerte de disciplina mA;gica que estudiaba la relaciAn entre los
nA°meros y las palabras. En algunas sociedades como la judA—a y la Ajrabe, que utilizaban un sistema
similar, el estudio de esta relaciA3n ha tenido una gran importancia y ha constituido una disciplina aparte: la
kAjbala, que persigue fines mA—sticos y adivinatorios.

INORMA”TICOS VS MATEMA”TICOS

Va a haber una convenciA3n de matemAticos e informAjticos, y dos grupos de estudiantes de una
universidad van en el mismo tren. Todos los matemA ticos han comprado su billete, pero los informA;ticos
han comprado solo uno, asA— que los matemA ticos estAjn preparAjndose para reA—rse a su costa.

En esto que uno de los informAjticos grita: -REVISOR! Y todos los informAjticos se meten en el cuarto de
baA=o. El revisor llega, les pide los billetes a los matemAjticos, y al llegar al cuarto de baA+o llama a la
puerta y dice: —~EL BILLETE, POR FAVOR!. Entonces los informAjticos pasan el billete por debajo de la
puerta. DespuA©s, cuando el revisor ha pasado, los informAjticos vuelven a sentarse y se rA—en de los
matemA ticos.

Al acabar la convenciA3n, todos los estudiantes se vuelven a encontrar en la estaciA3n del tren y los

matemA jticos deciden usar el mismo truco, asA— que compran un solo billete para todos ellos, pero cuando
suben al tren se encuentran con que los informAticos no han comprado ni un solo billete, asA— que de nuevo
se preparan para gozar de su venganza...

Al cabo de un rato, alguien grita: -REVISOR! Y entonces todos los informAjticos se dirigen a un cuarto de
baAzo y todos los matemAticos a otro. Al cabo de unos segundos de haber cerrado las puertas, los
informAticos abren su puerta y uno de ellos asoma su cabeza y mira cuidadosamente a su alrededor; luego
sale del cuarto, se dirige al cuarto de baA+o de los matemAticos, llama a lapuerta y dice: —EL BILLETE,
POR FAVOR!

ENTRETENIMIENTO
SUDOKU2
8 5 9 2
3 1 9
6
3 7 9
2 6
5 8
2 8
6 |4 9 |7
5 8 4 1

DESCUBRIENDO EL PENSAMIENTO Y SU AUTOR 2
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AAAAARANANAIAIAIAIAIAIA [AAAJAIAIAI|A
1915 |A |4 [10(7 |[A |8 [10[26]|10]|A |11[20 [A [2 [10]A [26|10 |1
AMAMAANIANIA| AJAJAIAIAIA [AAJAJAIJAI|AJ|A
20126 {101 |24 )6 |10|A [27(5 [8 |A |10]15 [25(1 [8 [10]6 [1 |10
AAAANAIAIAIAL [AJAJAJAINAIAIAIAIA|A|AJ|A
A 1413120 |A [25[20 |10 |A [14[13]20]|A |19 [5 [A [27 |13 ]20]11 |10
AAAAAIAMAIAIAIAIAIAIAIA [AAAIAIAI|AJ|A
A|102712 P46 [10|8 [25]20 |A [10]2 [18 [13[19]A |11 24|10 |A
AAAARANAIAAIAIANANIAIAIA AJAIAIANAI|AI|A
10/A 2 |5 [25]A |9 [20]19|5 [26[20(19]5 [25|A |11 202 |A [A
AAAAAARAIAIAIAIAIAIAIA [AAA|Y|AI|A]A
2613190115 |A [8 [20(102 |A {1924 21 |5 [2 {107 |A |2 |5
BAAMAANKAWKAWAIAIAIAIAIAIA [AAAJAIAIA|A
15/1016 |4 2022252117 AJAJAJAJA |[AJAJAJA|A|A |A

EJERCICIOS PROPUESTOS SOBRE APLICACIONES DE LAS

ECUACIONES DIFERENCIALES ORDINARIAS DE PRIMER ORDEN

A PROBLEMAS QUE INVOLUCRAN A

LA RECTA TANGENTE Y LA RECTA NORMAL

1. Obtenga la ecuaciA®n de la familia de curvas tales que, la longitud del segmento interceptado por la recta
normal en cualquiera de sus puntos en el eje de las ordenadas, es igual a la distancia desde el punto de
contacto hasta el origen

R: A3x2 =

2. Determine la familia de curvas para la cual la suma de los segmentos que resultan de la intersecciA3n de la
recta tangente, en un punto P cualquiera de la curva, con cada uno de los ejes coordenados es igual a 4

R:y=kx+

3. Halle la familia de curvas para las cual la suma de las longitudes de la subtangemte y la subnormal (ambas,
respecto al eje x) en un punto P(x, y) cualquiera de la curva, es igual a la abscisa de dicho punto.

R:

4. Obtenga la familia de curvas para la cual el cuadrado de la longitud de la subnormal (respecto del eje y) en
un punto P(x, y) cualquiera de la curva es igual al producto de las coordenadas de dicho punto.

R: xA-3/2-y3/2=k
5. Determine la familia de curvas para la que el origen del sistema de coordenadas es el punto medio del
segmento que en el eje y determinan los puntos de corte de la recta tangente y la recta normal en un punto

cualquiera.

R: x2 =
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6. Halle la ecuaciA3n de la familia de curvas para las cuales la suma de las distancias de los puntos (2,0) y (- 2
, 0) a la recta tangente sea siempre igual a 2

R:y=kx+

7. Obtenga la familia de curvas tales que la suma de la longitud del segmento que la recta tangente intercepta
en el eje x, con la longitud de la subnormal referida al eje x, es igual a 1

R:y=

8. Determine la ecuaciA3n de la familia de curvas, tal que la longitud de la recta normal desde cualquier punto
de la curva hasta el eje y es siempre igual al producto de las coordenadas del punto de contacto.

R:

9. Halle la ecuaciA3n de la familia de curvas para la cual la longitud de la perpendicular trazada desde el
origen hasta la recta tangente es igual a la abscisa del punto de contacto.

R: x2 +y2 =Kx

10. Obtenga la ecuaciA3n de la familia tal que la longitud de la subnormal en cualquiera de sus puntos sea
igual a la longitud de la subtangente (ambas, referida al eje x) mA;s la abscisa del punto de contacto.

R:
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SOLUCIA N A ENTRETENIMIENTOS

SUDOKU1SUDOKU2

618175119132 |4
412 31716 |18 (1915
1951431217 |8 |6
34 211715 8169
911 B 2 4 16 |5 [3 [7
517 169 18132 4|1
231116917 4|5 (8
816 4 I3 |51 1917 |2
71509 8124161 3
4 1911 85 317 216
S 7161 2141819 3
32186917151 14
1 8B I5 (7 31619 [4 2
6 31954211 |7 (8
2 410719 81116135
8 11 213161941517
9 I5 3417 812 16]1
7 16 42 1(11]5 13 ([819

DESCUBRIENDO EL PENSAMIENTO Y SU AUTOR

® La geometrA—a tiene dos grandes tesoros: uno es el Teorema de PitA;jgoras y el otro el nA°mero Ajureo. El
primero puede compararse a una mediada de oro y el segundo a una piedra preciosa. Johannes Kepler

e No hay rama de la matemA jtica, por abstracta que sea, que no pueda aplicarse algA°n dA—a a los
fenA3menos del mundo real. Nikolay Lobachevsky

OBSERVACIA N:

Recuerde que el Ajngulo entre dos curvas queda determinado por el Ajngulo que forman las rectas tangentes
a ambas curvas en cualquiera de sus puntos de intersecciA3n.

OBSERVACIA N:

A fin de evitar confusiA3n con respecto a si la terna (x, y, y'), estA; referida a los puntos de la curva F1, 0 a
los puntos de la curva T1, sA3lo a efectos de la demostraciA3n se escribirA; (u, v, v' ) para hacer referencia a
la terna asociada a cada punto de la curva T1. En el punto P(x, y) exactamente se tendrA; que:

x=u,y=v,y =tgl, ,v=tgl

OBSERVACIA N:
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La ecuaciA3n diferencial

f(x,y,)=0

tiene sentido siempre y cuando I 4 90A°, ya que tg 90A° se indetermina.
OBSERVACIA N:

Recuerde que solo para efecto de la demostraciA3n, se utilizA3 (u, v, v' ) para hacer referencia a la terna
asociada a cada punto de la curva T(x, y, k) = 0.

PASOS A SEGUIR PARA OBTENER LA FAMILIA DE TRAYECTORIAS A UN HAZ DE CURVAS
DADO

1. Si la ecuaciA3n del haz de curvas no estA; dada en forma explA—cita, debe determinarse. Sea F(x, y, C) = 0
la ecuaciA3n del haz dado.

2. Debe determinarse la ecuaciA3n diferencial asociada al haz F(x, y,C)=0.Seaf(x,y,y)=01Ia ecuaciA®n
diferencial que resulta.

3. Si las trayectoria a buscar son aun Ajnguloi 4 90A°, debe sustituirse y', en la ecuaciA3n diferencial que
se obtuvo en el paso 2, por ; asA— se obtiene la ecuaciA3n diferencial f(x, y, ) = 0.

Si las trayectorias a determinar son ortogonales (I = 90A°), se debe sustituir y', en la ecuaciA®n diferencial
que se obtuvo en el paso 2, por ; asA— se obtiene la ecuaciA3n diferencial f(x, y, ) = 0.

4. Se resuelve la ecuaciA3n diferencial obtenida en el paso 3.

5. La soluciA3n general de la ecuaciAn diferencial resuelta en el paso 4, representa la familia de trayectorias
que mantiene un Ajngulo I con la familia de curvas dada. (en el caso en que I = 90A°, recuerde que las
trayectorias se denominan trayectorias ortogonales).

OBSERVACIA N:

Observe que la constante arbitraria utilizada en la ecuaciA3n de las trayectorias, no es la misma constante del
haz de curvas dado.

59 x

38

472 +

177

2242
OBSERVACIA N:

Como se estAj indicando con P(x, y) un punto genA®©rico de la curva F(x, y) = 0, para poder diferenciar se
indicarA; con (X, Y) las coordenadas de cualquier punto de la recta tangente o de la recta normal.
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En el punto P(x, y), resulta que:

X=xY=y
Y

Lt

F(x,y)=0
P(x,y)
P(x,y)

F(x,y)=0

Lt

Y
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