SENALES Y SISTEMAS
INTRODUCCION:

Definimos una sefial como una funcién matematica que depende de una o mas variables independientes, y
cuyo valor nos da informacién sobre el fenémeno fisico al que esta asociada.

Igualmente definimos un sistema como cualquier transformacion realizada sobre una sefial.

x(t) —| Sistema [ y(t)

Un ejemplo serian las transformaciones que sobre la sefial de un generador hace el circuito al que esta
conectado.

SENALES:
CLASIFICACION DE LAS SENALES:
Podemos dividir las sefiales segln varios criterios. Los mas usuales son:

 Por el niUmero de variables independientes:

Unidimensional Wt =3t-5

Multidimensional || x, y| = O+ 3xy+5

* Por la variable independiente: Segun si los valores que toma la variable pertenecen a un conjunto
continuo(Variable continua), o si pertenecen a un conjunto finito(Variable discreta). Las sefales se
escribiran de la formal z)

y \[ n]
respectivamente. Un ejemplo de ambas seria:

x(t) x[n]

\/ 1"2135'

Sefial de variable continua Sefial de vanable discreta

En aquellos puntos en los que la sefial de variable discreta no tenga valores, no se considera que la sefial ¢
nula, sino que no esta definida. A este tipo se sefales las llamaremos secuencias.

No se debe confundir la sefial de variable continua con una sefial continua. Por ejemplo la siguiente sefial r
es continua, pero si es de variable continua:



x(t)

S

« Por el rango de valores: La sefal puede dividirse, al igual que la variable, en continua y discreta. Por ello
existen sefiales continuas de variable continua(Sinusoide), continuas de variable discreta(Temperatura
diaria a lo largo de un mes), discretas de variable continua (Parte entera) y discreta de variable
discreta(Sefal digital). Se puede pasar de una a otra mediante el proceso de muestreo:

« Por la determinacién de la sefial: Seran deterministicas aquellas sefiales cuyo valor para cada valor de g
variable sea fijo(funcion matematica), y seran aleatorias aquellas cuyo valor es indeterminado(Temperatt
en una fecha futura).

ENERGIA Y POTENCIA DE UNA SENAL:

Sabemos que en una resistencia la potencia viene dada por:

plt)=t)ilt) = vit)
,
la energia por:
‘ b nvi(t)
dt)= = plt)dt = dt

f r

y la potencia media por:

. [)[ tldt

P =
"ot =t

Definiremos entonces la energia y la potencia media de una sefiaktomp ( 1,
):

o2
E= I‘\'l‘t}l dt

rI

__ ,:l.\’|:11||ldt
t:_tl 'I

m

y la energia y potencia totales de una sefial como:

-t

E, =lim "|.dt)|:dt= ) |.\'{r]|:dt



F. =lim 1 .\'[t)lzdt
t 2t -

Para el caso de una sefial de variable discreta los definiremosigoma ( 11,

):
"y N
E = ‘x[n] i
"l
1 " 2
= —— ’xlnl i
n,—-n+1,

y las totales como:

E, =lim ' |.r[n]|2 = |,\'[n”:
P =lim B :
no 2n+1 _,

]

Diremos que una sefial es definida, bien en potencia, bien en energia, o bien en ambas, cuando la potencic
energia, 0 ambas respectivamente no sean nulas ni infinitas. Asi, pues, la sefial formada-por

no esta definida ni en potencia ni en energia.
PROPIEDADES DE LAS SENALES:

» Simetria: Una sefal es:

par si: .rivt :| i .\'[—I‘} x[n] — .\'[—n]
impar si: [x{7} =—x{—1] .r[n] = —.x‘[— n]
Por ejemplo:
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Toda sefial impar, sea de variable discreta o continua, ha de valer cero en el origen, excepto si es discontin
en él.

Evidentemente no todas las sefiales son pares o impares, pero siempre vamos a poder descomponerlas er
suma de una sefal par y otra sefial impar:

Seax(t)
una sefial. Entonces la podemos descomponer game X, |: t)+ X, |: t)
, siendo:

x,\t) = %NI) +x{-1)]
x(t) = %[,x(r) —x{-1)]

e igualmente en sefiales de variable discreta.

« Periodicidad: Una sefiaf 7)
es periddica si existé >0
tal quexit) = xt+ T
, donde?
es el minimo valor tal que se cumple la condicién dada. Anadlogamente se dice que ut-{aziseﬁal
es periddica si exist/ >0
tal que.x[n] = .\'[n + N ]
, donde/V

es el minimo valor tal que se cumple la condicion dada.
Causalidad: Una sefial 7)

escausal silt) =0Vt <0

. Ilgualmente en variable discreta.
Ortogonalidad: Dos sefalg$z)

eyl(z)
se dice que son ortogonales en un inter[talol]
Si:

“xt)ylt)dt =0

h

Anéalogamente, y para dos seﬁal{ea]

eyl

se dice que son ortogonales en un interjajoK ,n,]
Si:

’ x[n]_v[n] =()

YA

TRANSFORMACIONES EN LA VARIABLE INDEPENDIENTE:



« Desplazamiento en la variable: Consiste en restar a la variable una constante:
xlt—t,)

.\'[n - n ]

t, >0,n, >0

TN

t, <0,n, <0

TN

 Reflexion: Consiste en invertir la sefial respecto del origen de la variable:

AEF;:H

» Escalado: Aqui hay que diferenciar el escalado en tiempo continuo y el escalado en tiempo discreto. Varn
a estudiar el escalado en tiempo continuo:

Consiste en multiplicar la variable por una constante:

\( ut)

Aqui debemos tener en cuenta que la constante puede ser mayor o menor que la unidad:

) a<1
_% 4
-l ,1 —_— < a::l
AL
L Kk
Es decir:
a>1

disminuye la amplitud

a<l
aumenta la amplitud

En tiempo discreto la operacion es ligeramente distinta, pues consiste en cambia(\j[a-f}eﬁal
de tal manera que(Suponiendo é’ué 1

):



y[kn]= .v[n//\'] n=/i
0 n k

Por ejemplo, para una sefal dadé, Yy 3

71 2 3 4 5 6

A esta operacion de escalado aplicada a una sefial de variable discreta se le llama interpolacion, y consiste
intercalark — 1
ceros entre cada dos valores consecutivos. Se representa por el siguiente simbolo:

(e

En el caso de que< 1

la operacién consiste en elimirfar-1

muestras entre cada

muestras separadas. A este proceso se le llama diezmado, y no tiene mas plicacion practica que recompon
una sefial ya interpolada. Se representa por:

{5

Evidentemente es posible conjugar las operaciones, pero siempre teniendo cuidado con el orden de actuac
Veamos un ejemplo de conjugacién a partir de una sefial dada:

x(2t +1)

Evidentemente la primera conjugacion esta mal, ya que en realidad lo que esta hagiEldores |
, que es incorrecto. Lo correcto es, pues, desplazar primero y escalar despues.



EJEMPLOS DE SENALES:
TIEMPO CONTINUO:

« Exponencial compleja:

) =ce”
, dondec,00 C

En el caso de qua0. R

=0 c=<0

/|

ic

=0 c=0

<0  c=0

7

<0 c=0
Sio=jo
y(.‘ R

xt) = ce™ = cos(@r) + jsen(r))

con lo que la funcién resultante es periédica

En el caso general:
0=0+ jO
c=c,e®

) =c e® el = ¢ %Mo = ¢ (cos(@ + 0]+ jsenl® + o))



Podemos representar la parte real. La parte imaginaria es identica.

Relacionada con este tipo de sefial estan las exponenciales armonicamente relacionadas, que son todas
aquellas exponenciales complejas de la forma:

O,t)=ce™ k=1, 2K

Evidentemente todas son periddicas de perﬁqlo
, 'y el periodo minimo de cada una de ellaiﬁ.fa/é'k|

 Impulso unidad o Delta de Dirac:
5,()

7

Fay Fay
"7 72
Para definir esta sefial vamos a empezar por definir una&efal

como una sefal cuadrada centrada en el origen, de arﬂjlmra
y area unidad:

El limite de dicha funcién es la funcién delta de Dirac:

l\in(‘z)al\“] =5|,’f)

Dicha funcion se representa por :

Donde el 1 indica que el area es la unidad, ya que la altura es infinita.

Podemos definirla como:

‘ 0O ¢t O
(1) =
t=0

Algunas de sus propiedades son:

3(t)dt =1



0 t<0
“Slt)dt= 1 t>0
Indef. t=0

xt) 8(t)=xo0) 8l7)
xlt) 8(t—t,)=xlt,) 8(t—1,)
xt—t,) 8(t)=x-1,) 8l¢t)

xt—t,) 8lt—t,) =0 8§(t-1,)

» Escalén unidad:

Al igual que en la anterior, vamos a definir una funcién accesoria cuyo limite nos va a dar la funcién escalor
unidad. Por tanto definimos la funcién, (|

como:
Su limite es la funcién escalén unidad:

l\inlz)U_,\[t] =Ult)

Sus propiedades son analogas a las de la delta de Dirac. Ademas, si la derivamos, obtenemos:

0 r<—A/2
dlU ' U] ‘
" 3’: 0 f>A/2 =S,l1) LU}=S{”
o dt
A —AR2<t<Af2

Por tanto podemos definir:

Ult)= " slt) dr



Pulso rectangular:

Esta sefial se re presenta por:

. t—t
x(t)= Al —2%
T

Su representacion grafica es la de la derecha:

Es posible crear esta sefal a partir de dos funciones escalones retardadas convenientemente:

xt) = ATl ’;J =A IU'I—I(]+%)—UI:I—IU—%”

to_f l‘ro+f

Sefial triangular:

Esta sefial se re presenta por:

. t—t,
x(t) = AN —2
2t

Su representacion grafica es la de la derecha:

« Funciénsinc|z)

Se define como:

10



. sen(m)
sinclt) =

nt

Se puede verificar que es continuaf en 0
. Asimismosinc|z)

es nulo en todos los puntos en los §ue
sea entero, exceptuandé & 0

TIEMPO DISCRETO:

. &[]

Impulso delta de Kronecker:

Se define como:

0 n O
§[n|=
1 n=0

Algunas de sus propiedades mas importantes son:

x{n3[n] = [0]8 []

A8 [n = no] = ang J8[n =]
xln = no 8 [n] = x|y [8]
xln=noJ8|n = ny| = {03 [n =,

n 0 m<0
) lm] o
== 1 m O

» Escaldn unidad en tiempo discreto:

U]
** e

SRR
Se define como:

0 n<0
U [n] =
1 n O

11



También se puede definir como:

Uln|= " 3[m|

M=

» Exponencial compleja en tiempo discreto:

o<-1 o=
o o
*
. v
’ o i
* [ :
™ : o !
b : b ’ : H i H
. : : O<m=1
¢ f f
o
[ [
E -1=@<0
®
*
—TL.—.—H—.—.—
Se define como:
xln] = ca”
,dondec,00 C

En el caso de qded. R

En el caso de que K

o C

, escribimos:
0,

x[n] =ce™™"

Donde las unidades d’én
son radianes, y le llamamos pulsacién, o vulgarmente frecuencia. Por las formulas de Euler podemos escrik

et = cos[Q(,n | +J SCI]‘an’

Dicha sefial es periddica en la frecuencia, es decir, para valcfbr? de

separados por un multiplo entero de velBs
, el comportamiento se repite, de tal manera la oscilacién va creciendo con la frecuencia hast& llegar a
, Y luego vuelve a disminuir hasta IIega?K
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, repitiendose el proceso.

También puede ser periddica en la variable. Para ello se ha de cumplir que:

e jQu[lH-.‘V] —e JQn e JWN

siQN=2kn, k Z

N
, entonceg’™" =1

y la sefal es periédica.

Al igual que en variable continua, existen unas exponenciales arménicas relacionadas, de frecuencia multig
de la fundamentd2 |

, CUyo numero no es infinito, ya que son periddicas en la frecuencia. Las representamos como:
D, [n] = M

SISTEMAS:

CONEXION DE LOS SISTEMAS:

* En serie o cascada:

Consiste en conectar la sefial de salida de un sistemas a la entrada de otro sistema:

W — 50 RO o L)

« En paralelo:

Este tipo de conexidn consiste en hacer dividir la sefial y hacerla pasar por diferentes sistemas, para luego
sumarlos:

7{} Tix)

#{t) @‘)ﬁ L{xE) + T{ale)
A T{x(t))

» Con realimentacion. Consiste en sumar parte de la sefial de salida de un sistema a su propia entrada:

13



Por supuesto es posible usar combinaciones de los tres tipos de conexién. Un ejemplo seria:

y[n] = xI[n] —3x[n] + 2,\'3[12 - l]

T{"2}

] T{x(-3) (P 7]

Th=n-1] T{"2} oA T{x2)

PROPIEDADES DE LOS SISTEMAS:

* Linealidad:

Se dice que un sistema es lineal si cumple los principios de superposicién y multiplicacién por una constant
La manera de expresarlo es:

Un sistemal'{ f(x)}
es lineal siT{ax, () + bx,(t)} = aT{x,(¢)} + bT{x, (1)}
, para cualesquiera sefiakesz)

1 .\'._2 ( t’

y para cualesquiera constantés
>

Por ejemplo:

T{senl x|} No es lineal

T{Re| x|} No es lineal

7{x?} No es lineal

T{3x} Si es lineal

Existe un tipo de sistemas, no lineales, consistentes en aplicar una transformacion lineal y sumar una

14



constante al resultado. Por ejemplo:
T{3x+1}

Sin embargo, estos sistemas si son lineales con respecto a los incrementos de la sefal, y por ello se les llal
sistemas incrementalmente lineales.

Por ultimo hacer notar que todo sistema lineal verifica que ante una sefial de entrada nula, la sefial de salid
nula.

* |[nvarianza:

Un sistema se dice invariante si un desplazamiento en la sefial o secuencia de entrada produce el mismo
desplazamiento en la sefial o secuencia de entrada. Podemos decir que:

Un sistemay{7) = T{ f| x}

es invariante sj{¢ — 1, | = T{x{t -1, )}
, para cualquier sefial 7

Por ejemplo:

yln] =T{x[nlt = n x[n]

'1'{x[n - n(,n =n x[n - nl,]
yln=ny|=(n=ny) 2ln-n,)

Son distintas, luego el sistema es variante.
ylt) = T{x(t)} = sen(xlz))

T{.ﬂ, t—t, )} =sen|x({t -1,

ylt—t,) =sen|xlt—1,))

Luego el sistema es invariante.

» Causalidad:

Un sistema es causal si en un instante dado la sefial de salida depende solamente del valor de la sefial de
entrada en dicho instante, 0 en instantes anteriores, nunca posteriores.

Por ejemplo:

ylt)=T{x(t)} = 3x(1) = x*(¢) Es causal
yln| = T{x{n]} =

3.\'[” - 1] -+ ..\'[n] + .\'[n + 2] No es causal

15



Los sistemas no causales con variable temporal no son realizables fisicamente.
« Estabilidad:

Un sistema se dice estable si ante una sefial de entrada acotada da una sefial de salida acotada. En ingles
dice que el sistema es BIBO. Se puede expresar como:

Un sistemay( 7} = T{ f( x|}

es estable sjfl,dx)l k, |T{_x(ri|}| k,

, para cualquier sefial 7)

Por ejemplo:

yln] = T{x[n]} = x*[n] Es estable
yit) = '1'{x('t)] =e“xt) No es estable
1) =T{x{1)} = sen(x(z))xlz) Es estable
)””] = T{-"[”]} = -"[k] No es estable

* |nvertibilidad:

Un sistema es invertible si podemos encontrar un sistema que al introducir la sefial de salida del original no
devuelva la sefial de entrada.Es decir:

x(z) y(ﬁ)

x(t)

S I on B S
Por ejemplo:
Wt) =T{x1)} =3x1) W) =T {ylt)) = %y(rﬁ
wlt) =T{xt)]} = x*(¢) AT~

yln] = T{-"["]} - " k] n]=T"{y[n]} = _v’n]— yln-1]

* Memoria:

Se dice que un sistema no tiene memoria si la sefial de salida depende unicamente del valor actual de la se
de entrada.

Por ejemplo:
Wt)=T{t)} =t 1) Sin memoria
1) =T{x{t)} = x[t) + {1 -3) Con memoria

16



Evidentemente todo sistema sin memoria es causal.

Por ejemplo, una funcion cuya variable pertene{ee, a]
es continua, pero una cuyos posibles valores para la variat{lg'gp(n,a”}

es discreta
. senlm?) O . mcoslme)
lim =—=lim——— =1
t 0 Tt 0 t 0 T
4
a<-1 o1
? o
4
’ ’ |
5 o i
L] * )
° o * 5
? Y P i
O 0<a<
o i
¢ |
‘_9_'_._._._._._._
§ -1<a<0
®
.—‘—’—.—O—H—o—o—
Ul»]
L AN A A ¢

* 00—
|

—et
rﬂ




x(t)
A .............
£ — A £ + %

U,

-%5 5
5, e)
VA

% %
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