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CONCEPTO:

Los observadores de estado, son herramientas virtuales, que permiten estimar las variables o estados de u
sistema en base a mediciones de las sefiales de salida y sefiales de control. Estos observadores permiten
informacién estimada acerca del valor que toman dichos estados, permitiendo conocer un aproximado del
valor real, ademas cuentan con muy poco margen de diferencia o error.

Se le considera una herramienta virtual, puesto que se desarrolla como software o programa dentro de una

computadora.

TIPOS:

Existen 2 tipos de observadores: observadores de orden completo, y observadores de orden reducido u orc

minimo.

» Los observadores de orden Completo, son aquellos utilizados para observar o estimar todos los

estados de un sistema.

» Los observadores de orden Reducido, son aquellos utilizados para observar o estimar solo algunos

estados de un sistema.



1. OBSERVADOR DE ORDEN COMPLETO

Dado el sistema:

&= Ax+ Bu
y=Cx+ Dx

donde:

x Vector de estado (n x 1)
u Sefial de control (escalar)
y Sefial de salida (escalar)
A Matriz (n x n)

B Matriz (n x 1)

C Matriz (1 x n)

D Matriz (escalar)

Se puede estimar sus estados mediante la siguiente expresion:
®= AT+ Bu + Liy-Yy)
donde:

L Vector de ganancias que permiten la observacién de estados (1 x n)

x
Vector de estados estimados

Yy
Salida estimada



Debe notarse que las matrices A, B, C, D son las mismas tanto para un sistema real como para el sistema
estimado. Para los célculos siguientes se asume que el valor de D es cero.

La diferencia existente entre X%y .
se denomina error de observacion, y el térnlit® — V)

se denomina factor de correccion.

Para determinar el error de observacién restaﬁqo’gt
, asi tenemos:

S = (Ax+ Bu) — (Ax + Bu + Liy=Yy))
L= Ax— AT - L(y - 7)

& K= A(x—- %) - L(Cx - Cx)

& ¥= A(x-%) - LC(x—X)

F K= (A-LC)(x—X)

Si se sabe que el error esta definido como la diferencia entre el estado real y el estado estimado, entonces
tendra:



e=x—Xx

&= & &

& (A-LC) e

A partir de esta expresién se puede conocer el comportamiento dinamico y la estabilidad del sistema, si la

matriz |A-LC| es estable, entonces el observador hara bien su trabajo, y dada cualquier condicién inicial, el
sistema tenderé a un error cero.

La eleccidn de correctos valores para el vector de observabilidad L, permitira que el comportamiento
dinamico del vector de error sea asintéticamente estable y lo suficientemente rapido para tender a un valor
cero.

La estabilidad asint6tica y la velocidad de respuesta de la dinamica del error se determina mediante los
autovalores de la matriz |[A-LC|, dados por el polinomio caracteristico |sI-A+LC]|.

Existe una condicién necesaria, la cual consiste en gque el sistema obtenido sea estable y completamente
controlable y observable.

Ejemplo:
Determinar la ecuacién caracteristica del sistema siguiente, si se le agrega un observador de estados L.
Solucion.

Si el sistema es de orden 2, es de suponer que el observador también sera de orden 2, y lo podemos defini
como

Luego el polinomio caracteristico estara dado por:
s 2+ L,

-1 s+4+1L,

[sI —A+ LC]=s(s+4+L,)+(2+L)

[sI —A+LC]=5>+(4+ L,)s+(2+1,)

[sT-A+LC|=

DISENO DE OBSERVADORES DE ORDEN COMPLETO
1.1. METODO DE DISENO ABREVIADO

Analizando la respuesta del ejemplo anterior nos podemos dar cuenta que los valores que toman L1y L2 e
condicionadas por las raices del polinomio, las cuales a su vez estadn condicionadas por las caracteristicas
gue queremos que cuente el sistema, por tanto se puede elegir raices de tal modo de poder controlar la
respuesta del sistema en lazo cerrado.

Por lo tanto podemos asumir valores para dichas raices, a los que llamaremos y de modo tal que el

polinomio tenga una respuesta estable. Luego por simple equivalencia de términos podemos hallar el valor
las incognitas.

Ejemplo:



Dado el polinomio caracteristico del ejemplo anterior: s2+(4+L2)s+(2+L1), encontrar el valor de L1y L2 si
se guiere que los polos deseados del sistema se ubiquen en -4 y -3.

Solucion.
Las raices del polinomio son =-4y =-3
(s=W)(s—W,) =(s+4)(s+3)=5"+Ts+12

Luego por equivalencia |sl - A+ LC|=s2 + 7s + 12

Esdecir,s2+ (4 +L2)s+(2+L1)=s2+7s+12

s2 =52

donde (4 +L2)s=7sL2=3

(2+L1)=12L1=10

Podemos generalizar la metodologia seguida anteriormente, de la siguiente manera:

Sitenemos que [ n] son los autovalores deseados para la matriz del observador |A-LC|, estos
conforman el polinomio caracteristico:

(s=)(s=)(s=) (s-n)

Este polinomio se iguala al polinomio caracteristico original |[sI-A+LC|, creandose una equivalencia entre
términos:

|sI=A+LC| = (s—) (s—) (s—) (s—n)
Resolviendo la equivalencia se podra encontrar el valor del vector L.

NOTA: Este método esta restringido a sistemas de hasta 3er orden, ademas el sistema debe estar en la for
canonica observable.

Es aconsejable que los polos del observador sean de 3 a 5 veces mayores (mas negativos) que los polos d
controlador por realimentacion de estados, pero sin salirse de la region de estabilidad dada por el lugar
geométrico de las raices. La eleccion de los polos deseados van a determinar las caracteristicas de la resp
obtenida, por lo que puede existir un conjunto infinito de vectores L como solucién, de las cuales solo un
limitado nimero de soluciones cumplen con las necesidades requeridas para el sistema (como por ejemplo
sobreimpulso, velocidad de respuesta, etc. del sistema estimado), por o que se aconseja probar, mediante
simulacion, la respuesta del sistema a diferentes valores de polos escogidos.

1.2. METODO DE DISENO POR LA FORMULA DE ACKERMAN

La formula de Ackerman aplicada al disefio de observadores de estado, esta dada por:



C 0
CA 0

L=®d(A)
M M
CA™' 1
En dondeP(A)

es equivalente P(5)
, que es el polinomio caracteristico deseado, pero en vez de la s se coloca la matriz A.

Ejemplo:

Para el siguiente sistema, determinar el vector de observadores de estados L, si se quiere que los polos
deseados se ubiquen en —3+jy =3

&= | —2 X+ u
y=[0 1]x
Solucion.

Si (s)=(s—) (s~ ) =(s+3-j) (s+3+)) =s2 + 6s + 10

por lo tanto (A) = A2 + 6A + 10l

. 0 1 0

L=(A"+6A+101)
1 =2 1

- 2 0 -6 10 0O 2 1 0
L= + + )

-2 3 6 —12 0 10 1 0O 1

9 -4 1
L=

4 1 0

9
L=

4

1.3. METODO DE DISENO COMPLETO

1°) Determinar la controlabilidad del sistema y la observabilidad
Controlabilidad:

Observabilidad:

2°) Calcular el polinomio caracteristico original [sI-A|, el cual ser& :

[sI-A] =sn + alsn-1+a2sn-2+ +an-1s+an=0



3°) Es conveniente trabajar con las ecuaciones de estado en su forma candnica observable, si no se encue
en esta forma, se debe determinar una matriz de transformacién para llevarla a esta forma, la cual se define
como:

Q= (W xWo)-1

En donde Wo es la matriz de observabilidad, y W se define como:

En donde al, a2, an-2, an—3, son los coeficientes del polinomio caracteristico original [sI-A|.

4°) Se determina el polinomio caracteristico deseado a partir de (s—) (s—) (s—) (s—n), donde ies un
polo deseado, obteniéndose:

sn + blsn-1 + b2sn-2 + + bn-1s + bn

5°) Finalmente el vector L se encuentra a partir de la siguiente expresion: (*)

b,-a,
b _ —a,
L=Q b _,-a,,
M
b, —a,

Ejemplo:

Para el siguiente sistema, determinar el vector de observadores de estados L, si se quiere que los polos
deseados se ubiquen en =5, —=2+j y —2—j

0 | 0 0
& 0 0 1 x+ 0 u

-2 -1 =2 I
y=[1 0 0]«
Solucién.
1°)
Controlabilidad Observabilidad
0 O 1 1 0 0
We=0 1 =2 Wo=0 1 0
1 -2 3 0 0 1
rank(Wc) = 3 rank(Wo) = 3
det(Wc) = -1 det(Wo) =1




El sistema es controlable El sistema es observable

2°)

s 00 0 1 0
si-Al=0 s 0- 0 0 1

0 0 s -2 -1 -2
3°)Q=(WxWo)-1
4°)
(s-)(6-)(6-)
=(s+5)(s+2+))(s+2-))
=(s+5)(s2+4s+5)
=53+ 9s2 + 255 + 25 " s3 + b1s2 + b2s + b3

b=9 b=25 b =15

5°)
b_' -a, 0O 0 1 23
L=Q b,—-a, =0 1 =2 24
b, —a, 1 -2 3 7
L, 7
L= L, = 10
L, —4

1.4. DISENO MEDIANTE EL SOFTWARE MATLAB
Se puede hacer uso del software Matlab, para lo cual se emplea el comando acker o el comando place.

Dado el sistema&= Ax+ Bu

y=Cx+ Dx
, Y un vector de polos deseadps= [Nn n, L u“]

Se puede obtener un observador de estados utilizando:
L = place (A',B',P)' o también

L = acker (A',B',P)'



Ejemplo:

Para el siguiente sistema, determinar el vector de observadores de estados L, si se quiere que los polos
deseados se ubiquen en =2, =1+ y —1-j

0 ] 0 0
& 0 0 1 x+ O u
-3 -2 -1 I
y=[2 0 0O
Solucion.
>>A=[010;001;-3-2-1];
>>C=[200];
>> P = [-2 —1+] —1-]];
>> L = acker(A',C',P)'
L=
1.5000
0.5000
—3.0000
>> | = place(A',C',P)'
L=
1.5000
0.5000
—3.0000
Ejemplo:

Para el siguiente sistema, determinar el vector de observadores de estados L aplicando los 4 métodos ante
descritos, si se quiere que los polos deseados se ubiquen en -2, —3+0.5j y —3-0.5j

00 -4 0
&= 1 0 =1 x+ 0 u
01 =2 1

y=[0 0 1]x

Solucién.



1°) METODO COMPLETO

Controlabilidad Observabilidad

0 -4 8 0O 0 1
We=0 -1 =2 Wo=0 1 =2

1 -2 3 1 -2 3
rank(Wc) = 3 rank(Wo) = 3
det(Wc) = 16 det(Wo) = -1
El sistema es controlable El sistema es observable

Polinomio caracteristico original

s 0 0 0O 0 -4

si-Al=0 s 0 -1 0 -1
0O 0 = 0o 1 =2
s 0 -
[si-Al= =1 s 1
0 -1 s+2

[SI—A] =s(s?+2s+1)+4
[\\‘I—A]=s3+2sz+s+4 s"+a,sl+a3s+a,

a, =2 a,=1 a;=4

Q=(WxWo)-1

a, a, 1 1 2 1
W= a, 1 0=2 1 0
1 0 0O 1 0 0
1 2 1 0 0 ] 1 0 0
W Wo=2 10 0 1 =-2=010
1 0 0 1 -2 3 0 0 1
1 0 O
O=0 1 0
0 0 1

Polinomio caracteristico deseado

(s-)(-)6-)

10



=(s+2)(s+3+0.5)(s+3-0.5)
=(s+2)(s2+6s+9.25)
=s3 +8s2 +21.25s + 18.5 " s3 + bls2 + b2s + b3

b=8 b=2125 b=185

Vector Observador

b, -a, 1 00 14.5
L=Q b,—-a, =0 1 0 2025
b, —a, 0 0 1 6
L, 14.5
L= L, = 2025
L, 6

2°) METODO ABREVIADO
[s] = A+ LC] = (s =@, )(s = 1y )(s = 1y)

s 0O 0 0O 0 -4 L,

[si-A+LC]=0 s 0-1 0 -1+ 1L,[0 0 1
0 0 s 01 =2 L,
s 0 4 00 I
si-A+LC]= -1 s 1 +0 0 L,

Polinomio deseado

Luego por equivalencia s3 + (L3)s2 + (1 + L2)s + (4 + L1) =s3 + 8s2 + 21.25s + 18.5

(2+L3)s2=8s2L3=6

donde (1 + L2)s = 21.25s L2 = 20.25
(4+L1)=185L1=145

3°) METODO POR FORMULA DE ACKERMAN

Si(s)=(s-)(s—)(s— )=s3+8s2+21.25s +18.5

11



por lo tanto (A) = A3 + 8A2 + 21.25A + 18.5I

o0 1 1o
L=(A’+8A% +21.25A+185)0 1 =2 0
1 -2 3 1
00 -4 00 -4° 00 —4 1 0 0
L= 1 0 =1 481 0 —1 421251 0 —1 +18510 1 0
01 -2 01 -2 01 -2 00 |

4.5 -24 -33 1
L= 2025 85 3225 0
6 825 -8 0

L, 145
L= L, = 2025
L, 6
4°) USANDO MATLAB
>>A=[00-4;10-1;01-2];
>>C=[001];
>> P = [-2 -3+0.5] ~3-0.5]];
>> L = acker(A',C',P)’
L =
14.5000
20.2500
6.0000
>> | = place(A',C',P)'
L =
14.5000
20.2500
6.0000

2. OBSERVADOR DE ORDEN REDUCIDO

S

—_— 2



En la practica no todas las variables necesitan ser observadas, habra algunas que se podran medir directat
y con buena precisién, por tanto no sera necesario un observador que estime todos los estados, sino mas t
solo algunos de ellos.

Si se cuenta con un vector de estados X de dimensién (n x 1) del cual m estados pueden ser medibles, se
tendra que el orden del observador sera (n—-m x 1).

| 1 X - | y
| |
| |
| A |
S I |
X1l.. . Xm
Realimentacion / observador de .
K & seEsmas [“—————] orden minimo [¢

El vector X puede ser dividido en 2 vectores:

» Xa que corresponde a los estados medidos, de orden (m x 1)
» Xb que corresponde a los estados observados, de orden (n—-m x 1)

X,

X1 Xm Estados conocidos o medibles
Xm+1 Xn Estados no conocidos que requieren ser observados
Obteniéndose:

X Aaa Aab Xa Ba

= + u
¥ Aba Abb Xb  Bb
Xa

Y=[Ca Cb]
Xb

13



Las dimensiones de las sub—matrices son:
Aaamxm

Aab m x n—-m

Aba n-m x m

Abb n—-m x n-m

Bamx1

Bbn-mx1

Calxm

Cb1xn-m

El sistema queda reducido a la siguiente expresion:

X6 = Aaa Xa+ Aab Xb+Ba u
Xg?') = Aba Xa+ Abb Xb+ Bb u

2.1. DISENO DE OBSERVADORES DE ORDEN REDUCIDO

En el disefio de observadores de orden completo, el sistema era descrito por

&= Ax+ Bu
y=Cx+ Dx

En cambio para el disefio de observadores de orden reducido el sistema es descrito por
la Ecuacion de Estad®% = Aba Xa+ Abb Xb+ Bb u

y por la Ecuacion de Salidg% — Aaa Xa— Ba u = Aab Xb

De estos 2 sistemas se pueden establecer una serie de equivalencias:

Observador Orden Completo Observador Orden Reducido
Xb

Aab

Aba Xa+ Bb u

Xg&—Aaa Xa—Ba u

Aab Xb
Aab

S NEIERE

Cabe mencionar que se busca encontrar un vector de observadores L, de orden (n—-m x 1)

En el disefio de observadores de orden completo se determino la siguiente ecuacion:

14



¥=Ax+Bu+L(y-Y)

La cual puede llevarse a su correspondiente equivalencia para el caso de observadores de orden reducido,
obteniéndose la siguiente representacion: (*)

X% =(Abb—L Aab) Xb+Aba Xa+Bb u+L (¥4 Aaa Xa-Ba u)
y la Ecuacion del Error ese= (Abb— L Aab) e

La Ecuacion Caracteristica para el observador es la siguiente:

[sl = Abb + L.Aab| = si + alsi-1 + a2si-2 + +ai-1s+ai=0

donde i equivale al orden de L, es decir (h—m)

2.2. METODOLOGIA DE DISENO

Se pueden aplicar los mismos métodos usados para hallar los observadores de orden completo, pero tener
gue hacer una variacion la cual consiste en reemplazar los indices: en vez de considerar el indice n, se dek
considerar el indice i. Por ejemplo si un sistema es de orden 4 y tiene un estado medible, entonces m=1, y |
tanto el sistema observado serade orden3(n-m=4-1=3=).

El otro cambio que hay que hacer es realizar una equivalencia entre las matrices, dada de la siguiente man
Aaa D

Aab C

Aba B

Abb A

Lo que resta por hacer, es aplicar la misma metodologia que para los observadores de orden completo,
considerando el nuevo orden del sistema (i) y las nuevas matrices del sistema (Abb, Aba, Aab, Aaa).

Ejemplo:

Para el siguiente sistema, suponga que el estado X1 se puede medir con precision, disefie el observador d
orden reducido L aplicando los 4 métodos antes descritos, si se quiere que los polos deseados se ubiquen
-3+0.5j y —3-0.5j

0 ] 0 0
&= | 0 I x+ Ou
-6 =11 -6 1
y=[1 0 0O)x
Solucién.

Nuevo orden para el sistema observado: 3-1i=2

15



Nuevas matrices del sistema:
D Aaa
C Aab
B Aba

A Abb

Aaa=[0]  Aab=[1 0]  Aba=

1°) METODO COMPLETO

Abb =
-11 =6

Controlabilidad

-6

W('/'=[Aba Abb Aba]= 6 —6

rank(Wc) = 2

det(Wc) = -36

El sistema es controlable

Observabilidad

Aab 1
Wor = =

Aab Abb 0

rank(Wo) = 2

det(Wo) =1

El sistema es observable

Polinomio caracteristico original

s 0O 0 1 K

s/ = A] [sI - Abb]= - -
0 s -11 -6 11
[sl —Abb] =s*+6s+11 s? tas+a,
a =6 a,=11

Q=(WxWo)-1

W= a, 1 _ 6 1
1 0 1 0O
1 0 6 1
W Wor = =
0 0 1 1 O
0= 0 1
1 -6

Polinomio caracteristico deseado

-1
s+6

16



(s-)(-)

= (s + 2 + 3.4641)) (s + 2 - 3.4641))

=82+4s+16"s2+bls+ b2
b=4 b,=16

Vector Observador

L=0 b, —a, 0 1 5
" F b-a, 1 -6 -2

Lo L2
L, 17

2°) METODO ABREVIADO

[s1—A+LC| [sT—Abb+L Aab]l=(s—p,)(s—u,)

10 0 1 L,
[st —Abb+ L Aabl=s - + [t o
() l - 1 1 - 6 Lz
s -1 0
[s1 = Abb+ L Aab| = ¢ b _
11 s+6 L, O
s+ -1
[s] = Abb+ L Aab|= b
1+L, s+6

[sl—Abb+L Aab]=(s+Ll)(_s+6)+(11+L2)
[sl — Abb+ L Aal)] =5’ +(6+ L)s+(11+L,)

Polinomio deseado
(s=p)(s=p,)=5"+45+16

Luego por equivalencia

6+L1=4L1=-2

6L1+11+1L2=161L2=17

3°) METODO POR FORMULA DE ACKERMAN

Si ()= (s—,)(s—W,) =8 +45+16

17



por lo tanto (A) " (Abb)= Abb2 + 4Abb + 16l

X 0
L=(Abb +4Abb+161) [Wor]™ |

0 [ 0 1 1 0 1 0 0

L= + 4 +16 i
—-11 —6 -11 -6 0 1 0 1 1
5 =2 0
L=
22 17 |
[ = L, B -2
L, 17

4°) USANDO MATLAB

>> Aaa = [0];
>> Aab = [1 0];
>> Aba = [0; -6];

>>Abb=1[01; -11 -6];
>> P = [-2 + 3.4641) —2-3.4641]];

>> L = acker(Abb', Aab',P)'

17

>> L = place(Abb', Aab',P)'

17

3. OBSERVADOR PARA SISTEMAS MIMO

Hasta el momento hemos visto el disefio de observadores para sistemas SISO (single input, single output),
decir, sistemas que tienen una entrada y una salida. A continuacion vamos a estudiar el disefio de
observadores para el caso de sistemas con varias entradas y varias salidas, llamados sistemas MIMO (mul

input, multiple output).

Un sistema MIMO puede ser descrito de la siguiente manera:
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L= Ax+ B[u]l .
y=[c], , +Dlu],,
donde:

x Vector de estado (n x 1)

u Sefial de control (1 xr)

y Sefial de salida (escalar)

A Matriz (n x n)

B Matriz (n xr)

C Matriz (g x n)

D Matriz (g x r)

n Es el orden del sistema (numero de estados)
r Es el nUmero de entradas

g Es el numero de salidas

En el disefio de observadores, se sabe que el nUmero de entradas que tenga el sistema, no afectara el dise
del observador, puesto que estos datos no intervienen en los calculos.

En cambio, el nimero de salidas con que cuente el sistema si afecta el disefio del observador. En este cast
aplica el Principio de Separabilidad Lineal, el cual consiste en separar las salidas y trabajarlas como si fuer:
provenientes de sistemas distintos.

Ejemplo:
Si se tiene la siguiente matriz C (matriz de saligas_ 1 2 3
4 56

Esta se podra descomponer bajo el Principio de Separabilidad Lineal, en dos sub—matrices:
c, =l 23 y c,=[45 ¢

Para cada una de estas nuevas matrices se requerird un observador independiente: L1y L2, cuyo orden se
(n x 1), en este caso sera de (3 x 1) c/u. Asi mismo cada observador requiere de polos deseados, los cuale
pueden ser independientes o también comunes, siempre que cumplan con dar estabilidad al sistema y
dependiendo de las condiciones de respuesta que se desee obtener al estimar cada salida.

Ejemplo:

Para el siguiente sistema, determinar la matriz de observadores de estados L, si se quiere que los polos
deseados se ubiquen en -1 y -2 para la primera salida, y —1-j, y —1+j para la segunda salida.
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-5 =5 1
1 0
y = x
0 1
Solucion:

C1=[10]C2=[01]

L L,
L|= 1 L. = 21 L=lL| L,] 1 )|
Lll - L“ - 12 F22
METODO COMPLETO
Observabilidad
C, 1 0
Wo, = =
C,A 01
Controlabilidad rank(Wo) = 2
0 -
We=|B A B|= det(Wo) = 1
I =
rank(Wc) = 2 El sistema es observable
det(Wc) = -1 Wo. = ¢, — 0 1
T C,A -5 -5
El sistema es controlable rank(Wo) = 2
det(Wo) =5
El sistema es observable
Polinomio caracteristico original
s 0 0 1 s =1
[.\'1 - A] = - =
0 s -5 -5 5 s+5

[sl - A] =s5"+55+5

a, =5

a, =5

5
s +als+a,

DISENO DEL PRIMER OBSERVADOR (L1)

Q=(WxWol)-1




Polinomio caracteristico deseado
(s-)(s-)

=(st+1)(s+?2)
=82+3s+2"s2+bls+ b2

b =3 b,=2

Vector Observador

I =0 b, —a, 0 1 -3
= b, —a, 1 -5 =2

DISENO DEL SEGUNDO OBSERVADOR (L2)

Q=(WxWo2)-1

W = a, 1 _ 5 1
1 0 1 0
0 -5
W Wo, = ! b
- 0 -5 =35 0
0= -02 0
0 1

Polinomio caracteristico deseado
(s=)(s-)

=(s+1+) (s +1-)
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=82+4s+5"s2 +bls+ b2

b=2 b,=2

Vector Observador

b, -a, -02 0 -3
L, = Q - Y ==
- b, —a, 0 1 -3
7 L, 0.6
L, -3
L, L, -2 0.6
L=[r, L]= """ =

L.L. 71 -3

Se puede obtener los mismos resultados usando Matlab:

>>A=[01;-5-5];

>> B =[0; 1];
>>C=[10;01];
>>C1=C(1,);
>>C2=C(2,);
>>Pl=[-1-2];

>> P2 = [-14] ~1-]]

>> L1 = acker(A',C1',P1)
L1=

—2.0000

7.0000

>> L2 = acker(A',C2',P2)'
L2 =

0.6000

—3.0000

>> L =[L1L2];

L=
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—2.0000 0.6000
7.0000 —-3.0000
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