TEORIA DE COLAS

Nota Técnica de Apoyo n°® 1.1

12 Ley de Harper

No importa en qué cola se sitle: la otra siempre avanzara mas rapido

23 Ley de Harper

Y si se cambia de cola, aquélla en que estaba al principio empezara a ir mas deprisa

1. Introduccién

La Teoria de Colas es un formulacién matematica para la optimizacion de sistemas en que interactian dos
procesos normalmente aleatorios: un proceso de llegada de clientes y un proceso de servicio a los clientes,
los que existen fendbmenos de acumulacion de clientes en espera del servicio, y donde existen reglas defini
(prioridades) para la prestacion del servicio.

La Teoria de Colas es una aproximacion matematica potente para la optimizacién del problema, y tiene
aplicaciones (crecientes) en sistemas donde las llegadas y el servicio admiten una representacién matemat
(probabilistica); en problemas que no admiten esta representacion existen otras técnicas, como muestra la

tabla siguiente:

Menos Complejidad / Coste de analisis Mas

Modelos de |Teoria de
Heuristicos aproximacion |Colas: modelo
lineal analiticos

Simulacion
%benchmarking)

Heuristicos: reglas derivadas de la experiencia que no tratan de optimizar el problema sino de dar directrice
simples para una aplicacién razonablemente eficaz. Por ejemplo, se suele utilizar una regla heuristica en el
pre—disefio de circuitos electrénicos con canales de E/S, consistente en dimensionar los canales E/S de for
gue su ocupacion no supere el 35% en aplicaciones con acceso on-line a sistemas de almacenamiento ext
o del 40% si las aplicaciones son batch.

Modelos lineales: obtienen valores medios de representacion de las variables, y bajo las hipotesis de
comportamiento lineal ante variaciones en los flujos se extrapolan los niveles de capacidad / utilizacién.

Simulacion: construccién de modelos detallados de simulacién por ordenador. En particular, donde el mode
se basa en datos obtenidos de aplicaciones reales se habla de técnicas de benchmarking: por ejemplo, en:
disefo de las oficinas bancarias.

Colas: concepto intuitivo de linea de espera, equivalente al britanico (queues) y al americano (waiting lines)

Origen de la Teoria de Colas: trabajos de A. K. Earlang (Dinamarca, 1.905) estudiando el problema de
dimensionamiento de lineas y centrales de conmutacion telefénica para el servicio de llamadas.

Los problemas de Colas se presentan permanentemente en todas las aplicaciones de la vida diaria: un estt
de EE.UU. concluy6 que un ciudadano medio pasa 5 afios de su vida esperando en distintas Colas, y de ell



casi 6 meses parado en los semaforos. Problemas tipicos de Teoria de Colas son:
Programacion de actividades de despegue / aterrizaje en un aeropuerto

Sistema de consulta médica

Piezas en un taller donde pasan por diferentes maquinas en el proceso de mecanizado
Sistema de cajas en una oficina bancaria

2. Costes asociados a un sistema de Colas

¢ Por qué es necesario contar con herramientas de optimizaciéon para los problemas de Colas?
Normalmente en cualquiera de estos sistemas existen dos familias de costes:

a) Los costes asociados a la espera de los clientes

Por ejemplo, el valor del tiempo perdido o la gasolina malgastada en los atascos o los semaforos, o las hor:
perdidas en las Colas de las urnas electorales (valor normalmente estimado).

La hip6tesis natural establece que estos costes de la espera decrecen conforme aumenta la capacidad de
servicio del sistema: por ejemplo, conforme aumenta el nimero de médicos de cabecera en un ambulatorio
mas corto es el tiempo de espera de los pacientes, y el coste de oportunidad del tiempo perdido decrece.

b) Los costes asociados a la expansion de la capacidad de servicio

Contra la reduccién anterior de costes de espera, es también normal que el coste asociado a incrementar
capacidad de servicio crezca con alguna proporcionalidad en relacion a esta capacidad; en el ejemplo antel
los costes de salarios, despachos, enfermeras ayudantes, etc. ligados al aumento del nUmero de médicos ¢
casi directamente proporcionales al nUmero de médicos (o0 con una parte fija y otra directamente
proporcional).

c) Los costes totales del sistema de servicio

La suma de los dos costes anteriores da una funcion de costes totales del sistema en funcién de la capacid
gue tendra una forma similar a la siguiente:

COSTES DEL SISTEMA
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3. Objetivos de la Teoria de Colas



Dada la funcién de costes anterior, los objetivos de la Teoria de Colas consisten en:
Identificar el nivel 6ptimo de capacidad del sistema que minimiza el coste global del mismo.

Evaluar el impacto que las posibles alternativas de modificacion de la capacidad del sistema tendrian en el
coste total del mismo.

Establecer un balance equilibrado (6ptimo) entre las consideraciones cuantitativas de costes y las cualitativ
de servicio.

El objetivo de coste es claro; entre los objetivos de servicio se suelen plantear aspectos medibles (llamados
medidas duras) y hay otros (medidas blandas) que hay que valorar externamente; algunas medidas duras
tipicas de sistemas de Colas son:

Tasa de ocupacioén de las estaciones de servicio: las ocupaciones admisibles dependen del tipo de sistema
claro que no son estandares: la ocupacion permanente de un sistema automatico como una barrera de
aparcamiento no puede ser la misma que la de un médico en una consulta.

Numero de clientes en el sistema o en la Cola: hay limites (en ocasiones hasta fisicos) al tamafio de una C
gue también dependen del tipo de servicio. En casos en que hay restricciones al tamafio de la Cola (por
ejemplo en una gasolinera en el centro de la ciudad) una medida importante sera la proporcién de clientes
servidos en relacion a los potenciales (llegados al sistema).

Tiempo de permanencia en el sistema o en la Cola: la paciencia de los clientes depende del tipo de servicic
especifico considerado.

4. Elementos de un Sistema de Colas

El Sistema de Colas incluye tanto las estaciones de servicio y los clientes en ellas, como la propia cola y 10
clientes en espera:

Poblacion Cola Servidores

SISTEMA DE COLAS

Los elementos del Sistema de Colas son los siguientes:

a) Paoblacion

La poblacion puede clasificarse (y las técnicas de Colas difieren) en funcién de su tamafio relativo, como
finita o infinita: sera infinita cuando el nimero de clientes potenciales es muy grande en relacion a la
capacidad del sistema; en caso contrario, sera finita.

La importancia de la diferenciacion entre poblacion finita e infinita radica en que, en poblaciones finitas, las
probabilidades de llegada de un cliente (o de ocurrencia de un suceso) varian segun el estado del sistema:
ejemplo, si hay seis maquinas en un servicio de mantenimiento y una de ellas esta rota (en reparacion) la
probabilidad de rotura de otra es diferente.

b) Proceso de llegada de los clientes

Las llegadas de clientes al sistema son en la mayoria de las ocasiones controlables: por ejemplo, hay sistel
gue juegan con los precios, o0 con la capacidad / comodidad, o con ofertas; en casos hipotéticamente



incontrolables como las llegadas de urgencias a una UVI se toman acciones previas sobre el sistema de
ambulancias para comunicar el estado / la saturacion de las instalaciones y desviar pacientes a otros
hospitales.

Normalmente la Teoria de Colas opera sobre los tiempos entre llegadas consecutivas de clientes: modelos
tipicos son el tedrico de llegadas a intervalos fijos iguales, o los que consideran diferentes distribuciones de
probabilidad.

Asimismao, las llegas pueden ser individuales (un Unico cliente en cada llegada) o mdltiples (varios clientes «
una misma llegada).

c) Linea de espera o Cola

Como se ha dicho, la Cola viene definida en primer lugar por la forma de llegada de los clientes (con / sin
distribucién conocida, perfil de la distribucién).

Por otra parte el Sistema se define también por la conducta del cliente potencial ante la Cola; los tipos de
cliente en relacién a la conducta se denominan:

Impaciente Si hay Cola abandona el Sistema

Si la Cola supera un limite definido para
cada cliente, abandona el Sistema

Paciente / abandono Aguanta la Cola durante un cierto tiempo
Paciente / Permanencia Aguanta hasta ser atendido

Paciente / rechazo

d) Capacidad de la Cola

El caso te6rico mas simple es el de cola de capacidad infinita; existen multiples casos de Colas de longitud
acotada (por ejemplo un restaurante drive—in, o un taller mecéanico). Un enfoque matematico simplificador
consiste en tratar los Sistemas con capacidad finita como si fueran de capacidad infinita cuando se evalua |
probabilidad de llenado de la capacidad de la Cola como muy baja.

e) Proceso de servicio

Se caracteriza la distribucion de tiempos de duracion del servicio; los modelos mas utilizados emplean una
distribucién exponencial (luego se discutird).

f) Reglas de servicio
Las reglas mas utilizadas son:

FIFO (primero en llegar, primero en ser servido). Se percibe como la mas justa en los sistemas de Colas m
habituales.

LIFO: por ejemplo en productos perecederos en que se consulta la fecha de caducidad.

Existen otras reglas que se caracterizan por la ruptura de la disciplina de Cola: por ejemplo casos en que h
clientes privilegiados (urgencias hospitalarias) donde se puede situar al cliente prioritario como primero de |
Cola (prioridad débil), o incluso sustituir al cliente en servicio actual si es de prioridad inferior como en las
UVIs (prioridad fuerte).



Otros modelos mas sofisticados contemplan estaciones de servicio especificas para determinados segmen
de clientes, o puestos reservados, etc.

g) Numero de estaciones de servicio

En funcién del numero de estaciones (canales) de servicio y de las fases del proceso de servicio, tenemos
siguientes tipos de problemas de Colas:

Canales |Fases Ejemplos tipicos

Uno Una Kiosco de prensa con un empleado

Uno Varias Lavado / secado de coches

\Varios Una Oficina bancaria con varios cajeros

\Varios Varias Centro de servicios radiolégicos de hospital

5. Denominacion de los problemas de Teoria de Colas

La denominacion simplificada de los problemas se basa en tres cédigos:
Texto 1/ Texto 2 / NUmero

donde Texto 1 define el proceso de llegada (M aleatorio de Markov, G distribucidn genérica), Texto 2 define
el proceso de servicio (igual M o G), y Numero define el nimero de puestos de servicio. En esta
denominacion se supone gue todos los puestos son idénticos y operan en una sola fase (paralelo).

6. Procesos de Poisson

La definicion de la tasa de llegada de clientes al Sistema de Colas se realiza describiendo la probabilidad d
ocurrencia de un acontecimiento (una llegada) en un intervalo de tiempo determinado; la distribucion de
Poisson caracteriza una gran parte de fendmenos reales que cumplen las siguientes condiciones:

a) Las llegadas ocurren distribuidas en el tiempo de forma discreta.

b) Las llegadas son independientes: el hecho de que se haya producido una llegada en un instante no
condiciona las llegadas en instantes posteriores.

¢) Dada una duracion de intervalo de tiempo fija, la probabilidad de ocurrencia de una llegada durante este
intervalo es constante: asi, dado un periodo de 2 minutos, la probabilidad de una llegada entre las 09:00 y |
09:02 es la misma que entre las 21:17 y las 21:19. Esta caracteristica, que puede parecer poco realista par
largos periodos de tiempo (por ejemplo un dia) si es representativa para intervalos menores (2 horas punta
un servicio hospitalario): los problemas deben representarse durante periodos de tiempo en que esta condi
se cumpla.

d) Para intervalos de tiempo suficientemente cortos, la probabilidad de una llegada en el intervalo es
proporcional a la duracion del intervalo, y la probabilidad de mas de una llegada en el intervalo es
despreciable.

La distribucion de Poisson describe el nimero de llegadas en un intervalo de tiempo, bajo las condiciones
anteriores. La distribucién de Poisson se define por medio del pardmetro , que mide el nUmero esperado d
llegadas en el plazo total de tiempo del experimento. Dada , la funcién de distribucion de Poisson viene dax
por:



