DISTRIBUCION DE PROBABILIDAD T

El resultado ofrecido en el teorema anterior nos proporciona la base del desarrollo de procedimientos para
hacer inferencias con respecto a la media de una poblacién normal con una varianza . En este caso el
teorema 7.1 nos dice qu

tiene una distribucion normal estdndar. Cuando se desconoce se le puede estimar B‘le;dlé' Rte

y la expresion

nos darad como base para el desarrollo de métodos de inferencias con respecto a

Demostraremos que la distribucion de probabilidag aey - uj /S

esta dada por una funcién de densidad de probabilidad conocida como distdbucion

de Student con n 1 grados de libertad . La definicién general de una variable aleatoria que posee una
distribucién?

de Student ( 0 simplemente distribucion t), es la siguiente:

DEFINICION: Sea Z una variable aleatoria normal estandar Xséa
una variable aleatoria ji — cuadrada con grados de libertad.

Ento'nces s
YX -

son independientes,

se dice que tiene una distribucién t con grados de libertad.

Si Y1, Y2, ..., Ynes una muestra aleatoria de una poblacién normal con media y varianza , se puede
aplicar el teorema 7.1 para demostrar;ue

tiene una distribucién normal estandar. El teorema 7.3 nos dieg’quén —1)S° /o *
tiene una distribucié% .

conv=n-— |

grados de libertad y que Z%/"'

son independientes (ya qy,e;( ,
y

los son). Por lo tanto, por la definicion 7.2



n )_’— /c
7 1/ [
T = =
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tiene una distribucién t con (n—1) grados de libertad.

La ecuacion para la funcién de densidad t no se presentara aqui, pero se dan algunas indicaciones para su
obtencion en los ejercicios del final del capitulo. Como la funcién de densidad normal estandar, la funcién d
densidad t es simétrica con respecto a cero, ademas; para

>1,E(T)=0ypard’

>2,V(T)=Vv

I~

- 2). Asi vemos que una variable aleatoria con una distribdcion

tiene el mismo valor esperado que una variable normal estandar. Sin embargo, una variable aleatoria norm:
estandar siempre tiene una varianza de 1, mientras que la varianza de una variable aleatoria con una
distribucion?

siempre es mayor que 1.

En al figura 7.2 se muestran las graficas de una funcion de densidad normal estandar y de una funcién de
densidad t. Nétese que ambas funciones de densidad son simétricas con respecto al origen, pero que la
densidad t tiene mas masa probabilistica en las colas.

Normal

7.2 estandar

Una comparacion entre las funciones
de densidad normal estandar y t t

0

valores de tales que P ( 7>
) = para =0.100,0.050,0.025,0.010 y 0.005

se dan en la tabla 5 del apéndice Ill . Por ejemplo si una variable aleatoria tiene una disfribucion

con 21 grados de libertad (g.1),

0.100 se encuentra al buscar en el renglén encabezado por 21g.1. y en la colufnna con

0.100 . aplicando la tabla 5, vemos due

0.100 = 1.323. Por lo tanto, para 21g.1. la probabilidad de que una variable aleatoria con disfribucién
sea mayor que 1.323 es 0.100.

DISTRIBUCION DE PROBABILIDAD F

Supobngase que deseamos comparar las varianzas de dos poblaciones normales basados en la informacior
contenida en muestras aleatorias independiente de las dos poblaciones. Supdéngase que una muestra aleat
contiene nl variables aleatorias distribuidas normalmente con una varianza@gmun

y que la otra muestra aleatoria contiéhe
variables aleatorias distribuidas normalmente con una varianza @ml]n

y que la otra muestra aleatoria contiéhe



variables aleatorias distribuidas normalmente con una varianza mrju’m

. Si calculamosS’f

de las observaciones en la muestra 1, entoﬁﬁes

es una estimacion dBf

. De manera simiIaS:2

calculada a partir de las observaciones de la segunda muestra es una estimam'(ﬁn para
. Asi intuitivamente podriamos pensar en utiIiSqfr

~

N

par:a hacer inferencias con respecto a las magnitudes relatiwfs de
Yo,

. Si dividimos cadsgf

porg’

, entonces la razon siguiente

Sile; o, S
S;l6; o,

o |2 o

[ .._,I

tiene una distribuciod”
conln, —1)ln, —1J

grados de libertad. La definicion general de una distribu€ion
es como sigue:

DEFINICION Seary( ;
Y

variables aleatorias ji — cuadrada dgn

yV,

grados de libertad. Respectivamente. Entonc%sfsi
YXs

son independientes,

F = Xlz /v
/(: /"":

se dice que tiene una distribuciéh
conV,

grados de libertad del numeradovy
grados de libertad del denominador.

La funcién de densidad para variables aleatorias con la distribficion

es un miembro de la familia de las distribuciones beta . Omitimos la formula para la densidad de una variab
aleatoria con la distribuciofi”

, pero el método para obtenerla se indica en los ejercicios al final del capitulo.



DISTRIBUCION DE PROBABILIDAD )/ —CUADRADA
Considerando nuevamente las muestras aleatorias independientes de distribuciones normales, sabemos gt
1 =\n, =18} loyyx; =ln, =1)S; /o5

tienen distribucione% 2
independientes con

v, =ln, =1)yv, =(n, —1)

grados de libertad, respectivamente.

Asi la definicion 7.3 implica que

n
1

B xf/vl 3 (”1 —I)Slz /C)'f(n1 —I] B .S"2 /c

[“_ Y - ) y - ) y
x> lvy, |ny,=1)S;/65(n, =1 S, /0,

tiene una distribuciérF

con(n, —1]|

grados de libertad del numeraddmy, — 1|
grados de libertad del denominador.

En al figura 7.3 se muestra la gréfica de una tipica funcion de dedSidad
. Los valoras dd",

talesqueP| F > F, | =
se dan en la tabla 7 del apéndice IllI, para los valorés=é). 100,

0.050, 0.025, 0.010 y 0.005. En la tabla 7 del apéndice lll, los encabezados de las columnas corresponden
los grados de libertad del numerador, en tanto que los grados de libertad del denominador se encuentran c«
los encabezados principales de los renglones.

Frente a los grados de libertad del denominador (los encabezados de los renglones), se encuentran los val
de® =

0.100, 0.050, 0.025, 0.010 y 0.005. Por ejemplo, si la varfible

estudiada tiene 5 grados de libertad del numerador y 7 grados de libertad del deno#finador,

0.100= 2.884"

0.050= 3.974"

0.025 = 5.294"

0.010 = 7.46 y¥*

0.005 =9.52. luego la probabilidad de que una variable aleatoria con una distribucion

con 5 grados de libertad del numerador y 7 grados de libertad del denominador exceda de 7.46 es 0.01 . Lc
correspondiente se afirma para los demas casos.

FIGURA 7.3f (1)

Una tipica funcién de densidad

De probabilidad F*
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DISTRIBUCION PROBABILIDAD GAMA.

Los tiempos que tardan en revisar un motor de un automovil 6 avion tienen una distribucion de frecuencias
sesgadas. Las poblaciones asociadas a estas variables aleatorias frecuentemente tienen distribuciones que
pueden modelar adecuadamente por la funcion de densidad tipo gamma.

Funcion de densidad de probabilidad para una variable aleatoria tipo gamma:

a,pB>00 y «

y*te-Y/P

f(y)=———

B (o)
0

En donde:

a

)= y*'e “dy

0

La cantidad de la de la funcion alfa se conoce como la funcion gamma. La integracion directa nos da que la
funcién uno igual a uno. La integracion por partes nos da que la funcion de alfa menos uno alfa menos uno
por la funcién alfa menos uno para cualquier intervalo de alfa mayor o igual a uno y que la funcion de n sea
igual a n menos uno factorial, para un nimero entero n.

En el caso especial cuando alfa es un nimero entero, se puede expresar la funcién de distribucion de una
variable aleatoria tipo gamma como una suma de ciertas variables aleatorias de Poisson.

Si alfa no es un nimero entero, es imposible encontrar la antiderivada del integrando de la expresion:

O<c<d <

donde

] \"u_lf’_ viB
/ d_"‘

. BGT((I)

Y por lo tanto es importante obtener las areas bajo la funcion de densidad tipo gamma mediante integracior
directa.

Hay dos casos especiales de las variables aleatorias tipo gamma que merece consideracion particular:

Una variable aleatoria tipo gamma que tiene una funcién de densidad con parametros alfa igual a v entre dc
beta igual a dos se denomina variable aleatoria ji — cuadrada.



Ji — cuadrada se presenta con frecuencia en la teoria de la estadistica. El parAmetro v se denomina ndmerc
grados de libertad asociado a la variable aleatoria ji — cuadrada.

La funcién de densidad gamma para el caso especial v = 1 se denomina funcién de densidad exponencial.
B>00 y<

| E
e

(y)=
f(y 5

0
En cualquier punto.

La funcion de densidad exponencial muchas veces es util en los modelos de duracion de componentes
eléctricos.

Un fusible es un ejemplo de un componente para el cual este supuesto suele cumplirse.

LA DISTRIBUCION DE PROBABILIDAD BETA.

La distribucion de probabilidad beta es una funcion de densidad con dos parametros definida en el intervalc
cerrado 0 <=y <= 1. Se utiliza frecuentemente como modelo para fracciones, tal como la proporcion de

impurezas en un producto quimico o la fraccién de tiempo que una maquina esta en reparacion.

Funcion de densidad probabilidad:

o,pf>00 y I
o -1 B-1
y (=)
f(y)={
B(@.,B)
En cualquier otro punto donde
- - T(a)t(p)
B(o,B)=y° "(1=y)P 'dvy’=+ﬁ
T+ P)

Nétese que la definicion de (y) sobre el intervalo 0<=y <= 1 restringe su aplicaciéon. Sic<=y<=d,y=(y-C
/ (d- c) definird una nueva variable en el intervalo 0<=y <= 1. Asi la funcién de densidad beta se puede
aplicar a una variable aleatoria definida en el intervalo c<=y <= d mediante una traslacién y una medicion e
la escala.

La funcién de distribucion acumulativa para la variable aleatoria beta se llama comuinmente funcion beta y

esta dada por

-1, -1

vt (1=1) ,

F(y)= '—erIV(a,BJ
°  B(o,B) ‘

Para valores enteros de alfa y beta, ly (alfa, beta) esta relacionada con la funcién de probabilidad binomial.
Cuando y = p, se puede demostrar que



a-l Bl n

ng y (I_V) Y \ N=
[<(I)‘)= —ClV: p./(]_p) y

B(a,B) -
En donde O< p < 1y nigual a alfa mas beta menos uno.
DISTRIBUCION WEIBULL
Devuelve la probabilidad de una variable aleatoria siguiendo una distribucion de Weibull. Esta distribucién s
aplica en los andlisis de fiabilidad, para establecer, por ejemplo, el periodo de vida de un componente haste
gue presenta una falla.

La ecuacion para la funcion de distribucion acumulada de Weibull es:
Flx,o,Bl=1-¢"

La funcién de densidad de probabilidad es:

, L \
flx,o,B) = _a’\_a-le-l I

Cuando =1 la distribucion de Weibull devuelve la distribucién exponencial con:

1
)\. — E
DISTRIBUCION EXPONENCIAL

Devuelve la probabilidad de una variable aleatoria continua siguiendo una distribucién exponencial. Se usa
para la planeacién del tiempo entre dos sucesos.

Esta distribucién se puede usar en diversos casos tales como:, el tiempo que tardara una maquina de cajer
automatico en entregar efectivo. Esta funcién puede usarse para determinar la probabilidad de que el proce
tarde como maximo un minuto.

La ecuacion de la distribucion exponencial es:
- A

flod)=ke™

Distribucion acumulada;

Flxh)=1- e™

Siendo el valor del parametro y x el valor de la funcion.



