INTRO. LIMITES DE SUCESIONES

Con el estudio de limites de sucesiones se inaugura el bloque tematico dedicado al calculo (o analisis)
infinitesimal. Este nombre se debe a que se va a especular con cantidades infinitesimales (infinitamente
pequefas) en el célculo diferencial e integral, fundamentalmente, y se reflexionara acerca de sucesiones
de numeros al considerar una cantidad infinita de términos. Los conceptos del analisis infinitesimal son
de una extraordinaria sutileza y el fruto de muchos afios de pensamiento.

En el estudio de progresiones se indicd que una sucesién es una coleccién de niameros dispuestos uno a
continuacion de otro y separados por comas. Esto puede considerarse como una definiciébn poco rigurosa, |
una definicibn mas exacta no ayudaria mucho a entender con mayor claridad lo gue es una sucesion.

En las progresiones, en general, se centrd la atencién en un nimero finito de términos; en lo sucesivo tendi
mas interés considerar los infinitos términos de una progresion.

Todas las progresiones geométricas cuya razon, en valor absoluto, es menor que uno, tienen algo en comd
los términos de la sucesion se van acercando a cero rapidamente (la sucesién tiende a cero).

Por supuesto, no todas las sucesiones presentan la particularidad de que sus términos se aproximen
paulatinamente a un nimero, llamado limite de la sucesién. Las que asi se comporten se llamaran
convergentes y, de todas las sucesiones, éstas son las merecedoras de estudio.

El concepto de limite ha sido de enorme utilidad en el desarrollo de las matematicas; en él se fundamenta ¢
calculo infinitesimal.

Aungue muchos matematicos utilizaron la idea intuitiva de limite, fue el barén de Cauchy (1789-1857), a
principios del siglo XIX, quien dio una definicién satisfactoria de limite y, en consecuencia, de derivada de
una funcion.

SUCESIONES. LIMITES
Una sucesion genérica se simboliza por al, a2, a3, ..., an, ... en la que el subindice

denota, con toda exactitud, el lugar que cada término ocupa en la misma. Asi, a5 es el quinto término de la
sucesion.

Cuando en una sucesién haya que referirse a un término cualquiera sin especificar el lugar que ocupa se h
siempre mencién al término an , denominado término n—ésimo. En definitiva, el lugar que cada término tom
en una sucesion sera de vital importancia a la hora de hacer un minimo analisis del comportamiento de la
sucesion.

La simbolizacién de una sucesion por al, a2, a3, ..., an, ...; 0 mas simplificadamente
(an), no es en modo alguno gratuita. Los subindices recorren los nimeros naturales porque una sucesion t
tantos elementos como nameros naturales hay; es decir, una sucesion tiene una cantidad infinita numerabls

términos.

Se debe recordar que el término general de una sucesién es una expresion que permite conocer un elemer
cualquiera siempre que se sepa el lugar que ocupa.



Entorno

Name=1; HotwordStyle=BookDefault; Dado un punto (nimero) a, un entorno centrado en a es un intervalo
de la forma

(a—e, a+e); esdecir, es el conjunto de puntos xtalesquea-e<x<a+e.

Ejercicio: calculo del término general de una sucesion

Encontrar el quincuagésimo término de la sucesiéon 1, 3, 5, 7,...
Resolucion:
- Es una progresién aritmética de diferencia 2.
- Su término general es:
an=1+(n-1)-2=2n-1
-ab0=2-50-1=99

I -3
10" 26° 80" 82"

@ Encontrar el término general de la sucesidn
Resolucion:

- Los numeradores forman una progresion aritmética de diferencia 2. Su término generalesan=2n + 1
- Cada denominador es el cuadrado de su numerador aumentado en una unidad:
10=32+1;26=52+1;50=72+1;82=92+1

- El término general de la sucesion es:

ap _  2n+1 _ 2n+1

b = = =
U2l (2neNZe1 4nf+dn+2

El problema del limite

Encontrar el limite de una sucesion es un problema que consiste en determinar a qué nimero, si es que ex
se aproximan sus términos.

L
)3;4)

I . 1
, ... cuyo término general es, evidentemente, a, = —,
g]

En la sucesidn 1,

M| —
m| —

al aumentar n (el nimero de orden), an esta cada vez mas préximo a cero:



1 I . .1 .
8 =z 21000 = 7~ 2001 #1000 000 = Tappggg - 00001

1.Ningdn término de la sucesion llega a valer cero.

2.Elegido un entorno centrado en cero, por pequefio que éste sea, siempre se encuentra un término tal que
partir de él todos los términos de la sucesion estan dentro de ese entorno.

Por ejemplo, si se elige el entorno (-0,0001 ; 0,0001), a partir del término a10 000, todos los demas términc
(an, n > 10 000) estan en dicho entorno.

En efecto:

-al0 000 = 0,0001. Coincide con uno de los extremos del intervalo y, por definicion, no tiene cabida en él.

* 30001 = m =0,0000999 <0,0001 y, portanto, pertenece al intervalo

(-0,0001 ; 0,0001).

- Sin>10001, an <al0 001 < 0,0001

- Se concluye que si n > 10 000, an T (-0,0001; 0.0001).

Este ejemplo pone las cosas a punto para comprender la definicion de limite de una sucesion.

LIMITE DE UNA SUCESION

Némezl; HotwordStyle=BookDefault; Name=2; HotwordStyle=BookDefault; Dada una sucesion (an ), se
dice que (an) tiene por limite 1, tiende a | 0 converge a | cuando n tiende a infinito (¥), y se simbolizara

lim &, =1,
=

0 mas simplificadamente
(an)® I,

si para todo e > 0 (épsilon) tan pequefio como se quiera, existe un subindice n0 tal que para todo n 3 n0, an
pertenece al entorno (I — e, | + e).

Es decir, a partir de un elemento en adelante todos caen en el entorno citado.

Esto significa que paran3n0,|an-1|<e.

Y recordando el significado de valor absoluto, | an — | | < e se traduce en
—e<an-1<e,ysumando | alos tres miembros de la desigualdad, | -e <an<1+e.
EL numero n0O que se ha de encontrar para cada e, depende de éste.

En general, cuando mas pequefio se tomo e, mayor ha de ser el nO correspondiente.



Sucesibén convergente

Toda sucesién que tenga limite se dice que es convergente.

Una sucesion (an ) que tenga por limite |, se dira que tiende a | o que converge a .

Ejercicio: Demostracion de fim a, =/

H—w
. 1 1 1
(D Demostrar que la sucesidn 1, 33 g COnverge a cero.

Resolucion:
-Se toma un e cualquiera (sin especificar mas).

-Hay que encontrar un no tal que paran3no,0-e<an<0+e.

1 1
Como a, = o hay que encontrar un n, tal que paran2 n,, -£< - <z
1 N -
De > < £ ge deduce, sin mas que multiplicar por »n, que 1< ne.
. 1
Y despejando n, n>;.
. 1
Como n 2 n,, basta elegir n, de modo que n 2 ny > —.
£

Asi, siseelige, £= el n, que hay que tomar es n, =1000.

_1 y_1
1000 11000

1 1

En efecto, sin2n, >1000, a, = - < om0 = £ De este modo se cumple

1 1

e ~Ta00 <% “Tooo °

a partirdel término n, =1001, todos los

— . 1
Esto significa que elegido un £ = Tooo"

. o . 1 1
té de | in — t lint o|-——, —=|
érminos de la sucesidn — se encuentran en elinterva o[ To00° 1000]

De todo lo anterior se deduce que 1;—)0.

2. Decidir si la sucesién de término general



2n-3
nh+46

an

es convergente y, en caso afirmativo, hallar el limite.

Resolucion:

Name=2; HotwordStyle=BookDefault;
-Paran=1,al=-1/6 =-0,1666
Paran=7,a7 =0,9166

Sin= 142, a142 = 1,91 155; 1200 < % = 1,99?5; a5000 < 1,9974;

al10 000 =1,9997001; a30 000 = 1,9995667;...

Todo parece indicar que el limite de esta sucesion, cuando n tiende a infinito, es 2.
Para probarlo, se hara uso de la definicion.

- Se toma un e cualquiera.

- Hay que ver a partir de qué n se cumple |an — 2| < e.

2n-3 _|_|-13]_ 13

= <
| n+5 [n+5] n+5 £

. .13
®Hay que resolver la inecuacidn TiE < &
N+

13<e(n+5)=en+5e b 13 -5e<en.

13 -5¢

Dividiendo los dos miembros entre £ <h

. . 3-5¢
®FElegido un £ cualquiera, hasta tomar ng >

1
13-5——
Por ejemplo, si £ = L Ng 2 1000 - 12 gg5.
1000 1

1000

En consecuencia, al2 966, al2 997, al2 998 ... estan todos contenidos en el

1 1
entorno (2 " ik 2+ 1 DDD]'




Primera propiedad de las sucesiones convergentes

a) Si una sucesion (an ) tiene limite | positivo, existe un término a partir del cual
todos los términos de la sucesion son positivos.

b) Si una sucesién (an ) tiene limite | negativo, existe un término a partir del cual
los términos de la sucesion son negativos.

¢) Si una sucesion converge a cero, no se puede asegurar nada acerca del signo de cada uno de los térmir
la sucesion.

Demostracion:

Name=3; HotwordStyle=BookDefault;

&) Siles positivo, se toma £ = %y se considera el entorno [% %]
-Por definicion de limite de una sucesion, existe un subindice n0 tal que para

. I3
n 2 n,, a,estaen elentorno 5, ? .

. . / . L
®Esto quiere decir que 0 < 3 < ap, lo que prueba que a partir de un término en

adelante, los que le siguen son positivos.

b) Si les negativo, se considera el entorno [? 5’.] donde £ = 5’.

Name=4; HotwordStyle=BookDefault; El razonamiento es analogo al del caso anterior.

W) =
| =
M| —
o =

. . 1
¢) Basta con poner un ejemplo. La sucesion -1, 30T

cuyo término generales , converge claramente a cero y sustérminos

(-1”
n
son alternadamente positivos y negativos.

Sucesiones alternadas

Son aquellas que alternan los signos de sus términos (positivo, negativo, positivo).



Sucesiones divergentes

Una sucesion es divergente si los términos se aproximan cada vez mas a infinito o0 a menos infinito (+¥ ¢ -
Expresado de forma rigurosa:

-Una sucesién (an ) tiene por limite +¥ ¢ diverge a +¥ si elegido un nimero k tan grande como se quiere, se
puede encontrar un subindice no tal que para cualquier

n3no,an>Kk.

Esto es equivalente a afirmar que para n 3 no, an esta en el intervalo (k, +¥), es decir, los términos se hace
tan grandes como se quiera.

-Una sucesién (an ) tiene por limite —¥ 6 diverge a —¥ si elegido un nimero k tan
grande como se quiere, se puede encontrar un subindice no tal que para cualquier
n3no, an<-k.

Esto equivale a decir que para n 3 no, an pertenece al intervalo (—¥, —k).

Igual gue en las sucesiones convergentes, para cada numero k elegido, el subindice no seré distinto. Cuan
mayor sea k, mayor resultara no .

Sucesioén oscilante
Name=5; HotwordStyle=BookDefault; Una sucesion (an ) se dice que es oscilante si no es convergente ni
divergente.

Ejercicio: sucesiones divergentes y oscilantes

Probar que la sucesion an = 5n2 — 9 diverge a +¥.
Resolucion:
-Se elige un namero k tan grande como se desee. Por ejemplo k = 108.
-Hay que encontrar los valores de n para los cuales an >108, es decir, 5n2- 9 >108.

-En 5n2 — 9 > 108 se suma 9 a los dos miembros: 5n2 > 108 + 9 = 100 000 009.

Se divide entre 5: n? > w: n> ,}m =4 472

A partir del término a4 473, an > 108.
¢ Tiene limite la sucesion an = (=1)n -3?

Resolucion:



- Los términos de esta sucesion son:

-3,3,-3,3,-3,3, ...

-La sucesién an = (-1)n -3 es oscilante.

- Se ha de probar que no tiene limite: los posibles limites son 3y —3.

Supdngase que /m a, =3
h—o

Si se toma e =1, los términos impares a2n-1 = -3 no éstan en el intervalo

(I-e,1+e)=(2, 4). No se puede encontrar un n0O a partir del cual todos los términos estan dentro del
intervalo (2, 4).

Supdngase que /m a, = -3
h—

Si se toma e =1, los términos pares a2n = 3 no se encuentranen (I —e, 1 +e) =
(-4, 2). No se puede encontrar un n0 a partir del cual todos los términos estén dentro del intervalo (-4, 2).

®Esfacil observar que Jfim a, # t o,
n—reo

Por lo tanto la sucesion es oscilante.

Es facil caer en la tentacién de tomar el intervalo (-4,10) y pensar que puesto que todos los términos de la
sucesion pertenecen a él, la sucesion deberia tener limite.

Sin embargo, la definicién de limite obliga a que elegido un e cualquiera todos, salvo una cantidad finita de
términos, queden en el intervalo (I — e, | + €). Basta, pues, elegir un e para el que no se cumpla esta premis
concluir que la sucesion no tiene limite.

SUCESIONES ACOTADAS

Sucesiones acotadas superiormente e inferiormente

Una sucesion (an ) esta acotada superiormente si existe un nimero k tal que cualquier término de la sucesi
es menor o igual que k, es decir, para todo n,

an £ k.
Al nimero k se le llama cota superior de la sucesion.

De la misma forma, una sucesién esta acotada inferiormente si existe un nimero M tal que cualquier térmir
de la sucesion es mayor o igual que M. En consecuencia, para cualquier n, an 3 M.

Al nimero M se le llama cota inferior de la sucesion.

Sucesion acotada



Una sucesion que esta acotada superiormente e inferiormente se dice que esta acotada. En este caso exis
namero k tal que -k < an <k, es decir, |an | < k.

Observando estas definiciones es claro que una sucesion que diverge a +¥ no puede estar acotada
superiormente, y una sucesion que diverge a —¥ no esta acotada inferiormente.

Ejercicio: ejemplos de sucesiones acotadas

. .. 2 1 .
(D Probar que la sucesién de término general a, = estd acotada

+
e
inferiormente por 2 y superiormente por 3.

Resolucion:

o
Name=1; HotwordStyle=BookDefault;

2
®Hay que demostrar que a, = okl 2 2.

2

Multiplicando ambos miembros por n2: 2n2 + 13 2n2.
Restando 2n2 : 130, lo cual es cierto.

+1

e

Por lo tanto 2

22 y a, esta acotada inferiormente por 2.

®Hay que probar que 2n22+1 <3 ; es decir, 20 +1< 3n°.
n

Restando 2n2 a los dos miembros, 1£ n2.
Y esto es cierto ya que n es un nimero natural.

+1

n2

2 . .
Luego <3 y ay, esta acotada superiormente por 3.

207+ .
@ Probar que la sucesidn esta acotada.

"

Resolucion:

®En elejemplo anterior se ha visto que 2 <

2n% +1

7

®Escribiend —4<2<2”2+1<3<4 f
Scripiendo _T hS , Se lene que

<4




Otras propiedades de las sucesiones convergentes

- Propiedad 1

Cualquiera sucesion convergente esta acotada.

- Propiedad 2

Si(an) y (bn) son dos sucesiones convergentes con limites L1 y L2 respectivamente,
y tales que an £ bn para todo n, entonces L1 £ L2.

Esdecir, de a, < b, se deduce que iim a,< im b,
h—w h—wo

- Propiedad 3

Si(an), (bn) y (cn) son tres sucesiones convergentes tales que an £ bn £ ¢cn

paratodon, y fm a,=L= lm c,, entonces im b, =L
e e H—a0

La ultima propiedad se utiliza en numerosas ocasiones para determinar el limite de una sucesion si se conc
los limites de otras dos sucesiones, una de ellas con términos mayores que las de la primera y la otra con
términos menores.

Ejercicio: calculo de limites

. - A n-1
(D Calcular el limite de la sucesidn de término general a, = —5
n
Resolucion:
0¢ —nn;1 o
. n-
®Es claro que para cualquier n, 08 —<—
y n-1,.n _1 "®oon
o

- La sucesion constante 0: 0, 0, 0, O, ... tiene por limite 0.

®| a sucesidn by, = — también tiene por limite cero. Por consiguiente,
n

fm 0< Iim n_-1 < fim 1— =0,
h—e h—e n2 e

. on-1
y se concluye que iim ——=0
Pava

10



INFINITESIMOS

Una sucesion es un infinitésimo si es convergente y tiene por limite cero.

(@) s un infinité simo si fim &, = 0. Por definicidn de limite, {a,) es un
h—w

infinitésimo si para todo e existe un n0 tal que paratodon3n0,|an-0]|=]an|<e.

Ejemplos:
o e, 1
1. La sucesidn > es un infinité simo pues ;—)D

L,h P . . n
2. La sucesion — €5 otro infinité simo pues segin se ha visto, -0
n ;2

Propiedades de los infinitésimos

1. La suma de dos infinitésimos es un infinitésimo
Siliman=0ylimbn=0PIlim@n+bn)=0

2. El producto de un infinitésimo por una sucesion acotada es un infinitésimo.
Siliman =0y bnes acotada b lim(an - bn)=0

3. El producto de infinitésimos es un infinitésimo.

Siliman=0ylimbn=0P Ilim(@an-bn)=0

4. El producto de un namero por un infinitésimo es un infinitésimo.
Siliman=0PpPlim(k-an) =0

5. Si una sucesion (an ) converge a L, la sucesion (an — L) es un infinitésimo.
Siliman=LPlim@an-L)=0

PROP. DE LIMITES DE SUC.

Primera propiedad

La suma de dos sucesiones convergentes es convergente y su limite es la suma de los limites.

lim a, = &4

= liria, + =1+ [
J'im.@,=.f_2} m(n n) J‘-*I 2

Segunda propiedad

11



La diferencia de dos sucesiones convergentes es convergente y su limite es la diferencia de los limites.

lim a, = 44

im b, = LQ};% firay, - by) =L - Ly

Tercera propiedad

El producto de dos sucesiones convergentes es convergente y su limite es el producto de los limites.

lim a, =4

i L2}= linfay-b) = Ly

Cuarta propiedad

Si una sucesion (an ) tiene limite L, distinto de 0, y tiene todos sus términos también

distintos de 0, entonces la sucesion [1—] = i l l ... s convergente y su limite
@} @ a3

an
esl
7
fima,=L#0 11
= im—=—
ap,t0 ¥, ap, L

Quinta propiedad

Sean (an) y (bn ) dos sucesiones convergentes que tienen por limites L1y L2.

Siademas b, # 0 paratodo ny Ly #0, la sucesidn [%] es convergente y tiene

ooy
por limite —.
L
lim a, = 4 ;
Iimb, =1y #0 :ﬁm%:f
b, 307, & e

CALCULO DE LIMITES (1)

L. . 1 . .
Limites de sucesiones a, = — siendo m un niimero natural
n

Esclaro que 0¢ Lm < —. Se ha comprobado que Jim 1 =0

1
h n = N

Por una de las propiedades de sucesiones convergentes,

fm 0< im im < lim l
oo h—=w n = N

12



Como Jim 0=0y J‘."ml=D, J':'m1—m=0.
e n—e N

s . . - . T -
Limites de sucesiones de término general a, = » ., con m nimero natural

La sucesidn an = n tiende a ¥, ya que sus términos se hacen tan grandes como

se quiera.

Para cualquier nimero natural m, n™ > n. Portanto, si fim n==, fim o™ ==
= =

Ejemplo: célculo de limites

. 2n-3 . 1
(0 Dada la sucesidn a, = ——, calcular fim —.
n+5 noe @,

Resolucion:

tiene limite 2 2 0.

. - 2n
®Se comprohd que la sucesidn a, =

. _2n-3
®Para cualquier n, a, = TE 20
®Por o tanto, al,, = 2nn+—53 y su limite es m;ni% =%

. oo
@ Calcular el limite de la sucesidn —-
n
Resolucion:

” 1
®La sucesion es de laforma &, = — conm=3.
n

1
®Por tanto, J’:m—3-=U
n—oen

. .. 5
3 Calcular el limite de la sucesidn — -
n

Resolucion:

"
o

®Por las propiedades de los limites, Jim = lm5- lim —12- =5-0
n—e !‘12 n—e n—e n

@ Calcular fim (n° -7).
o

Resolucion:



-Se saca factor comun n3.

3 4_ .3 I
n-7=nl1-—=
(-]

®Se sabe que ﬁm%=0, por tanto, J’im1—l3=1—0=1
= n n—w n

*Camo Jim n° = =, J’.fm(n3 =71 = Im n3[1 -%] ez
n—e n—ow h—ro0 n

@ Calcular Jim (-r% +3n+10),

h—a0
Resolucion:

-Se saca factor comun n2 (siempre el término de mayor grado):

2 ) 3n 10Y_ 2[ 3 10
-n +3n+10-n2[-1+—+— =p?[ 1424 =
n2 n2 n n2

®*Como J’im§=0y J'a’mE=D, J!'a'nr:[—1+§+E =-1+0+0= -1

= n n—oe N

®Finalmente, fim{-n°+3n+10) = lim n2[-1+3—+% z e (-1)=-e
h—w h—w non

Antes de pasar a estudiar el siguiente caso de limites de sucesiones es preciso conocer una propiedad que
de frecuente uso.

Propiedad

Si (an) es una sucesion que tiene limite a1 0y (bn ) es otra sucesidén que converge

. a”
a cero, entonces fim — = o,
e

limap=a#0
I by, =0

. a
= fim2t=w
by

Ejemplo: calculo de limites

(D Calcular fim M

nse h+h

Resolucion:

14



(2n-3) _20-3 1
n+5 n+5 pl

®Basta ohservar que

®3Se ha probado que  im M =2 +#0 y se sabe que /im lz =0
n—ee n+5 n—=e n

®Por |la propiedad anterior, fim _(Qn-3)n2 = w®
e n+h

Limites de sucesiones de término general un cociente de polinomios

apn? +a, P+ L ranta

Se trata de calcular /i =
e pan® s b 0¥+ L vt by

Se distinguen tres casos:

A)p>q.

-Se divide numerador y denominador entre np con lo que la fracciéon no varia.

tirm aptf +ap e L vanray

oo bq,nq+ bq_1nq_1+ Lo thn+hy

1 1

Bptay-qg—* +ay = + &, s

lim n 0
1 1 1

n—e . +
bq np—q b@"1 np—q+1 !3 np-1 t’b »

®Porn him a ~1 = lima . LI = fim ag- L =0

] P N e P2 n2 = ¢ n®

- Por tanto, el limite del numerador es ap sin mas que aplicar la propiedad del limite de una suma de
sucesiones.

1 1

oY fim 97 = fim by = .= fimby,
T T B o

:DJ

por lo que el limite del denominador es cero.

apn®+ L +an+a, a

®Por o tanto, fim

h—sco bqnq+ +,Qn+bo
Siap >0, el limite es +¥.
Siap <0, el limite es —¥.

Blp=q

15



-En este caso se divide numerador y denominador entre np :

; apn"+ap_1n"_1+ L. tan+a
im =
-1
e P by qnP T e o rhnt iy

1 1 1
o BT AT e T T
i 1 1 1
n— bp"‘bp—-f;* +b‘.nﬁ'_1+bo.ﬁ
®Pero fim a e v a LI = lim N i & -i=0
e PN e P2 il P e O P
Por lo que el limite del numerador es ap .
®Y Jim B, ~l= fim B, -l= = fim B- 1 = flim !:b~i=0
T O T -

El limite del denominador es bp .

El limite es, por tanto, el cociente de los coeficientes de los monomios de mayor grado del numerador y
denominador.

C)p<q
-Se divide numerador y denominador entre nq :

U 1
Popg-p

»
a, '+ . +tan+a
Iim bp = : bo = fim 7
e nt+ 0+ n+ 0 e + g —+ + C—— p—

- Analogamente a los casos anteriores,

i a,- LI i apy— - L = = fimoay- = fimag- =0
pEP e g T A e T e g T

por lo que el limite del numerador es cero.

- Se observa, como en los casos anteriores, que el limite del denominador es bp .

- Aplicando la propiedad del limite de un cociente,

a,n+ . +tan+ta
fim £ B i e
e hante o thntly

_E.:D
bq

Si Py Q son dos polinomios de la forma descrita y tales que grado P = p y grado
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Q =g, entonces:

J _
(D Calcular Jim M
e Inc-n-1

Resolucion:

El grado del numerador, 3, es mayor que el del denominador, que es 2. Como el coeficiente de n3 es -1 < |

. 3n2-n3+5n-?_
iamz—-
e Int-n-1

-0

@ Hallar him M
nso3nf + n-1044

Resolucion:

Operando en el numerador, 2(n — 5)(h — 3) = 2n2 — 16n + 30, se observa que el grado del numerador es igt
al del denominador, esto es, 2.

2 -16n+30 2
I;m2———
e 3nc +n-1044 3

17 _ 17

3 Encontrar el limite, cuando n tiende a infintto, de W
(" =-7n

Resolucion:

- Haciendo uso de que una suma por una diferencia es igual a la diferencia de cuadrados, (n17 — 1)(n17 +
(n17)2-12=n34-1

- Aplicando la propiedad distributiva del producto en el denominador,
(N34 -7)n=n35-7n

- Asi, el grado del numerador es menor que el del denominador; consecuentemente,
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lirn (n7 1) (7 +1) =0
e (-7

.ol
@ Demostrar que Iim — =0
n—en

Resolucion:
- Se puede observar que

o _onp-Nn-2Y(n-3)... 221, n-n-n... n

1
n nhnn.n nhn..hn oD

ya que cada factor del numerador, excepto el primero y el dltimo, han sido sustituidos por nUmeros mayore:
-l1<n:n-2<n;..:;2<n.

nl
— £

o1
®Por |0 tanto, 0< —
n"oon

1 . L 1
®Puesto que fim—=0, im0< lim — < lim —=0, se concluye
e N = h—a n” h—e N

.onl
i —n=D
e on

CALCULO DE LIMITES (1)

Otras propiedades para el célculo de limites

1. Si una sucesién (an ), cuyos términos son todos positivos, tiene limite a1 0,
entonces
lim log a, = log a
s
2. Si p es un numero positivo y (an ) es una sucesion que tiene por limite a, entonces
tim p@e = p?
n—eo
3. Si (an) es una sucesién de términos positivos que converge a un nimero a
también positivo, entonces, para cualquier exponente s

im{a,)® = a®
hr—w

4. Si (an) es una sucesion de términos positivos convergente a un nimero a, mayor que cero, y (bn) es ot
sucesion convergente a b, entonces

18



lirn af» = a®
h—w

Ejercicio: célculo de limites

5_
(D Calcular fim J’nw
e it enT-n-4

Resolucion:

- Por ser un cociente de polinomios en el que los grados del numerador y denominador son iguales,

im ———5——=—=3

3" -2n7+3 3
nson®+nt-n-4 1

5_
®5e concluye que fim J‘nw =

7 n3
e nlenT-n-4

@ Calcular fim 587
n—seo
Resolucion:

®Si se observa que 47 =7l puesto que lim 1. 0, fim 7" =70 =1
n—e n =

®Por lo tanto, Jim 547 = gl=5
h—o

3 Encontrar Jim
H—a0

[2n2-3n+1]3n+?

Resolucion:

- Tanto la base como el exponente son casos de limites de cocientes de polinomios

gue tienen el mismo grado. El limite de |a hase es 2, y el del exponente %

1
®Por |a dltima propiedad vista, el limite que se pide vale 23 =302

Calculo de limites con sucesiones divergentes

Al aplicar las propiedades de célculo de limites a sucesiones divergentes hay que tomar ciertas precaucion
Por ejemplo, ¢ cual es el limite de una suma de dos sucesiones, una de las cuales diverge a +¥ y la otra
converge a un numero cualquiera? Segun la propiedad del limite de una suma de sucesiones, dicho limite
habria de ser (+¥ +a), siendo a el limite de la sucesion convergente. Ahora bien, ¢ qué significa la suma (+¥
+a)? Intuitivamente significa que se estd sumando una cantidad infinitamente grande a un nimero; desde
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luego la cantidad resultante ha de ser infinitamente grande. Esto puede simbolizarse escribiendo
(+¥) +a=+¥

lo cual induce a pensar que la suma de una sucesion divergente y otra convergente, necesariamente es
divergente.

Analogamente, si un nimero menor que 1 se multiplica consigo mismo, cada vez que se hace uno de estos
productos, el resultado va haciéndose menor.

2 3 4
N (L ()
En efecto, (5) oy [2] = (2] B etc.

Si este proceso se repite hasta el infinito, no parece descabellado pensar que si una sucesion (an ) conver
un numero positivo y menor que 1y otra suce:@}ggmtiende a +, el limite de eg,, sea cero.

Este hecho puede simbolizarse por a+¥ =0, siendo 0 <a< 1.

Utilizando este simbolismo se tienen los siguientes resultados:

Name=1; HotwordStyle=BookDefault;

Ejemplo: calculo de limites

35 +7
- + h=3
(D Calcular iim 207 -3n 1]
n— -5
Resolucion:

- La base es un cociente de dos polinomios del mismo grado, por tanto su linité es
4 2

- El exponente es también un cociente de dos polinomios en los que el grado del denominador es menor gL
del numerador; y por ser el coeficiente de n5 negativo, el limite es —¥.

® s, el limite es de la forma [l] = 4o

35 +7
[2n% -3n+1] 273
lim = 4w
s
e _£3
@ Hallar fim 3 -n-5 50" +n
e n-7 "o+ 2n
Resolucion:
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- Es el limite de un producto. El primer factor es un cociente de dos polinomios siendo el grado del numerac
mayor que el del denominador, y al ser el coeficiente de mayor grado del numerador 3, positivo, el limite es
+¥,

- El segundo factor es otro cociente de polinomios, esta vez del mismo . -5 _
grado.” Su limite es T -5.

El limite que se pide es de la forma (+¥)-(-5) = —¥

im 3n2—n—5_—5n3+n o
h-7 n3+2n

Limites indeterminados
Se llaman limites indeterminados a los que presentan alguna de estas formas:

'
@0

. Doo 0.0 : 4o
© mnD'muu' ,D a1

Contra lo que se pudiera pensar, un limite de la forma ¥ — ¥ no da, en general, como resultado cero, tampo
un limite de la forma 1¥ da siempre como resultado uno. Por esta razon se les llama limites indeterminados
se requiere hacer un estudio particular para cada caso.

Obsérvese que ya se han estudiado varios casos de indeterminaciones de la

«@ . . . . .
forma — al tratar los limites de cocientes de polinomios y el resultado variaba de

L=

—¥ a +¥ pasando por todos los valores intermedios.

Ejemplo: célculo de limites

(O Calcular J‘a’m(JnT-Jr_)).
n—a0

Resolucion:
-Este limite es de la forma ¥ — ¥. Indeterminado.

Este limite se resuelve multiplicando y dividiendo por el conjugado, es decir, por
Jn+1++fn (El conjugado de a +b es a- b))

i (5T ) = i (V1= 40) [T+ ) _
= e (Jn+1 + «}{;)
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- Por tanto el limite se reduce a calcular

1
fim =—=0
e adn+ T+ .']’_ «@
2n +1
@ Calcular J’.'m
Resolucion:

- El primer factor tiene por limite cero ya que el grado del numerador es menor que el del denominador.
- El segundo factor tiene por limite ¥ pues el grado del numerador es mayor que el del denominador.
- El limite es por tanto de la forma 0-¥ . Indeterminado.

- Multiplicando las dos fracciones:

1 20741 20741
P+l n-5 P -5pf+n-5

- Al ser un cociente de polinomios de igual grado,

m ———e———=-=2

nend -5pf+n-5

3 Calcular fim J_‘

e N

2 +1 2
1

Resolucion:

o./n = « pues 4/n se hace tan grande como se desee.

. ’ ’ . «@ .
®n— o porla misma razdn. Ellimite es de la forma —. Indeterminado.

@

ehuttiplicando y dividiendo por

L R I N
n N afhn nJ_ J_
in 1
®Puesto que N — =, fim -0 = im—=1=p
que i = i ==
@ Calcular fim —L
P e +30-2
Resolucion:
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®FE| limite es de la forma i. Indeterminado.

w0

-Se saca factor comdn n2 en la expresion n2 + 3n -2:

2 _ .2 3n 2 _ .2 3 2
n“+3n-2=n [1+?—n—2]—n (1+;—?

.qf +3n-2= n2[1+3_-i]=n 1+§-i
n o oné noope

.ASl', Jzzn = 23n 2 = 32 2
n“+3n-2 {1+ 2 -2 1432
nJ'Fn n2 \]+n nz
*Como ﬁm§=0y J’a’m%=0, lim 1+§-%=ﬁ=
h—e f = n = h n
. . 2n . 2 2
®Finalmente, M ——m———= I ———==—=2
e +3n-2 ﬁ,,g_% 1
n o n

EL NUMERO E

_ y 1Y
El limite de la sucesidon a, = [1 +—| , cuando h = « es:
n

n
lim [1+1—] =17, indeterminado.

e n

n
Sin embargo, se demuestra que Jim [1 +—] =e
el n

El nimero e puede expresarse también asi:

e= _+l+l+
1 20 3
1 1
+—+ + —+
4 7 nl

Con la ayuda de una calculadora se pueden calcular algunos términos de esta sucesion:

al=(1+1)1=2
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1 100
6100—(1+1DD] =2,7048138

1000
21000 ~ [1 + ] UDD] = 27169239

1 1 000 000
] =2,7182805

&1000 000 = [1 * 7000 000

El limite de esta sucesion es el nimero irracional e = 2,7182818... (No serd demostrado por su dificultad.)

Este resultado tiene gran importancia, ya que el nUmero e aparecera, en general, en los limites de la forma

Propiedad para calcular limites de la forma 1¥

=i (&) vy (b,) son dos sucesiones tales que fim a,=1y Im bya,-1) =c, entonces
n—sc h—o

fim ab = &°
e

Ejercicio: calculo de limites de la forma 1¥

n
(D Calcular fim [n_+1

n—el -1
Resolucion:
-Este limite es de la forma 1¥ . (Se resolverd sin aplicar la propiedad.)
- Dividiendon + 1 entre n — 1,

n+1
-n+1

2
n-1

1

®Hay que recordar que en una division D = d-c+r= % = c+%

Por lo tanto, L1=1+
n-1 n-1

=hn-1=2x=n=2x+1

®5e hace el cambio L = l
n-1 x

Estaclaroque sin ® ¥, x ® ¥

24



n

h 2x#
® im (n_+1 = lim [1 + 2 ] = Im (‘I + l]
n=rel -1 e n-1 X0 X

- Por las propiedades de las potencias,

132X 2x MG
® im [1 + —] = I [1 +— [1+ ] J’am -l
K=y X K=o X—>°° K=o
X X 2 f
. 11 _ . 1 _ .2 , 1
®Pero fim|1+—| =g luego Jim||1+— ety Im|1+—
K=o X K=o X X0y X

n+ ”_ 2.4- .2
®Se tiene, por consiguiente, que  fim =g =g
n—ol n-1

ne+
@ Calcular Jjim 2n-3] n
nseA 20+ 5
Resolucion:
®Es un limite de la forma 1° pues lim 288 _ 2 =1y lim 41
e 22n+s 2 n=e h-1

Se resolveréa aplicando la propiedad.

. 2n-3 r)2+1
.S = =
' @n 2h+5 ¥ by nh-1
b(a _1):n2+1[2n—3_1]: -8 -8
o n-1\2n+8 ) 2n2+3n-5
-8r° -8 8
'J’:mb ap-1 = Iam—z-_=_4
n(n ) 2!]24-3}’) 5 2

- Aplicando la propiedad,

nE+

; 2n-3nT1_ . b,,_ﬂ4_1
m[2n+5] Jim ayr = = -

h+1
3 Hallar fim ( nr 4]

perel h+ 3

Resolucion:
-Este limite es de la forma 1¥. (No se aplicara la propiedad)

- Sedividen + 4 entren + 3;
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-n-3
1
n+3
1
n+4 1
=1+
h+3 n+3

®5¢e hace la identificacidn L=l=>x=n+3=% h+l=x-2
n+3 x

Cuandon® ¥, x ® ¥

h+1 n+1
'Ia‘m[n+4] - ﬁm(1+ ! ] =
n=el h+3 n—reo n+3

:’am[1+ ]
— X—o _ e _
__2_
J’am[1+ ]
X—yeo
s5n-1
n +3n
@ Calcular !am

Resolucion:

-Limite de la forma 1¥.

2
h<+3n
®Se |lama a, =
" n® -1
i ay, = lim n22+3n=1:1
0 pse pe -1 1

®Sihy, =5n-1, byla,-1) =(En-1) [?_11] -

n2+3n-n2+1] _ 1502 +2n-1

=(5n-1)[ o

n‘ -1



1502 +2n-1 15

Ak - = im ————=—=15
Jim byl(an -1) = m = 1
5n-1
®Por tanto, fim 7 +an)” = fim ab :e,i’;;”.?.b»(g»"ﬂ = 15
"o ;?-1 pow
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