FORMULAS DIFERENCIALES DE PRIMER ORDEN

INTRODUCCION

Tras la elaboracion de la triangulacion y el calculo de las coordenadas geodésicas de los puntos es posible
los datos iniciales (longitud y azimut del lado inicial, las coordenadas del punto inicial) tomados durante el
proceso estén sujetos a pequefas variaciones.

Esto conlleva la necesidad de corregir las latitudes, longitudes y azimutes calculados para la triangulacion.
Una opcién seria resolver de nuevo los triangulos y calcular las latitudes, longitudes y azimutes en base a I
nuevos datos iniciales, sin embargo es mas sencilla la opcién alternativa, consistente en la correccion de la
coordenadas de los puntos calculando las correcciones a éstos.

Las formulas que expresan las correcciones de las coordenadas geodésicas de los puntos y los azimutes d
direcciones para cambiar los datos iniciales de la triangulacién, se llaman formulas diferenciales de primer
género.

Existe un segundo grupo de formulas encargadas de referir las coordenadas geodésicas calculadas bajo ul
elipsoide escogido a un nuevo elipsoide con parametros distintos. A las férmulas que expresan las
correcciones a las coordenadas geodésicas por el cambio de parametros del elipsoide, se les denomina

férmulas diferenciales de segundo orden. En éste caso las dejaremos fuera de nuestro ambito de estudio y
centraremos en la deduccién de las férmulas diferenciales de primer orden.

0. -DATOS DE PARTIDA

PUNTO 1 A (B1, L1)

PUNTO 2 B(B2, L2)

Al12 : Azimut de A hacia B

A21: Azimut de B hacia B

Donde

B es la latitud geodésica

L es la longitud geodésica.

El esquema de trabajo a seguir sera el siguiente:

1- Deduccién de los valoreb‘ff'
,dL’:“

JA BI
’dAI.l



2- Deduccion de las magnitudés;
AL
dA;

3- Deduccién de las magnitudes buscalfﬁi\ﬁ"2
dLAl.l )
A AL2
’dAz.l

Comenzamos el proceso de célculo:

Si B1 varia dB1, y también varian dA12 y ds. , para hallar las expresiones del punto B necesitamos dB2, dL
y dA21, que vienen en funcién de dB1, dA12 y ds;

Por lo tanto nos encontramos con la siguientes expresiones:

B, B, B,

dB, = —dB, + —ds+—=dA,
) B, s A,

dL, = L dB, + L ds + L, dA, +dL,
© B, s A,

dB, = A dB, + et ds + el dA,
) B, s A,

dB, = dB" + dB; + dB*
dL, = dL +dI% +dL +dL*

dA, =dA)! +dAj, +dA»

1. -CALCULO DE LOS VALORES DE dB2B, dL2B y dA21B

Si el punto A" se encuentra sobre el meridiano de A y posee una latitud B1+dB1. La longitud de la linea
AB=s, desplazamos B a la posicién B1", entonces, se podra afirmar que A'B1"=s.



Luego:

B
dB,’" = —2‘181
2 B,
Obtenemos:

BB, = AA =M dB,cosA,
AA =M dB sen A,
gue no es mas que la diferencia de

latitudes de los puntos B1" y B:

- MldBI cos AI2 cos A_,I
M,

y la diferencia de latitudes be los puntos B’y B1" :

- MIdBI sen An sen A_,I
M,

ComoAA, BB,

entonces podemos afirmar que:
dB)' =
—M dB cosA,cos A,

M,
- M,dBI sen A|3 sen AzI

M,




M ‘
dB)" =-—LdB (cosA,cosA, +senA,sen A, |
- M, ) B } )

Considerando el triangulo ABP, como esférico:
cosl =—cos A, cos A, —sen A, sen A, cosC

Suponiendo queoss = |
, obtenemos:

M
dBf' = —'cosldBl

2

Para la deduccién déLf'
, observamos que:

L, =L+1, dL, =dL +dl, dl =dl" +dI’ +dlI*

De la misma forma se obtienen las siguientes ecuaciones:

dLy =
—M dB cosA,sen A,
N,cosB,
+ M dB sen A,cos A,
N,cosB,
b M, ' |
dB)" = ——dBI(_cos A,sen A, +sen A, cos A, )
. N,cosB, i i i i

De la figura de arriba se deduce que:



sen B,sen/ = —sen A, COSA, +COSA, sen A, C0osC
—sen B,sen/ =sen A, COSA, —COS A, sen A, COSC

Si suponemos qu&sC = |
, entonces:

M
I = —Lsenltg B,dB,

2

Para deduc'u‘IAz”l‘

A, = A, 180 +t
dA,, = dt

Del tri ngulo cPb:
sen B, =cot gl tgt
tgt =tglsen B,

Si diferenciamos la expresion obtenemos la siguiente ecudgior: g/ sen B,

dt dl

- y sen B, +tglcosB,dB,
cos’t  cos’ : =

suponiendo queps” f = | ycos"l =]
, Obtenemos:

dt = dlsen B, +tglcos B,dB,

De forma anéloga :

M M
dAf’,‘ = —lsenltgB,senB, +tglcos B, —Lcos/ dB,
. N . - M

2 2

Si tenemos en consideracion (Me M’
| 2

, podemos obtener las siguientes expresiones:



1 2 2
— l=e"cos” B,
,

S ] ( 1 2 ‘ 2 2
dA,b:' = sen ll] —e cos B, )sen" B, 4+cos” B, dBl
© cosB, ) ) _

2. —~CALCULO DE LAS MAGNITUDES dB; ,dL; Y dA;,

Suponemos que AB = s y que varia en la magnitud BB1 = ds. Segun podemos observar en las figuras
siguientes:

El azimut de la linea BB1 es iguaﬂ_:;al —-180

, por lo tanto, segun las férmulas para resolver el problema geodésico directo hallamos que:

dB; = —cos A,,(1),ds

Como ds=s Alog S. obtenemos :
1l
. Alogs
dB, =—cos Ay (1),s
T8

De forma analoga se obtienen la longitud del segundo punto y el azimut inverso, como se puede observar ¢
continuacion:

. sen A,
dL‘p = - L 2)761‘
cos B,
dL: _sen A, {E)Jdlogs
- cos B, il

dlogs

dA;, = —sen A, tg B,(2),s
3. — CALCULO DE dB2A12 dL2A12 dA2A12
Si:

BB, = du = mdA,,



Dénde:

m Funcién de la longitud del azimut de la linea geodésica para la cual es correcta la igualdad escrita. La
magnitud m se denomina longitud reducida de la linea geodésica.

Si tomamos el elipsoide como una esfera de radio igual al radio medio de curvatura.

Tomando como esférico el triangulo ABB1 y si expresamos sus lados en medida angular, llegaremos a la
siguiente expresién

du

s
sen—  sen—
R R

sendA,, sen90

Comodu y dA

12

son muy pequenfias, se puede considerar que:

du = Rsen %dAI_,

Si comparamos esta expresion con las dos expresiones anteriores llegamos a la siguiente conclusion:

s
m = Rsen—
R

Si tenemos en cuenta que el azimut de la linea BB1 es iduata270
obtenemos que:

dB," = msen A, (1),dA,

De la misma forma se obtiene el siguiente resultado:

mcos A
dl» = ——”('Zjl,dAl,
cos B,

Para dedchA:"l"

, €S necesario tener en consideracion que la correccion al azimut inverso, como consecuencia de la variaci
del azimut directo debe estar compuesta por dos términos:

A) CorrecciondA,,
, relacionada con la longitud reducida de la linea geodésica. Esta parte de la correccién sera:

ﬂdAl,

ds “

B) Correccién basada en

el cambio del acercamiento



de los meridianos al
desplazarse el punto extremo como resultado de la variacion del azimut inicial.

Anteriormente se habia llegado a la conclusion de que:

BB, = du = mdA,,

A, =4, 180 +90

Con lo cual, se puede deducir sin complicacioén que la variacion del acercamiento de los meridianos en el
punto extremo valdra:

dt = dL;" sen B, = —mcos A, (2), tg B,dA,,

La correccién completa al azimut inverso tendrd la siguiente forma:

dA;*l'-' =dl» =ﬂdAi, —mcosA, (2),tgB,dA,,
: : ds ° R

Como sabemos:

s
m = Rsen—

Con lo cual se puede decir que:

dm s
— =COS—
ds R

Con todo ello, se puede llegar a la expresién:

-

dA;," =dA,, - \—3clA,3 -~ Rsen %cos A, (2),tg B,dA,,

’)‘)V

Si llamamos:
S J
COS—=1——
2R°
S
Rsen—=ys
R

y sustituimos en la ecuacion inicial obtendremos que :
4.-_EXPRESIONES DIFERENCIALES DE PRIMER ORDEN

Como conclusién podemos considerar que las formulas exactas, validas para cualquier valor de s, seran de



siguiente forma:

dB, = M, COSA,COsA, + dm sen A, sen A, dB, _COS A s+ ™ sen A, sendA,

= Al2 ds 3 - M-) M')

- -

2

M d sen A, c0S A,
dL, =dL, ——"2_ cosA,sen,— —= senA,cosA, dB,— P P iatiie W)

A 2
NzcosB2 ds s NzcosB2 NzcosB2 2
teB, teghB, d
dA, =-M,1g A, £ 8% COS A, COS Ay, + d_m sen A, sen A,, dB, —
1 2 § 2
te B, d te B,
- g -Sen A2|d5+ % -m g -COSA." dA|2
) 5 1 2

Donde:

dm _ mtgB, +tgA2,
ds | N,cosA, 1gA,

dm _ migB, _*_tgA‘2
ds , N,cosA, 1gA,

EXPRESIONES DIFERENCIALES DE PRIMER ORDEN
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dAzAllz . dA|2 - dA]z - 5(2)2 Ccos A2| lg BldAu



