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Introduccién



Numero complejo, expresion de la forma a + bi, en donde a y b son nimeros reales e ies.

Estos nimeros se pueden sumar, restar, multiplicar y dividir, y forman una estructura algebraica de las
llamadas cuerpo en matematicas.

En fisica e ingenieria los nimeros complejos se utilizan para describir circuitos eléctricos y ondas
electromagnéticas.

El nimero i aparece explicitamente en la ecuacidn de onda de Schrédinger que es fundamental en la teoric
cuantica del atomo.

El analisis complejo, que combina los numeros complejos y los conceptos del calculo, se ha aplicado a
campos tan diversos como la teoria de nimeros o el disefio de alas de avion.

Numeros Complejos

Los Numeros Complejos surgen al resolver ecuaciones algebraicas en las que hay que calcular raices
cuadradas de nimeros negativos.

Algo parecido les ocurri6 a los pitagéricos al intentar medir la diagonal de un cuadrado de lado 1, se
dieron cuenta que no habia ningn namero (sélo conocian los nimeros naturales y fraccionarios) que
midiese la diagonal. Esto dio origen a los niumeros reales.

Representacion Grafica de un Numero Complejo

Los numeros naturales, enteros, fraccionarios y reales se pueden representar como

puntos de una recta (la recta de los nimeros reales).

Los Nameros Complejos podemos imaginarlos como puntos de un plano (el plano de los nimeros
complejos). En ese plano podemos trazar unos ejes perpendiculares que nos sirvan de referencia para

localizar los puntos del plano.

Lo habitual es utilizar las coordenadas del punto (x,y). Cuando representamos un nimero complejo de
esta forma decimos que esta en forma cartesiana.

Esta interpretacion de los nimeros complejos (considerarlos puntos en un plano) se debe a Gaussy a
Hamilton.

También se suele utilizar un vector para localizar el punto.

En un vector con principio en el origen de coordenadas y fin en el punto, identifica el punto de una
manera inequivoca.

Al extremo del vector se le llama Afijo del complejo.
Ese vector lo podemos descomponer en dos vectores: un vector con principio en el origen de
coordenadas y fin el valor de la abscisa del punto (X,y), y otro vector con principio el origen de

coordenadas y fin la ordenada del punto (x,y).

Entonces el punto se representaria como una suma de vectores a + b.



Si definimos unos vectores unitarios sobre el Eje X o Real, ya que en el representamos la Parte Real del
namero complejo y sobre el eje Y o Eje Imaginario, representamos la parte Imaginaria. Entonces podemos
representar el nimero de esta forma xr + yi.

Los vectores r e i tienen modulo 1, ademas el vector i se define cumpliendo esta condicion: i2 = —1.

Como r tiene modulo 1 y sus potencias también son 1, no se escribe, quedando por lo tanto el nUmero en
la forma x + yi. Esta forma de representar un nimero complejo se llama Forma Binaria.

Conjugado de un Numero Complejo

Se llama conjugado de un namero complejo al nUmero complejo que se obtiene por simetria del dado respe
del eje de abscisas.

Representando el nUmero complejo a + bi y haciendo la correspondiente simetria, se tiene que su conjugac
esa-—bhi.

Dado un nimero complejo, su conjugado puede representarse poniendo encima del mismo una linea
horizontal.

Dado un nimero complejo (x,y) el complejo conjugado seria (x,~y).

Si al nUmero complejo lo representamos por n; n = (x ,y) el complejo conjugado se representa por n; n
= (x ,~y) con una raya encima del nimero.

Propiedades de los Conjugados

- Primera propiedad

El conjugado del conjugado de un complejo z es el propio z.
Demostracion:

siz=a+ bhisetieneque =a - bi,dedonde,=a+bi=z

- Segunda propiedad

Dados dos nimeros complejos cualesquiera z y z', el conjugado de su suma es igual a la suma de sus
conjugados.

Demostracion:
Tomando:z=a+biyz =c+di
Se obtiene:

a+biy'=c-di

Con lo que:

(@a+bi)+(c-di)=(a+c)+(-b-d)



- Tercera propiedad

El conjugado del producto de dos niameros complejos es igual al producto de los conjugados de dichos
ndameros:

Demostracion:

Siz=za+biyz=c+di

Setieneque z-z=(ac—-hd) + (ad + bc)i

Cuyo conjugado es (ac — bd) — (ad + bc)i .

Calculando por otro lado el producto de los conjugados, resulta que
(@-bi)(c-di)=(ac-bd)+(-ad-bc)i.

- Cuarta propiedad

Los complejos que coinciden con sus conjugados son los nimeros reales.
Demostracion:

Sea un complejo a + bi que coincida con su conjugado.

Esto equivale a que:

a+bi=a-Dhi

Pero esto solo ocurre si b = 0, es decir si a + bi es un namero real.

- Quinta propiedad

La sumay el producto de un complejo y su conjugado son, ambos, nimeros reales.
Demostracion: (a+bi) + (a—bi) =2a
(@+bi)(@a-bi)=a2-(bi)2=a2+hb2

Complejo opuesto

Dado un nimero complejo (x,y) el complejo opuesto seria (—x,~y)

Si al numero complejo lo representamos por n, el complejo opuesto se representa por n'.
Si z = a +bi

El opuestode zseria-z=-a-b

El Conjugado de z seriaz=a + bi

Operaciones con Numeros Complejos



Suma de Numeros Complejos

Dados dos nimeros complejos a + bi y ¢ + di se definen su suma como:
(@+bi)+(c+di)=(a+c)+ (b+d)i

Propiedades de la Suma de Numeros Complejos

La suma de nimeros complejos tiene las siguientes propiedades:

- Conmutativa

Dados dos nimeros complejos a + bi y ¢ + di se tiene la igualdad:
(@+bi)+(c+di)=(c+di)+(a+hi)

Ejempilo:

(2-3i)+(-3+i)=(2-3)+i(-3+1)=-1-2i
(-3+i)+(2-3i1)=(-3+2)+i(1-3)=-1-2i

- Asociativa

Dados tres complejos a + bi, c + diy e + fi, se cumple:
[(@+bi)+(c+di)]+(+fi)y=(a+bi)+[(c+di)+(e+fi)]
Ejempilo:
[(5+2i)+(3-4i)]+(-9+8i)=(8-2i)+(-9+8i)=-1+6i
BG+2)+[(B-4i)+(-9+8i)]=(B+2)+(-6+4i)=-1+6i

- Elemento neutro

El elemento neutro es 0 + Oi , puesto que
(@+bi)+(O0+0i)=(@+0)+i(b+0)=a+hi

El nimero 0 + 0i se escribe simplificadamente 0 y se le llama «cero».
- Elemento simétrico

El elemento simétrico de un nimero complejo cualquiera a + bies (—a - bi ):
(@+bi)+(-a-bi)=0+0i=0

Ejempilo:

El simétricode 2 - 3ies -2+ 3ipues(2-3i)+(-2+3i)=0



Producto de Numeros Complejos

La multiplicacién se efectia igual que si fuesen nimeros reales, pero teniendo en cuenta que la multiplicaci
de complejos no es equivalente al producto escalar de vectores.

Dados dos nimeros complejos a + bi y ¢ + di se definen su producto como:

(@+bi) (c+di)=(ac - bd) + (ad + bc)i

El producto puede hacerse operando con i como si fuese un nimero real y teniendo en cuenta que i 2 = -1
(@+bi)(c+di)=ac+adi+bci+bdi2=ac+i(ad + bc) + bd(-1) =ac — bd +i (ad + bc)

Pero para comprobar resultados, podemos representar los complejos que se multiplican por sus vectores,
resultado del producto por el vector correspondiente al complejo producto.

Propiedades del Producto de Complejos

- Conmutativa

Dados dos complejos a + bi y ¢ + di, se cumple que:
(@+bi)(c+di)=(c+di)(a+hi)

- Asociativa

Dados los complejos a + bi, ¢ + di y e + fi se cumple que:
[(@+bi)(c+di)l(e+fi)=(a+bi)[(c+di)(e+fi)]

- Elemento neutro

El elemento neutro del producto es 1 + 0 -i = 1, puesto que para cualquier complejoa+bi,(a+bi) (1 +0 -
=(a+bi)-1=a+bi.Elelemento neutro es el uno.

- Distributiva del producto con respecto a la suma

Dados tres numeros complejos a + bi, c + diy e + fi , se cumple:
(@+bi)[(c+di)+(e+fi)]=(@+bi)(c+di)+(a+bi)(e+fi)

Ejempilo:

(1-2i)[8i+(2-7i)]=(1-2i)(2-4i)=2-4i-4i+82=-6 - 8i
(1-2i)3I+(1-2)(2-7i)=(3i-6i2)+(2-7i-4i+14i2) = (3 + 6) + (-12 - 11i)
=-6-8i

El conjunto de los nimeros complejos, por contar con todas las propiedades anteriores para la suma y pare
producto, se dice que es un anillo conmutativo.



El conjunto de los nimeros complejos se simboliza por C, o también (C, +, -).
- Elemento simétrico respecto del producto

Dado un complejo cualquiera a + bi , distinto de 0 + Oi , existe otro complejo que, multiplicado por él, da el
elemento neutro del producto, es decir, 1 + Qi .

Demostracion:

Se intentara calcular el inverso de a + bi, x +yi .

Ha de verificarse que (a + bi ) (x +yi) =1 + Oi

(a+bi) (x+vyi)=(ax - by) + (ay + bx)I

Por tanto ha de ser:

ax — by = 1, multiplicando por a se tiene: a2x — aby = a

bx + ay = 0, multiplicando por b se tiene: b2x + aby =0

El conjunto de los nimeros complejos es un cuerpo conmutativo con la suma y el producto definidos.
Divisién de Nimeros Complejos

Para dividir dos complejos, se multiplica el dividendo y el divisor por el conjugado de éste, asi el divisor
pasara a ser un namero real.

Como en la multiplicacion, podemos representar los complejos por vectores, para poder comprobar los
resultados

Numeros Complejos en Forma Polar o Trigonometrica

Se puede representar un nimero complejo cualquiera z = a +bi en forma polar, dando su médulo y su
argumento. Esta forma tambien se llama forma trigonométrica.

MODULO de un nimero complejo z es la longitud del vector que lo representa.
lz|=r

ARGUMENTO de un complejo es el angulo que forma el vector con el gje real.
arg(z) = a

Porlocualz=r(cos 6 +isend)

Numeros Complejos en Forma Forma Binémica

Forma bindbmica z = a + bi

Operaciones con Numeros Complejos en Forma Polar



Multiplicacién

Se multiplican los moédulos

Se suman los argumentos
Division

Se dividen los médulos

Se restan los argumentos
Potencia

La potencia es un producto de factores iguales, por tanto la regla es la misma que la de multiplicar.
El médulo se elevaan

El argumento se multiplica por n
Formula de Moivre

Aplicando la propiedad de la potencia de un nimero complejo, se obtiene la siguiente férmula llamada
Formula de Moivre:

(cosa+isena)n=cosna+isenna
gue es util en trigonometria, pues permite hallar cos na y sen na en funcién de sen a y cos a.

Esta igualdad recibe el nombre de férmula de Moivre, en honor del matematico francés Abraham de Moivre
(1667-1754).

Radicacion de Nameros Complejos
La operacion de radicacion es inversa a la de potenciacion

Para un Unico nimero complejo zn , existen varios complejos z, que al elevarlos a la potencia n, nos da el
mismo complejo zn.

Para hallar las raices de un numero complejo se aplica la férmula de Moivre, teniendo en cuenta que para (
dos complejos coincidan han de tener el mismo médulo y la diferencia de sus argumentos ha de ser un
multiplo entero de 360°.

Sea Ra un nimero complejo y considérese otro complejo R'a’, tal que:

Ra=(R'a )n=(R')n)na'

Aunque esto parece aportar una infinidad de soluciones, nétese que si a k se le suma un mltiplo de n, al
dividir el nuevo argumento, éste aparece incrementado en un nimero entero de circunferencias. Por tanto,

basta con dar a k los valores 1, 2, 3, ..., n—1, lo que da un total de n — 1 raices, que junto a k = 0 da un total
n raices.



Raiz Cuadrada

Vamos a hallar :

Primero pasamos z=4+3i a forma polar:
z = 4+3i = 536.9°

La raiz cuadrada de z, tendra de médulo la raiz cuadrada del médulo de z y de argumento, el de z dividido
2.

Las dos soluciones de esta raiz cuadrada son:
Si k=0 ——> z1=18.4°
Si k=1 ——> z2=198.4°

Si le seguimos dando valores a k = 2, 3, 4, ... veremos que las soluciones que salen coinciden con las ya
mencionadas, después de haber dado 1, 2, 3, ... vueltas a la circunferencia.

Todas estas operaciones que hemos hecho las puedes ver en la escena, y ver como quedan los vectores, |
de zcomo de z1y z2

Raiz Cubica

Primero pasamos z = 2+4i a forma polar: z = 2+4i = 4.563.4°

La raiz cubica de z, tendra de médulo la raiz cubica del médulo de z y de argumento, el de z dividido por 3.
Las tres soluciones de esta raiz cubica son:

Sik=0-->2z1=1.621.1°

Sik=1-->2z2=1.6141.1°

Si k=2 ——> z3=1.6261.1°

Si le seguimos dando valores a k = 3, 4, 5,... veremos que las soluciones que salen coinciden con las ya
mencionadas, después de haber dado 1, 2, 3, ... vueltas a la circunferencia.

Forma Exponencial o de Euler.
Hay una dltima forma de expresar un nimero complejo, es la Forma Exponencial.

Un namero complejo en forma polar se expresa como z = r(cosa + i sena). Si sustituimos el contenido del
paréntesis por la igualdad de Euler:

eia = cosa + isena
Nos queda

Z =r-eia.



Euler, Leonhard (1707-1783)

Culver Pictures),

Matemadtico suizo, cuyos trabajos mas importantes se centraron en el campo de las matematicas puras, cat
de estudio que ayudd a fundar. Euler nacié en Basilea y estudi6 en la Universidad de Basilea con el
matematico suizo Johann Bernoulli, licenciandose a los 16 afios. En 1727, por invitacién de la emperatriz d
Rusia Catalina I, fue miembro del profesorado de la Academia de Ciencias de San Petersburgo. Fue nombi
catedratico de fisica en 1730 y de matematicas en 1733. En 1741 fue profesor de matematicas en la Acade
de Ciencias de Berlin a peticion del rey de Prusia, Federico el Grande. Euler regres6 a San Petersburgo en
1766, donde permanecid hasta su muerte. Aunque obstaculizado por una pérdida parcial de visién antes de
cumplir 30 afios y por una ceguera casi total al final de su vida, Euler produjo numerosas obras matemética
importantes, asi como resefias matematicas y cientificas.

En su Introduccion al analisis de los infinitos (1748), Euler realizd el primer tratamiento analitico completo
del algebra, la teoria de ecuaciones, la trigonometria y la geometria analitica. En esta obra trat6 el desarroll
de series de funciones y formulé la regla por la que sélo las series convergentes infinitas pueden ser evalue
adecuadamente. También abordoé las superficies tridimensionales y demostré que las secciones conicas se
representan mediante la ecuacion general de segundo grado en dos dimensiones. Otras obras trataban del
célculo (incluido el célculo de variaciones), la teoria de nimeros, nimeros imaginarios y algebra determinac
e indeterminada. Euler, aunque principalmente era matematico, realizé también aportaciones a la astronom
la mecénica, la dptica y la acustica. Entre sus obras se encuentran Instituciones del célculo diferencial (175
Instituciones del calculo integral (1768-1770) e Introduccion al algebra (1770).

Gauss, Carl Friedrich (1777-1855)

Matemético aleman conocido por sus muy diversas contribuciones al campo de la fisica, especialmente por
sus estudios del electromagnetismo.

Nacié en Braunschweig el 30 de abril de 1777 y estudié lenguas antiguas, pero a los 17 afios comenzé a
interesarse por las matematicas e intent6 dar una solucién al problema clasico de la construccién de un
heptagono regular, o figura de siete lados, con una regla y un compas. No solamente consiguié probar que
esto era imposible, sino que siguié aportando métodos para construir figuras de 17, 257 y 65.537 lados.
Durante estos estudios, probé que la construccién, con regla y compas, de un poligono regular con un niim
de lados impar sélo era posible cuando el numero de lados era un nimero primo de la serie 3, 5, 17, 257 y
65.537 o0 un producto de dos 0 mas de estos nimeros. A raiz de este descubrimiento abandoné sus estudic
lenguas y se dedic6 a las matematicas. Estudio en la Universidad de Gotinga desde 1795 hasta 1798; para
tesis doctoral presentd una prueba de que cada ecuacion algebraica tiene al menos una raiz o solucién. Es
teorema, que ha sido un desafio para los matematicos durante siglos, se sigue denominando teorema
fundamental de algebra. Su tratado sobre la teoria de nimeros, Disquisitiones arithmeticae (1801), es una «
clasica en el campo de las matematicas.
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Mas tarde, Gauss dirigié su atencién hacia la astronomia. El asteroide Ceres habia sido descubierto en 18(
puesto que los astrbnomos pensaban que era un planeta, lo observaron con mucho interés hasta que lo
perdieron de vista. Desde sus primeras observaciones, Gauss calculd su posicion exacta, de forma que fue
facil su redescubrimiento. También plane6 un nuevo método para calcular las 6rbitas de los cuerpos celeste
En 1807 fue nombrado profesor de matematicas y director del observatorio de Gotinga, ocupando los dos
cargos hasta el 23 de febrero de 1855, fecha de su muerte.

Aunque Gauss hizo valiosas contribuciones tanto a la astronomia tedrica como practica, trabajo sobre todo
matematicas y en fisica matematica, abarcando practicamente todas sus ramas. En la teoria de nimeros
desarrollé el importante teorema de los nimeros primos. Gauss fue el primero en desarrollar una geometric
euclidea, pero no publicé estos importantes descubrimientos ya que deseaba evitar todo tipo de publicidad.
la teoria de la probabilidad, desarroll6 el importante método de los minimos cuadrados y las leyes
fundamentales de la distribucion de la probabilidad. El diagrama normal de la probabilidad se sigue llamanc
curva de Gauss. Realiz6 estudios geodésicos y aplicod las matematicas a la geodesia. Junto con el fisico ale
Wilhelm Eduard Weber, Gauss realizé una intensa investigacién sobre el magnetismo. Entre sus mas
importantes trabajos estan los de la aplicacion de las matematicas al magnetismo y a la electricidad; una
unidad de induccidon magnética recibe su nombre. También llev6 a cabo investigaciones en el campo de la
Optica, especialmente en los sistemas de lentes.

Wiliam Rowan HAMILTON (1805- 1865)

Hamilton es, después de Newton el matematico inglés mas importante. Hamilton fue educado por su tio el
reverendo James Hamilton, que era director del observatorio de Armagh. A los cinco afios, leia latin, griego
hebreo. A los ocho afos leia ademas italiano y francés, a los diez afios leia sanscrito y arabe y a los catorc
persa.

El primer contacto con las matematicas de Hamilton fue a los trece afios, cuando estudid el Algebra de
Clairaut. A los quince leyo los trabajos_ de Newton y Laplace. En 1822 encontrd un error en el libro la
Mecanica celeste de Laplace.

Entré en el Trinity College, en Dublin, en 1823 y fue un alumno muy brillante. Durante este afio vivia en Trir
y por eso no asistia a todas las clases

En 1826 se gradud con matricula de honor en Ciencias y Letras. Ese afio present6 a la Real Academia
Irlandesa, el trabajo Theory of Systems of Rays, en el que se introdujo por primera vez la funcién
caracteristica en Gptica.

Uno de los examinadores de Hamilton, convencié a Hamilton para que optase a la palaza de Astronomo Re
en Dunsink. A pesar de que habia seis candidatos, el puesto fue para Hamilton. Esto supuso una gran
controversia, porque Hamilton tenia 21 afios y no tenia experiencia.

Antes de tomar posesion del puesto, viajo por Inglaterra y Escocia. En este viaje conocio al poeta Wordswc
y se hicieron amigos. Hamilton empezé a escribir poesia y Wordsworth, tuvo que decirle a Hamilton que su
talento estaba mas en la ciencia que en la poesia.

En 1832, Hamilton publicé el tercer suplemento del trabajo Theory of Systems of Rays, que trata basicamelt
de la funcién caracteristica aplicada a la 6ptica. En este trabajo predijo la refraccién conica. Hamilton pidio
profesor de Fisica del Trinity College, Humphrey Lloyd, que verificase experimentalmente su prediccion. La
comprobacion experimental de la prediccién dio gran fama a Hamilton.

El 4 de noviembre de 1833 Hamilton leyd un trabajo en la Real Academia Irlandesa, en el que se expresab:
los nimeros complejos como pares de nimeros reales.
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En 1835 publico Algebra as the Science of Pure Time.

Intentd extender la teoria de parejas de niumeros a tripletas. Este tema le ocupd durante afios. El 16 de oct
de 1843, caminaba con su esposa por la orilla del Canal Real, camino de una reunién en la Academia Real
Irlandesa, descubri6 los cuaterniones. En una piedra del puente de de Brougham escribi6 i2 = j2 = k2 = ijk -
-1.

Creia que este descubrimiento revolucionaria la Fisica y emple6 el resto de sus vida trabajando en los
cuaterniones.

En 1853 public6 Lectures in Quaternions, pero se dio cuenta que no era un buen libro para aprender la teor
de los cuaterniones. Comenzd a escribir su principal obra matematica, Elements of Quaternions, que public
en 1866. Un cuaternién es un numero de la forma: a + bi + cj +dk, a es la parte real y b, c y d es la parte
vectorial. Introdujo un operador diferencial, representado por v(a este simbolo le llamé nabla, porque se
asemeja a un antiguo instrumento musical hebreo)

OPERACIONES FUNDAMENTALES CON NUMEROS COMPLEJOS.

Suma y resta de niumeros complejos.

1.-(3+5i) - (5-3i) = -2+8i

2.—(9+7i) = (—9+7i)+(—18+i) = (9+9-18 )+( 7-7+1)i =i

Multiplicacién de nimeros complejos.

22

1.-(3+5i) (5+3i) ( 2—-i ) = 15+9i+6-3i+25i+15i +10i—5t = 34+64i

22

2-(3-2i)(2+i)(1-i)=(6+3i-4i-2i) (1-1) = (8-i) = 8-8i—i+i = 7-9i

Divisién de niumeros complejos.

2

1-3-i1-(3-1)(3-2i{)=9-6i-3i+2i-=7-91-7-9—- 7-9i

342 —(3+2i)(3-2)-9+4-9+4-13-1313
22
2-(3+4{)(1-2()-3-6i+4i-8i-(11-2i)(1-i)=11-11i-2i+2i-

T+i-1+i-(1+i)(1+i)-1+i-

-9-13i—_9-13i

-2-22
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Igualdad de los nimeros complejos.
1.-3ix+2x=2iy+y+13(2)=2y

3x=2y ——— 3 (x)=2(2x-1) 6= 2y

2X = y+1 3x=4x-2y = 6/2

“4X+3x=-2y=3

y =2x-1-x=-2

X=2

2-(x+iy) (1+2i)=-1+8i

2

(x+y)=(=1+8i) (1-2i)— -1 +2i+8i-16i = 15 + 10i — 3 + 2i

(1+2i)(1-2i)-1+4-5-

x=3y=2
Convertir a forma polar.

o}

1)1-i=2CIS315

cos1l/2SEN1/2

2) 8-15i
Z =17 CIS 298 °

R = EL ANGULO ES DE 62°

o
Ny
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Producto de dos nimeros complejos en forma polar
1-(1+i)(1-3i)=(2cisde 45°) ( 2 cis 150° )= 2 2 cis 195°
2-(=-3+i)(-1-i)(-1-3i)=

=(2cis 150°) (2 cis 225°) ( 2 cis 300° )=

= (4 cis de 450°) ( 2 cis 225° )=

=4 2cis (675° - 360°)=_4 cis de 315°

Convertir a forma polar.

1)1-i=2CIS315°

cos1/2SEN1/2

2) 8-15i
Z =17 CIS 298 °

R = EL ANGULO ES DE 62°

o
Ny
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Producto de dos nimeros complejos en forma polar
1-(1+i)(1-3i)=(2cisde 45°) ( 2 cis 150° )= 2 2 cis 195°
2-(=-3+i)(-1-i)(-1-3i)=
=(2cis 150°) (2 cis 225°) ( 2 cis 300° )=
= (4 cis de 450°) ( 2 cis 225° )=
=4 2 cis (675° - 360° )=_4 cis de 315°
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