APLICACIONES DE LAS ECUACIONES DIFERENCIALES DE PRIMER ORDEN

Aplicaciones a la Biologia:
Uno de los campos mas fascinante del conocimiento al cual los métodos matematicos han sido aplicados e
de la Biologia. La posibilidad de que las matematicas pudieran aun ser aplicadas exitosamente el estudio d

varios procesos naturales de los seres vivos desde 0s microorganismos mas elementales hasta la misma
humanidad sorprende a la imaginacion.

Crecimiento Biolégico:

Un problema fundamental en la biologia es el crecimiento, sea este el crecimiento de una célula, un
organismo, un ser humano, una planta o una poblacion. La ecuacion diferencial fundamental era:

dy/dt=vy
con solucién
y =ce

Donde c es una constante arbitraria. De esto vemos que el crecimiento ocurre si > 0 mientras que el
decaimiento (0 encogimiento) ocurre si < 0.

Un defecto obvio de dicha ecuacion diferencial anteriormente planteada y de su solucidn correspondiente e
gue si > 0 entonces tenemos que y!" si t!" , asi que a medida que el tiempo transcurre el crecimiento es
limitado. Esto esta en conflicto con la realidad, ya que después de transcurrir cierto tiempo sabemos que ur
célula o individuo deja de crecer, habiendo conseguido el tamafio maximo.

Formulacion Matematica:

Supongamos que y denota la altura de un ser humano (aungue como ya se ha mencionado, esto también
referirse a otras cosas tales como el tamafio de las células). Tendriamos entonces:

dy/dx =F(y) y = Yo para t=0

Donde Yo representa la altura en algun tiempo especificado t = 0, y donde F es una funcién apropiada perc
aun desconacida. Puesto que la funcién lineal F(y) = y no es apropiada, ensayemos como una aproximacic
de orden superior dada por la funcién cuadratica F(y) = y— y2,y=Yo parat=0.

Puesto que la ecuacion F(y) = y — y2 es de variables separables, tenemos

dy/ y—- y2=dto"dy/y( - y)=t+c

estoes,"l/ [Lly+ /[ - yldy=t+c

=1l [Iny-In( - y)]=t+c

Usando la condicion y resolviendo eny = Yo en t = 0 se obtiene que:

Y =_1



1+[//Yo-1]e

Si tomamos el limite de la ecuacién anterior tenemos que: Cuando t!", vemos, ya que > 0, que:
Ymax=IlimY= /

"

Por simple algebra encontramos:

Ymax =IlimY =Y1(Yo - 2YoY2 + Y1Y2)

tI" Y12 - YoY2

Ejemplo:

Las alturas promedios de los nifios varones de varias edades se muestran en la siguiente tabla. Use estos |
para predecir la altura media de varones adultos con pleno crecimiento.

Edad Altura (pul)
Nacimiento 19.4
1 afio 31.3
2 afos 34.5
3 afos 37.2
4 afnos 40.3
5 afios 43.9
6 afios 48.1
7 afios 52.5
8 afios 56.8

solucion: Para cubrir en conjunto completo de datos dado en la tabla, sea t = 0,1,2 las edades al nacimientc
afos y 8 afos, respectivamente. Asi tenemos que Yo =19.4 Y1 =40.3 Y2 = 56.8.

Sustituyendo estos valores en la ecuacion de Ymax se obtiene el valor de 66.9 pul. o 5 pies con 7 pul. com
altura media méxima requerida.

Problemas de Epidemiologia:

Un problema importante de la biologia y de la medicina trata de la ocurrencia, propagacion y control de una
enfermedad contagiosa, esto es, una enfermedad que puede transmitirse de un individuo a otro. La ciencia
estudia este problema se llama epidemiologia K, y si un porcentaje grande no comun de una poblacion
adquiere la enfermedad, decimos que hay una epidemia.

Los problemas que contemplan la propagacion de una enfermedad pueden ser algo complicados; para ello
presentar un modelo matematico sencillo para la propagacion de una enfermedad, tenemos que asumir que
tenemos una poblacion grande pero finita. Supongamos entonces que nos restringimos a los estudiantes d
colegio o universidad grande quienes permanecen en los predios universitarios por un periodo relativament
largo y que no se tiene acceso a otras comunidades. Supondremos que hay solo dos tipos de estudiantes,

gue tienen la enfermedad contagiosa, llamados infectados, y otros que no tienen la enfermedad, esto es, nc
infectado, pero que son capaces de adquirirla al primer contacto con un estudiante infectado. Deseamos



obtener una formula para el numero de estudiantes infectados en cualquier tiempo, dado que inicialmente t
un numero especificado de estudiantes infectados.

Formulacién Matematica:

Supoénganse que en cualquier tiempo t hay Ni estudiantes infectados y Nu estudiantes no infectados. Enton
si N es él numero total de estudiantes, asumido constante, tenemos

N = Ni+ Nu

La tasa de cambio en él numero de estudiantes infectados esta dada entonces por la derivada dNi / dt. Estc
derivada deberia depender de alguna manera de Niy asi de Nu en virtud de la formula N = Ni + Nu.

Asumiendo que dNi / dt, como una aproximacion, es una funcién cuadratica de N, tenemos entonces que:
dNi / dt = Ao + A1Ni + A2Ni2

Donde Ao, Al, A2 son constantes. Ahora esperariamos que la tasa de cambio de Ni, esto es, dNi/ dt sea c
donde Ni = 0, esto es, no hay estudiantes infectados, y donde Ni = N, esto es, todos los estudiantes estén
infectados. Entonces de la ultima formulacion hecha tenemos que: Ao =0y AIN + A2N2=0 6 A2 = -Al/N

Asi que de: dNi/ dt = Ao + A1Ni + A2Ni2 se convierte en: dNi / dt = kNi (N — Ni). Donde k = A1/N es una
constante. Las condiciones iniciales en t = 0, hay No estudiantes infectados, entonces: Ni = No en T = 0. De
todo esto podemos deducir que:

1+ (N/No - 1)e

Aplicaciones a la Economia:

En afos recientes ha habido un interés creciente por la aplicacién de las matematicas a la economia. Sin
embargo, puesto que la economia involucra mucho factores impredecibles, tales como decisiones psicologi
o0 politicas, la formulacion matematica de sus problemas es dificil. Se deberia hacer énfasis que, como en I
problemas de ciencia e ingenieria, cualquier resultado obtenido teéricamente debe finalmente ser probado
luz de la realidad.

Oferta y Demanda

Suponga que tenemos un bien tal como trigo o petréleo. Sea p el precio de este bien por alguna unidad
especificada ( por ejemplo un barril de petréleo) en cualquier tiempo t. Entonces podemos pensar que p es
funcion de t asi que p(t) es el precio en el tiempo t.

El numero de unidades del bien que desean los consumidores por unidad de tiempo en cualquier tiempo t s
llama la demanda y se denota por D(t), o brevemente D. Esta demanda puede depender no solo del precio
cualquier tiempo t, esto es, p(t), sino también de la direccion en la cual los consumidores creen que tomaral
los precios, esto es, la tasa de cambio del precio o derivada p’(t). Por ejemplo, si los precios estan altos en
tiempo t pero los consumidores creen que pueden subir, la demanda tiende a incrementar. En simbolos est
dependencia de D en p(t) y p’(t) puede escribirse:

D= (p().p’(t)



Llamamos la funcién de demanda.

Similarmente, el numero de unidades del bien que los productores tienen disponible por unidad de tiempo €
cualquier tiempo t se llama oferta y se denota por S(t), o brevemente S. Como en el caso de la demanda, S
también depende de p(t) y p’(t). Por ejemplo, si los precios estan altos en tiempo t pero los productores cre

gue estos pueden subir mas, la oferta disponible tiende a incrementar anticipAndose a precios mas altos. E
simbolo esta dependencia de S en p(t) y p’(t) puede escribirse:

S=g(p®). P’V
Llamamos g a la funcién oferta.

Principio econémico de la oferta y la demanda:

El precio de un bien en cualquier tiempo t, esto es, p(t), esta determinada por la condicion de que la deman
en t sea igual a la oferta en t, en forma matematica esto quiere decir:

(p(®).p" (V) = g(p(t).p"(1))

Las formas que deberia tener y g son las siguientes:

D= (p(t).p"(t)) = Alp(t) + A2p’(t) + A3

S =g(p(t).p"(1) = Blp(t) + B2p(t) + B3

donde A’S y B’S son constantes, en ese caso la formula matematica se transforma a la siguiente expresior
Alp(t) + A2p’(t) + A3 = Blp(t) +B2p’(t) + B3

(A2 - B2)p’(t) + (Al - B1)p(t) = B3 - A3

Asumamos que A1"B1, A2"B2 y A3"B3. Entonces podriamos escribir la formula como:

p’(t) + (A1-B1/A2-B2)p(t) = B3-A3/A2-B2

Resolviendo esta ecuacion lineal de primer orden sujeta a p = Po en t = 0 da como resultado:

p(t) = B3-A3/A1-B1 + [Po- (B3-A3/A1-B1l)]e

Caso I: Si Po = (B3-A3)/(A1-B1) y p(t)=Po entonces, los precios permanecen constantes en todo tiempo.
Caso Il: Si (A1-B1)/A2-B2)>0 entonces se tendria una estabilidad de precios.

Caso lll: Si (A1-B1)/A2-B2)<0. en este caso vemos que de la ecuacion p(t) = B3-A3/A1-B1 + [Po-
(B3-A3/A1-B1)]e que el precio p(t) crece indefinidamente a medida que t crece, asumiendo que Po >
(B3—-A3)/A1-B1),esto es, tenemos inflacién continuada o inestabilidad de precio. Este proceso puede
continuar hasta que los factores econémicos cambien, lo cual puede resultar en un cambio a la ecuacion (A
B2)p’(t) + (Al - B1)p(t) = B3 —-A3.

Ejempilo:

La demanda y oferta de un cierto bien estan en miles de unidades por D = 48 — 2p(t) + 3p’(t), S = 30 + p(t) -



4p’(t), respectivamente. Si en t =0 el precio del bien es 10 unidades, encuentre (a) El precio en cualquier
tiempo t > 0y (b) Si hay estabilidad o inestabilidad de precio.

Solucién: El precio p(t) esta determinado al igualar la oferta con la demanda, esto es,
48 — 2p(t) + 3p’(t) =30 + p(t) + 4p (1) = p'(t) + 3 p(t) = 18
Resolviendo la ecuacién del primer orden lineal sujeta a p = 10 en t = 0 da como resultado: p(t) = 6 + 4e

De este resultado vemos que, si t!", p!6. Por tanto tenemos estabilidad de precio, y el precio de equilibrio e
de 6 unidades.

Inventarios:

Si la oferta es mayor a la demanda, entonces los productores tiene una cierta cantidad de bien en su poses
la cual se llama inventario del bien, el cual esperan vender. Por otro lado, si la demanda es mayor que la
oferta, entonces los productores deben adquirir inventario.

Formulacién Matematica:

Sea q(t) la cantidad o numero de unidades de un bien C disponible en tiempo t. Entonces q(t + "t) = g(t) + "
es la cantidad disponible en tiempo t + "t. Asi tenemos que:

Cantidad acumulada en intervalotat+ "t ="q = q(t + "t) — q(t).

S = numero de unidades de C ofrecidas de tiempo por los productores en tiempo t.

D = numero de unidades de C demandadas por unidad de tiempo por los consumidores en tiempo t.
Entonces el numero de unidades ofrecidas por los productores y demandas por los consumidores entre ty
estan dados aproximadamente por S"t y D"t respectivamente, donde los resultados son precisos excepto p
términos que involucran ("t)2 y mayores.

Asi, cantidad acumulada en el intervalotat + "t es igual a:

S"t — D"t + términos con ("t)2 0 mayores.

Asi "g/"t =S — D + términos con ("t)2 o mayores.

tomando el limite cuando "t!0, dg/dt =S - D.

De esta ultima ecuacion podremos decir que servira de base para el posterior analisis sobre precios. Como
ilustracién, supongamos que un productor desea proteger sus utilidades al requerir que la tasa a la cual
incrementara el precio sea proporcional a la tasa a la cual declina el inventario. En ese caso tenemos que:
dp/dt = - dg/dt

Donde > 0 es la constante de proporcionalidad que se asume conocida, de modo que usando la ecuacién
dp/dt = - (S - D). Puesto que Sy D se pueden expresar en términos de p, la ecuacion dp/dt = - (S — D) e

una ecuacion diferencial para p.

Ejempilo:



Suponga que la oferta y la demanda estan dadas en términos de precios p por S = 60 + 2P, D =120 - 3P,
respectivamente, la constante de proporcionalidad es = 4. Escriba la ecuacién diferencial para p y determi
el precio en cualquier tiempo t > 0 asumiendoque p=8ent=0

solucion: de la formula dp/dt = — dg/dt la ecuacion diferencial requerida para p es: dp/dt = -4(60 + 2P - 12
+ 3p) o dp/dt + 20 p = 240

resolviendo esta ultima ecuacién diferencial tenemos que p =12 + ce
usandop=8ent=0dac=-4yasip=12 - 4e
Aplicaciones a la Quimica:

Hay muchas aplicaciones de ecuaciones diferenciales a los procesos quimicos. Algunas de estas seran
indicadas en los siguientes ejemplos.

Ejempilo:

Un tanque esta lleno con 10 galones (abreviacion gal) de agua salada en la cual estan disueltos 5lb de sal.
agua salada esta conteniendo 3lb de sal por gal que entra al tanque a 2 gal por minuto y la mezcla bien agi
sale a la misma tasa.

« Encontrar la cantidad de sal en el tanque en cualquier tiempo.

* ¢ Cuanta sal esta presente después de 10min?

* ¢ Cuanta sal esta presente después de un tiempo largo?

Formulacién Matematica:

Sea A el numero de libras de sal en el tanque después de t minutos. Luego dA / dt es la tasa de cambio de
cantidad de sal en el tiempo y esta dada por:

dA / dt = tasa de cantidad ganada - tasa de cantidad perdida

Puesto que entran 2gal/min. conteniendo 3lb/gal de sal tenemos que la cantidad de sal que entra por minut
es:

2gal / min. x 3 Ib./gal =6 Ib./min. Lo cual es la tasa a la cual se gana sal. Puesto que siempre hay 10 gal en
tanque y debido a que hay A libras de sal en cualquier tiempo t, la concentracion de sal al tiempo t es A libr
por 10gal. La cantidad de sal que sale por minuto es, por tanto,

Alb / 10gal x 2gal / min. = 2A Ib. / 10min. = A |b./ 5min.

de: (dA / dt),(6 Ib./min.) y (A Ib./5min) tenemos que: dA /dt =6 — A/5.

Puesto que inicialmente hay 5Ib. de sal, tenemos que A =5 ent = 0. Asi, la formulacién matematica comple
es:

dA/dt=6-A/5A=5ent=0
solucion:

Usando el método de separacion de variables, tenemos:



"(dA/30-A)="(dt/56-In(30-A)=t/5+c

Puestoque A=5ent=0,c=-1In25. Asi,

-In(80-A)=t/5-In25=1In[(30 - A)/25]=A=30-25¢

La cual es la cantidad de sal en el tanque en cualquier tiempo t.

Al final de los 10min. la cantidad de sales A=30-25e 2=26.6 I|b.

Después de un tiempo largo, esto es, cuando t!", vemos que A!30 Ib., Esto también podria ser visto desde |
ecuacion diferencial haciendo dA / dt = 0, puesto que también A es una constante cuando se alcanza el
equilibrio.

Mezclas quimicas:

Ejempilo:

Dos quimicos, Ay B, reaccionan para formar otro quimico C. Se encuentra que la tasa a la cual C se forma
varia con las cantidades instantaneas de los quimicos A y B presentes. La formacion requiere 2lb. de A por
cada libra de B. Si 10lb. de A y 20Ib. de B estan presentes inicialmente, y si 6lb. de C se forman en 20min.
Encontrar la cantidad del quimico C en cualquier tiempo.

Formulacion Matematica:

Sea x la cantidad en libras de C formadas en el tiempo t en horas. Luego dx / dt es la tasa de su formacion
formar x Ib. de C, necesitamos (2x / 3lb.) de Ay (x/ 3Ib.) de B, puesto que se necesita que el quimico A se:
doble de B. Por tanto, la cantidad de A presente al tiempo t cuando se forman x Ib. de C es 10 — 2x/3,y la
cantidad de B en este tiempo es 20 — x/3. Por tanto:

dx / dt = K [10 - (2x/3)] * [20 — (x/3)]; Donde K es la constante de la proporcionalidad. Esta ecuacion puede
escribirse de la siguiente manera: dx / dt = k[(15 — x) (60 — x)] donde k es otra constante. Hay dos
condiciones. Puesto que el quimico C inicialmente no esta presente, tenemos x =0 ent=0. También x =6
t = 1/3. Necesitamos dos condiciones, una para determinar k, y la otra para determinar la constante arbitrar
de la solucion de la ecuacion diferencial.

La formulacién completa es:

dx/dt=K[(15-x) (60 -Xx)]x=0ent=0;x=6ent=1/3

solucion:

La separacién de variables produce:

"dx/[(15-x) (60 -x)]="kdt=kt+C1

Ahora " dx /[(15 - x) (60 — x)] =" 1/45 [(1/15 - x) — (1/60 - x)] dx

=1/451In [(60 - x) / (15 - x)]; asi podemos mostrar que:

60-x/15-x=Ce



Puesto que x =0 en t = 0, encontramos ¢ = 4. Asi
(60-x)/(15-x)=4e

Puesto que x =6 ent = 1/3, tenemos e = 3/2. Asi, [(60 - x) / (15 -X)] =4(e )}t =4(3/23t 6 x=15[ 1 -
(2/3)3]

1 - (1/4)(2/3)3t
Cuando t!", x!115Ib.

Aplicaciones a flujo de calor en estado estacionario

Considere una pieza de material de longitud indefinida acotada por dos planos paralelos Ay B, como mues
la figura a.1. Asuma que el material es uniforme en todas sus propiedades, por ejemplo, calor especifico,
densidad, etc. Supdngase que los planos A y B se mantienen a 50°C y 100°C, respectivamente. Todo punt
la regidn entre Ay B alcanza cierta temperatura que no cambia posteriormente. Asi todos los puntos en el
plano C en la mitad entre Ay B estaran a 75°C; el plano E a 90°C. Cuando la temperatura en cada punto d
cuerpo no varia con el tiempo, decimos que prevalecen las condiciones de estado estacionario o que tenen
un flujo de calor en estado estacionario.

50°C

Ejemplo:

Un tubo largo de acero de conductividad térmica k = 015 unidades cgs, tiene un radio interior de 10 cm y ur
radio exterior de 20 cm. La superficie interna se mantiene a 20°C y la superficie exterior se mantiene a 50°(
(a) Encuentre la temperatura como una funcion de la distancia r del eje como de los cilindros concéntricos.
Encuentre la temperatura cuando r = 15 cm y (c) ¢, Cuanto calor se pierde por minuto en la parte del tubo de
20m de largo?

Formulacion Matematica:

Sabemos que las superficies isotérmicas son cilindros concéntricos con los cilindros dados. El area de tal
superficie con radio r y longitud | es 2 rl. La distancia dn en este caso dr. Asi, la ecuacién q = — KA dU/dn
puede escribirse como: q = — K(2 rl) dU/dr.

Puesto que K = 0.15, | =20 m = 2000 cm, tenemos que:

g = - 600 r du/dr.



De esta ultima ecuacién, g es por supuesto una constante. Las condiciones son U =200°Cenr=10,U=5
enr=20

solucion:

Separando las variables en g = — 600 r dU/dr. e integrando se obtiene:

-600U=qglInr+c

Usando las condiciones U = 200°C enr = 10, U = 50°C en r = 20 tenemos - 600 (200) =qIn 10 + ¢, —-600
(50) =g In 20 + ¢ de donde obtenemos q = 408.000, ¢ = 1.317.000. Por tanto, de - 600U =qglInr+c

encontramos que U =699 - 216 In'r.

Sir =15, encontramos por sustitucién que U = 114°C. Del valor anterior de q, el cual esta en calorias por
segundo, es claro que la respuesta a la parte (c) es Q= 408.000 x 60cal/min. = 24.480.000cal/min.

APLICACIONES DE LAS ECUACIONES DIFERENCIALES DE SEGUNDO ORDEN

Aplicaciones a la fisica:

Movimiento Arménico Simple:

La Ley de Hooke:

Supongamos gue un cuerpo de masa M esta sujeto al extremo de un resorte flexible suspendido de un sop
rigido (por ejemplo un techo), como se muestra en la figura 5.1b. Cuando M se reemplaza por un cuerpo
diferente Mi, el alargamiento del resorte sera, por supuesto, distinto.

Por la Ley de Hooke, el resorte mismo ejerce una fuerza de restitucién F opuesta a la direccion del
alargamiento y proporcional a su magnitud s. Dicho en términos simples, F = ks, en donde k es una constar
de proporcionalidad. Aunque cuerpos de distinto peso producen distintos alargamientos del resorte, tal
elemento elastico esta esencialmente caracterizado por él numero k. Por ejemplo, si un cuerpo gue pesa 1(
alarga el resorte en 1/2 pie, entonces,

10 = k (1/2) implica que k = 20 Ib./pie.

Luego, necesariamente una masa que pesa 8 |b. alarga el mismo resorte en 2/5 pie.



soporte rigido

resorte no
estirado

mn-

8 Ib

n,

¢n reposo

(a) (b) (c)

Figura 5.1

Segunda Ley de Newton:

Después que una masa M se sujeta a un resorte, aquella lo alargara en una magnitud s y alcanzara la posit
de equilibrio en la cual su peso W es equilibrado por la fuerza de restitucion ks. El peso es definido por:

W=m.g

el WG

no estirado

posicion de
equilibrio
mg ks

movimiento
(a) (b) (¢)

Figura 5.2

En donde la masa puede medirse en Kilogramos, gramos o geolibras (slugs) y g = 9.8 mt/sz, p80 cm/s2 0

32pie/s?, respectivamente. Tal como se indica la figura 5.2b,la condicién de equilibrio es m.g = ks o bien m.
- ks = 0. Si ahora la masa se desplaza de su posicion de equilibrio en una magnitud x y después se suelta,
fuerza neta F correspondiente a este caso dinamico esta dada por la segunda ley del movimiento de Newtc
F = ma, en donde a es la aceleracion d2w/dt2. Suponiendo que sobre el sistema no actian fuerzas exteriore
(movimiento vibratorio libre), entonces podemos igualar F a la resultante del peso y la fuerza de restitucion:

m d2x/dt?2 = - k (s + X) + mg
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=—-kx + mg — ks = — kx

cero

Ecuacion Diferencial Del Movimiento Libre no Amortiguado:

Dividiendo la ultima ecuacioén planteada entre la masa m, se obtiene la ecuacion diferencial de segundo orc
d2x/dtz + kimx =0

0 bien d2x/dtz + 2x =0

En donde 2 =k/m. Se dice que la ecuacién d2x/dt2 + 2x = 0 describe el movimiento armonico simple o
movimiento vibratorio no amortiguado. Hay dos condiciones iniciales obvias asociadas con dicha ecuacion:

x(0) = , dx/dt% =

%t =0

Que representa la magnitud del desplazamiento inicial y la velocidad inicial, respectivamente. Por ejemplo ¢
>0y <0, se trata de una masa que parte de un punto abajo de la posicion de equilibrio y a la cual se ha

comunicado una velocidad dirigida hacia arriba. Si <0y >0, se trata de una masa en reposo que se

suelta desde un punto que esta % %unidades arriba de la posicion de equilibrio. Los demas casos son

analogos.

Solucién y ecuacion de movimiento:

Para resolver la ecuacién d2x/dt2 + 2x = 0 observemos que las soluciones de la ecuacion auxiliar M2 — w2 =

son los numeros complejo M = iy Mi = — i. De esta forma se obtiene una solucién general: x (t) = C1 cos
t+C2sen t.

El periodo de las vibraciones libres descritas por la ultima ecuacién general planteadaes T=2/ yla

frecuenciaes =1/T = /2. Por ejemplo, para x (t) = 2 cos 3t — 4 sen 3t el periodo es 2 /3 y la frecuencia

es 3/2 . El primer numero indica que hay 3 ciclos de la grafica de cada 2 unidades; en otras palabras, la

masa realiza 3/2 oscilaciones completas por unidad de tiempo. Ademas, se puede demastrar que el period

2/ es el intervalo de tiempo entre dos maximos sucesivos de x(t). Finalmente, una vez que hemos

determinado las constantes C1y C2 en x (t) = C1 cos t + C2 sen t mediante las condiciones iniciales

x(0) = , dx/dt% =

%t =0

, Decimos que la solucién particular resultante es la ecuacion de movimiento.

Ejempilo:

Resolver e interpretar el problema de valor inicial:

d2x/dtz2+ 16 x=0

x(0) = 10, dx/dt% =0

11



%t =0

solucion:

Una formulacién equivalente del problema es: se estira hacia abajo de un cuerpo que pende de un resorte |
gue esté 10 unidades bajo la posicién de equilibrio y luego se le retiene hasta t = 0; se le suelta a continuac
de manera que parta de un estado de reposo. Aplicando las condiciones iniciales a la solucion:

X () = C1 cos 4t + C2 sen 4t.

Resultax (0)=10=C1.1+C2.0

de modo que C1 = 10y por lo tanto

X (t) = 10 cos 4t + C2 sen 4t.

dx/dt = 40 sen 4t + 4C2 cos 4t

dx/dt% =0=4C2.1

%t =0

La ultima ecuacién implica que C = 0 y por lo tanto la ecuacién de movimiento es x (t) = 10 cos 4t.

La solucidn muestra claramente que una vez que el sistema se pone en movimiento, permanece en tal este
con la masa deslazandose alternadamente 10 unidades hacia cada lado de la posicion de equilibrio x = 0. E
periodo de oscilacion es 2 /4 = /2 segundos.

Ejempilo:

Un cuerpo que pesa 2Ib. se estira un resorte 6plg. Dicho cuerpo se suelta en t = 0 desde un punto que esta
bajo la posicidn de equilibrio, con una velocidad dirigida hacia arriba de 4/3 pie/seg. Determine la funcion x(
que describe el movimiento libre resultante.

solucion:

Puesto que estamos usando el sistema de unidades inglesas gravitatorias, las magnitudes dadas en pulgac
deben expresarse en pies: 6plg = 6/12 = 1/2 pie, 8plg = 8/12 = 2/3 pie. Ademas, debemos convertir las

unidades de peso en unidades de masa. M = W/g

Tenemos M = 2/32 = 1/16slug; Ademas, por la Ley de Hooke se tiene: 2 — k (1/2) lo que implica que k =
4lb/pie.

Por consiguiente, se tiene: 1/16 d2x/dt2 = -4x y d2x/dt2 + 64x = 0.
El desplazamiento y la velocidad iniciales estan dados por :

x(0) = 2/3, dx/dt% = - 4/3

%t=0

En donde el signo negativo que aparece en la ultima condicién en consecuencia de que a la masa se le da
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velocidad inicial con direccién negativa, esto es, dirigida hacia arriba.

Ahora bien, 2=64, osea = 8, de modo que la solucién general de la ecuacion diferencial es:
X () = C1 cos 8t + C2 sen 8t.

Aplicando las condiciones iniciales a esta ecuacion tenemos que:
x(0)=2/3=C1.1+C2.0(Cl=2/3)

X (t) = 2/3 cos 8t + 8C2 cos 8t

X (t) = — 16/3 sen 8t + 8C2 cos 8t

x'(0)=-4/3=-16/3.0+8C2.1, (C=-1/6)

Luego C2 = - 1/6. Por consiguiente, la ecuacion de movimiento es:

X (t) = 2/3 cos 8t — 1/6 sen 8t.

Movimiento Vibratorio Amortiguado:

El estudio del movimiento armoénico libre es un tanto irreal puesto que el movimiento descrito por la ecuacic
- kx + mg — ks = — kx supone que no actian fuerzas retardados sobre la masa en movimiento. A menos qu
la masa esté suspendida en un vacio perfecto, por lo menos habra una fuerza opuesta debida al medio que
rodea. Por ejemplo, como muestra la figura 5.8, la masa m podria estar suspendida en un medio viscoso o
conectada a un mecanismo de amortiguacion.

Ecuacion diferencial del movimiento con amortiguacion:
En los estudios de mecanica se supone que las fuerzas de amortiguacién que actian sobre un cuerpo son
proporcionales a una potencia de la velocidad instantanea. En particular, supondremos en el estudio que si
gue esta Fuerza esta dad por un multiplo constante de dx/dt. Cuando no actlan otras fuerzas exteriores sol
el sistema, se tiene, por la segunda ley de Newton, que:

m d2x/dt2 = —kx — dx/dt

En donde es una constante de amortiguacion positiva y el signo negativo se debe a que la fuerza
amortiguadora actia en direccién opuesta al movimiento.

Dividiendo m d2x/dt2 = —kx — dx/dt entre la masa m se obtiene la ecuacién diferencial del movimiento
vibratorio amortiguado libre.

d2x/dtz + dx/ mdt +(k/m)x =0
0 bien d2x/dtz + 2 dx/dt + 2x =0
En la ecuacién d2x/dt2 + dx/ m dt +(k/m)x = 0 identificamos 2 = /m, 2= k/m.

El simbolo 2 se usa s6lo por conveniencia algebraica ya que la ecuacién auxiliares m2+2m+ 2=0Yy por
lo tanto las correspondientes raices son:
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ml=- +"(2-2),m2=- -"(2- 2,

Segun el signo algebraico de 2 - 2, podemos distinguir tres casos posibles. Puesto que cada solucién
contendra el factor de amortiguacion e ,siendo > 0, los desplazamientos de la masase volveran
insignificantes para valores grandes del tiempo.

Caso I

2 - 2> (., En esta situacion decimos que el sistema esta sobreamortiguado, puesto que el coeficiente de
amortiguacion es grande comparado con la constante k del resorte. La correspondiente solucién de d2x/dt:
2 dx/dt + 2x =0 es x(t) = Cle + C2e

0 bien:

X() = e (Cle + C2e).

Caso ll:

2 - 2=0. Decimos que el sistema esta criticamente amortiguado ya que una pequefa disminucién de la
fuerza de amortiguacion produciria un movimiento oscilatorio. La solucién general sera:

X(t) =e (C1 + C2t)

Caso Il

2 - 2<(.En este caso se dice que el sistema esta subamortiguado, ya que el coeficiente de amortiguacion
es pequeifio comparado con la constante del resorte. Las raices m1 y m2 son ahora complejas. m=- +"
-?im=- -"(2-2)j

y por lo tanto la solucion general es:

Xt)=e[Clcos"(2- 9t+ C2sen"(2- A

Ejempilo:

Un cuerpo que pesa 8lb. estira un resorte 2 pie. Suponiendo que una fuerza de amortiguacion numéricame
igual a dos veces la velocidad instantanea actla sobre el sistema y que el peso se suelta desde la posicién
equilibrio con una velocidad dirigida hacia arriba de 3pie/s, determinar la ecuacién del movimiento.
solucion:

Por la ley de Hooke tenemos:

8 =k (2), k = 4lb/pie

y por m = W/g

m = 8/32 = 1/4slug.

En consecuencia, la ecuacioén diferencial del movimiento es:

1/4 d2x/dt2 = — 4x — 2 dx/dy 6 bien d2x/dt2 + 8 dx/dt + 16x = 0
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Las condiciones iniciales son:

x(0) =0, dx/dt% = - 3

%t=0

Ahora bien, la ecuacion auxiliar de d2x/dt2 + 8 dx/dt + 16x = 0 es:
m2+8m+16=(m+4)2=0

De modo que m1y m2 = - 4. Por lo tanto, el sistema esta criticamente amortiguado y: x(t) = — 3te es la
ecuacién de movimiento.

Movimiento Vibratorio forzado con amortiguacion:

Supongamos que se considera una fuerza (t) que actla sobre una masa oscilante sujeta aun resorte. Por
ejemplo, (t) podria representar una fuerza impulsora que causa un movimiento oscilatorio vertical del
soporte del resorte. Al incluir (t) en la formulacion de la segunda Ley de Newton resulta:

m d2x/dtz2 = —kx — dx/dt + (t).

[d2x/dtz + dx/mdt+ (k/m)x= (t)/ m]=d2x/dtz + 2 dx/dt + 2x = F(t)

En donde F(t) = (t)/my, 2 = /m, 2 =k/m. Para resolver la ultima ecuacién no homogénea podemos usar
indistintamente el método de variacion de parametros o el de los coeficientes indeterminados.

Ejempilo:

Interpretar y resolver el siguiente problema de valor inicial

1/5 d2x/dt2 + 1.2 dx/dt + 2x = 5 cos 4t

x(0) = 1/2, dx/dt% = O.

%t =0

solucion:

Podemos interpretar el problema como una representacion de un sistema oscilatorio que consiste en una
(m = 1/5 Kg) sujeta a un resorte (k = 2 N/m). La masa se suelta, a partir del reposo, desde un punto que est
1/2 unidad (metro) bajo la posicién de equilibrio: EI movimiento es amortiguado ( = 1.2) y es impulsado por
una fuerza externa periddica(T = /2 segundos) a partir del instante t = 0. Intuitivamente, esperamos que al
con amortiguacion el sistema se mantenga en movimiento hasta que el instante en que la funcion forzante :
corte, en cuyo caso las amplitudes disminuirian gradualmente. Sin embargo, por la forma en que el problen

esta dado, se tiene (t) =5 cos 4t permanecera en accion indefinidamente.

Primero multiplicamos 1/5 d2x/dt2 + 1.2 dx/dt + 2x = 5 cos 4t por 5 y resolvemos la ecuacién homogénea
d2x/dt2 + 6 dx/dt + 10x = O Por los métodos usuales.

Comoml=-3+i,m2=-3-isetiene que:

xc(t)=e (Clcost+ C2sent).
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Usando el método de los coeficientes indeterminados, postulamos una solucién particular de la forma xp (t)
A cos 4t + B sen 4t. En tal caso:

Xp~ = — 4A sen 4t + 4B cos 4t.

Xp~ ~ = - 16A cos 4t — 16B sen 4t.

De modo que xp” “ + 6 xp” + 10 xp = — 16A cos 4t-16B sen 4t — 242 sen 4t
= 24B cos 4t + 10A cos 4t + 10B sen 4t

= (-6 A+ 24B) cos 4t + ( —24A - 6B) sen 4t

= 25 cos 4t

Del sistema de ecuaciones que resulta —6A +24B = 25y - 24A -6B = 0 da A = -25/102 y B = 50/51. Se tier
pues:

X(t)=e (Clcost+ C2sent) - 25/102 cos 4t + 50/51 sen 4t

Si en la ecuacion anterior hacemos t = 0 inmediatamente resulta C1 = 38/51. Derivando la expresiéon y
haciendo t = 0 encontramos que C2 = - 86/51. Por lo tanto, la ecuacién del movimiento es:

X(t) = e (38/51 cost—-86/51sent) - 25/102 cos 4t + 50/51 sen 4t

Términos transitorios y estacionario:

Nétese que la funcion complementaria x(t) = e ( 38/51 cos t — 86/51 sen t) — 25/102 cos 4t + 50/51 sen 4t de
ejemplo precedente tiene la propiedad de que lim xc(t) = 0.

t!"

Puesto que xc(t) se vuelve insignificante ( es decir tiende a 0) cuando t!", se dice que es un termino
transitorio o una solucién transitoria. Asi, para valores grandes del tiempo, los desplazamientos del cuerpo
se aproximan estrechamente por la solucion particular x (t). A esta ultima funcién también se la llama
solucion estacionaria (o de estado permanente). Cuando F es funcién periédica como F(t) = Fo sen to
bien F(t) = Fo cos t. la solucién general consiste en:

X(t) = termino transitorio + termino estacionario.

Sin Amortiguacién:

En ausencia de una fuerza de amortiguacion, no habra termino transitorio en la solucién de un problema.
Ademas veremos que la aplicacion de una fuerza periddica de frecuencia cercana, o igual, a la frecuencia c
las oscilaciones libres no amortiguadas puede causar un problema serio en cualquier sistema mecanico
oscilatorio.
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