L'algebra és generosa: sovint ens déna més del que li demanem.
Jean le Rond d'Alembert

Filosof, fisic i matematic francés del segle XVIlI

Coautor amb Diderot de la més famosa Enciclopédia

Per resoldre un problema referent a nombres o a relacions entre quantitats, només cal traduir el
problema del llenguatge ordinari a l'idioma algébric.

Arithmetica Universalis, Issac Newton, 1707

El mateix Newton, matematic, fisic i astronom, va ensenyar mitjangant exemples com s'ha de fer aquesta
traduccid. Mireu—ne un:

A una persona afeccionada a les endevinalles li van preguntar la seva edat. La seva resposta va ser molt
complicada:

Multipliqueu per tres els anys els anys que jo tindré d'aqui a tres anys i resteu-hi el triple de I'edat que tenic
tres anys. Aixi obtindreu I'edat que tinc.

Quina era l'edat d'aquesta persona en el moment que li van preguntar l'edat?
La traduccié del llenguatge ordinari a l'idioma algebric és aquesta:

Nombre d'anys que busca: x.

Edat d'aqui a tres anys: x+3.

Edat de fa tres anys: x-3.

Equacié que s'obté: 3 (x+3) -3 (x—3) = x

3 (x+3) =3 (x—-3) = x

3X+9-3x+9=x

3X-3x-x=-9-9

-1=-18

x =18/1

x=18

La solucié d'aquesta equacié es lI'edat de Il'aficionat a plantejar endevinalles.
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Fa més de tres mil cinc—cents anys, els egipcis resolien ja equacions de primer grau amb una incognita.
Per resoldre equacions ha fet falta usar equacions per explicar aquestes situacions.

De l'exposicio CAOS, Museu de la Ciéncia, curs 1994-95

1.INTRODUCCIO

Aquesta frase expressa dues realitats. La primera, que molta gent té por de les matematiques i fa tot el que
per no usar-les. Un dels objectius de la ESO és véncer aquest terror.

La segona, que els problesmes reals consisteixen, moltes vegades, en la determinacio del valor que ha de
una quantitat desconeguda per tal d'aconseguir un cert objectiu. Quan es vol analitzar un problema d'aques
tipus, s'acostuma a simbolitzar aquesta quantitat desconeguda, la incognita, mitjangant una lletra, quasi
sempre que es pot X, i les condicions del problema i tota la informaci6 de qué es disposa es tradueix a
exprecions matematiques. Aixi apareixen les equacions.

Des de molt antics els matematics s'han ocupat de resoldre problemes, a vegades molt complicats, relacior
amb trobar un o0 més nombres que compleixin certes condicions.

Durant I'edat mitjana els matematics arabs i els hindus van resoldre, per métodes inductius, problemes del
tipus citat, ja que la matematica d'aquell temps no utilitzava simbols per designar amb lletres les quantitats
desconegudes i per signes les operacions aritmeétiques.

L'objectiu d'aquesta recerca és l'estudi de procediments de resolucié d'equacions de primer grau. La seva
aplicacio al plantejament i resolucié de problemes permet aprendre a expressar simbolicament certes relaci
existents entre quantitats diferents de magnituts.

En Pere li diu a la Sara: Jo tinc dues vegades l'edat que tu tenies quant jo tenia I'edat que tu tens, i quan
tinguis l'edat que jo tinc la suma de les nostres edats sera 63 anys.



2. PRESENTACIO

La figura representa dos plats en equilibri.

Tenen alguna relacié una equacioé i una balanga?
Una balanca té dos platets.

Una equacié té dos membres.

La massa dels pesos és una quantitat coneguda.

La massa dels objectes és la quantitat desconeguda.

Quan la balanca esta en equilibri, la massa dels pesos que es troben en els platets és igual a la massa dels
objectes que es troben a l'altre platet.

L'equacié representa un tipus especial d'equilibri: el primer nombre és igual al segon.

Durant aquest curs ja has treballat amb lletres per representar nombres i has aprés a operar—hi algebraicar
i a relacionar exprecions algebraiques mitjancant signes d'igualtat o desigualtat.

L'objectiu central d'aquesta recerca és que vegi I'is d'equacions com una eina natural i no artificiosa i que
aprengui a plantejar i resoldre problemes que portin a equacions de primer grau, numericament i grafica.

El document matematic més antic que es coneix actualment és una resta arqueologica trobada a Europa
central. Es tracta d'un os de cadell de llop de 30000 anys d'antiguitat, en el qual apareixen 55 incions
distribuides en dues séries de 25 i 30 | agrupades de 5 en 5.

3. EL PAPIR RHIND

El papir Rhind (1650 aC, Museu Britanic).

El document matematic més important de l'antic Egipte és l'escrit cap al 1650 aC per I'Escriba Ahmes, i és
conegut amb el nom de papir Rhind. L'obra comencga afirmant que conté I'estudi complet i detallat de totes |
coses, com també el coneixement de tots els secrets . S'hi tracten problemes practics de caire algebraic res

de forma aritmética. Un, per exemple, és el segiient: Busca una quantitat que afegida a la seva setena part
doni 19.

El diccionari defineix la paraula algebra aixi: algebra. (de I'arab al-yabra, la reducci6). Branca de les
matematiques que tracta de la quantitat en general valent-se, per representar—la, de lletres i altres simbols

4, UNA MICA D'HISTORIA...
L'origen de I'Algebra es remunta a @poques molt antigues: les tauletes cuneiformes i els papirs son testimo
gue ja dos mil anys aC els babilonis i els egipcis resolien problemes que, en la notacié actual, se solucionat

amb equacions i sistemes d'equacions.

A Europa, els grecs van resoldre problemes algébrics utilitzant métodes geomeétrics, ja que no tenien simbc
adequats per fer—ho d'una altra manera.

Diofant d'Alexandria (segle Il dC), anomenat pare de l'algebra, va ser el primer que va utilitzar abreviatures



signes per a les incognites i les operacions, perd aquesta idea no va arrelar i van haver de passar mil anys
perqué algu hi tornés a pensar.

A la Baixa Edat Mitjana, a través de Sicilia i de I'Escola de Traductors de Toledo, van arribar a Europa els
corrents cientifics hindls i arabs i es van tornar a estudiar els textos grecs antics en el llenguatge ordinari, €
dir, amb una escriptura i lectura llarga i complicada.

A poc a poc, durant els segles XV i XVI, es van introduir abreviatures (p per a més i m per a menys) per
facilitar els calculs, i es van interpretar simbols (+ i — van ser introduits pels alemanys per assenyalar exces
i defectes en els pagos de cofres i arques) en lloc de paraules en les expressions algébriques, la qual cosa
suposar una gran millora per al desenvolupament de l'algebra.

A finals del segle XVI, el matematic Francesc Vieta ja no s'ocupava de nombres concrets siné de quantitats
gualsevol i va introduir I'Gs de lletres per representar—les.

Al segle XVIII, Descartes ja utilitzava l'anotacio actual, i aixi va acabar la tasca comengada per Diofant
catorze segles abans.

Indica quina de les afirmacions seglients és falsa:

 L'equacio 4x + 3 = 4x + 3 no té solucio.
 L'equaci6 4x + 3 = 2(2x + 15) no té solucio.

8.1 EQUACIONS IMPOSSIBLES O INCOMPATIBLES

Hi ha equacions de primer grau amb una incognita que no tenen solucid. Aquestes equacions s'anomenen
impossibles o incompatibles.

Aixi, per exemple, en tractar de resoldre I'equacio
2.(x-4)=2.x+5

resulta:

2.x-4)=2x+5

2Xx—-8=2x+5

2Xx—-2x=5+8

(2-2)x=13

0.x=13

Cap nombre multiplicat per zero no déna 13.

L'equacié 2. (x — 4 ) = 2.x + 5 és impossible o incompatible

En el segle XVI, el matematic francés Viéte va introduir el concepte d'incognita per expressar la dada
desconeguda d'un problema.

Una cosa és resoldre equacions i una altra resoldre problemes que exigeixen el plantejament i la



resoluci6 d'una equacio.

9. RESOLUCIO DE PROBLEMES

Per resoldre problemes amb contingut divers, cal llegir i rellegir atentament I'enunciat del problema i
assimilar—ne el contingut, com a primera condicié. A continuacid, s'elegeix la incognita o incognites que
han de representar les variables del problema que volem trobar. Amb elles, plantegem les equacions, d'aco
amb les dades. Finalment, resolem I'equacio.

Perd les coses no acaben aqui. D'una banda és imprescindible comprovar que els valors obtinguts complei
les exigéncies de l'enunciat; aixi podem detectar errors de calcul i fins i tot de plantejament. A més, caldra
analitzar la solucid, per tal de comprovar que s'ajusta a les especificacions del problema.

Per resoldre problemes per mitja d'equacions és fonamental de llegir i rellegir amb molta atenci6 el text fins
entendre perfectament el qué vol dir. Després és convenient seguir aquestes etapes:

1r. Elecci6 de les incognites.

2n. Plantejament de I'equacio: consisteix a traduir les condicions de I'enunciat en forma d'equacioé.
3r. Resolucio de I'equacio: es fa transformant I'equacié inicial en altres d'equivalents i més senzilles.
4t. Comprovacio de resultats.

5é. Discussio de les solucions: es tacta de veure si les solucions obtingudes sén acceptables per al problen
proposat.

Exemple:

El perimetre d'un rectangle és de 20 centimetres, i el costat menor és igual a dues terceres parts del costat
major. Quants centimetres fan els costats d'aquest rectangle?

D2/3xC
X
A2/3XB

Si representem per x els centimetres que fa el costat major del rectangle, segons el problema el costat mer
ha de fer:

2/3x
El perimetre del rectangle és:
2 (x +2/3x) =20

Solucionar I'equaci6 2( x + 2/3x ) = 20 obtindrem el valor de la incognita x que, com hem indicat, representa
la longitud, expressada en centimetres, del costat major.

X+ X +2/3x + 2/3x =20



3X+ 3x +2x + 2x =60

10x = 60
x = 60/10
X=6

La solucié d'aquesta equacié és a dir x = 6, la qual cosa significa que el costat major del rectangle fa 6 cm.
El costat menor del rectangle fa
2/3x=2/3.6cm.=4cm.

El problema proposat és un problema algebric de primer grau perqué s'ha solucionat mitjangant una equaci
de primer grau.

En una classe de 30 alumnes el nombre de noies és el triple que el de nois. Quants nois i
<noies componen la classe?
9.1. PROBLEMES IMPOSSIBLES O INCOMPATIBLES

De vegades, en tractar de resoldre problemes amb equacions, I'equacié que es planteja té solucid, perd no
el problema, pergué el valor trobat de la incognita no compleix les condicions de les dades del problema.

Aixi passa, per exemple, en el problema segtent:

Per enviar un telegrama cal pagar 4 pessetes per cada paraula, més 60 pessetes d'import fix, independenn
del nombre de paraules del text.

La Isabel diu que ha enviat un telegrama pel qual ha pagat, en total, 142 pessetes. Quantes paraules té el t
del telegrama?

Per resoldre el problema, es planteja I'equacio:
4.x + 60 =142,
on la lletra (la incognita) x representa el nombre de paraules del telegrama.

Resolucio de I'equacio:

4.x+60=142
4x =142 - 60
4.x =82
X = 82/4
X=20,5



El nombre x = 20,5 és solucié de l'equacio

4.x + 60 =142,

perd no del problema, ja que —d'acord amb aquest— el nombre que expressa la quantitat de paraules del
telegrama ha de ser un nombre enter positiu, i no un nombre decimal, per tal com no té sentit que el text d'L

telegrama consti de vint paraules i mitja. Conseglientment, el problema no té solucié.

Tracta de resodre aquest problema i explica perque no té solucié. En una clase de 30 alumnes el nombre d
noies és el triple que el de nois. Quants nois i noies componen la classe?

X+ 3x =30

4x =30

x =30/4

Xx=75

L'Aritmética de Diofant és una col-lecci6é de 189 problemes amb les seves solucions i és caracteritza per un
tractament de la matematica completament diferent del dels seus antecessors grecs, els quals estaven
preocupats per la geometria.

5. ELS PRECURSOS DE L'ALGEBRA

5.1 DIOFANT D'ALEXANDRIA

Molts autors consideren a Diofant com el pare de l'algebra moderna, pero, d'altres pensen que els
continguts de la seva obra no sén propiament un tractat algébric, sind que es tracta d'una col-lecci6 de
problemes resolts.

L'aritmética de Diofant publicada

per S. De Fermat l'any 1670.

La introduccié de simbols i abreviatures per designar la variable i les operacions que s'han d'efectuar per
resoldre equacions és obra d'un matematic grec, Diofant, que se suposa que va viure en el segle 11l dC.

La seva obra fonamental Aritmética, representa una gran innovacio, ja que se separa de la de métodes
geomeétrics que carecteritzaven els estudis grecs de I'época i s'endinsa en la resolucidé exacta d'equacions
determinades i indeterminades.

Si un jugador de golf aconsegueix acabar un forat amb un cop menys dels previstos (-1), es diu que ha
aconseguit un birdie; si ho fa amb dos cops menys que el par (-2), és un eagle, i si ho aconsegueix amb tre
menys (—3), es diu que ha fet un albatros.

En aquest fragment del llibre de Recorde pots veure el simbol suma,

resta i igualtat que feia servir.

6. SIGNES AMB HISTORIA



No es van fer servir fins al segle XV. La primera vegada que varen aparéixer impresos va ser en una
aritmética comercial escrita I'any 1489 per Johann Widman, un mestre calcutista alemany. Abans s'utilitzave
les lletres p i m, del llati plus i minus.

Els signes per a les operacions de multiplicacié i de divisi6 més moderns van ser introduits al segle XVII
(concretament I'any 1657) per William Oughtred.

Només un parell d'anys més tard, Johann Rahn, a la seva Algebra alemanya, fa servir per primera vegada
signe per indicar la divisio.

Diuen que Diofant va ser un matematic tan important en la resolucié de problemes que quan va morir van
inscriure a la seva tomba el text seglient en forma d'endevinalla, de manera que qui el resolgués pogués sa
I'edat que Diofant tenia quan va morir

En aquesta tomba descansa Diofant. Oh gran meravella! | la tomba diu amb art la mesura de la seva vida. I
va fer que fos nen una sisena part de la seva vida. Afegint—hi una meitat, les galtes van tenir la primera barl
Li va encendre el foc nupcial després d'un seté, i el cinqué any després de les noces li va concedir un fill. P
ai!, nen tarda i desgraciat, a la meitat de la mesura de la vida del seu pare el va arrabassar la glagada tomb
Després de consolar la seva pena quatre anys amb aquesta ciéncia del calcul, va arribar a la fi de la seva v
XI6+X/2+X/T+5+x/2+4=X

14x + 7x + 12X + 420 + 42x + 336 = 84x

-9x = -756

X = 756/9

x=84

Diofant va viure 84 anys. Es va casar als 42, va ser pare als 47 i va perdre al seu fill als 80.

Els matematics sempre els ha agradat molt jugar amb coses serioses, fer magia en problemes més o meny
dificils.

11. ELS JOCS DELS MATEMATICS

Com transformar 10 tresos en 3 uns

Amb 10 tresos i el signe +, pots obtenir el resultat 1117
3+3+3+3+33+33+33 = 111

Les moltes maneres d'escriu-re el 10

Col-loca entre les nou xifres seglients els signes de les quatre operacions aritmeétiques als llocs adequats (r
necessariament a tots) perqué aquesta operacié sigui una realitat:

*1.2+3-4+4+5:6+7:8+9=10
*1.2+3-4+5-6-7+8+9=10
*1.2+3+4+5+6+7-8-9=10
*1+42+3+4-546:7:8+9=10



*1+2-3+4+5+6-7:8+9=10

Hi ha més d'una solucié.

Les moltes maneres d'escriu—re el 100

Hi ha moltes maneres d'escriu-re el 100. T'en proposem unes quantes:

a) Escriu el 100 fent servir les deu xifres significatives i els signes de sumar i

restar.

0123 -45-67 +89 =100

b) Escriu el 100 fent servir els nombres de I'1 al 9 i les operacions de sumar i dividir.

97 +1/2 +6/4 + 3 +5/8 =100

75 + 24 + 3/6 + 9/18 = 100

c) Amb les operacions que vulguis, escriu el 100 fent servir 5 uns.

111-11 =100

d) Amb les operacions que vulguis, escriu el 100 fent servir 5 tresos.

33-33+3/3=100

e) Amb les operacions que vulguis, escriu el 100 fent servir 5 cincs.

5.5-5(5-5)=100

Un problema algebraic consisteix a calcular uns nombres, anomenats incognites, que compleixen certes
condicions, quan es coneixen d'altres nombres anomenats dades que guarden alguna o algunes relacions :
les incognites.

12.CONCLUSIO

Una lletra en matematiques representa sempre un nombre, perd un nombre el valor del qual no és determir
bé perqué no el coneixem encara o perqué pot tenir qualsevol valor. Aquesta utilitzacié de les lletres és alld
gue confereix a les matematigues un dels seus trets fonamentals: el poder d'abstraccio, és a dir, de represe
amb un mateix esquema matematic, situacions reals diferents.

L'objectiu fonamental de l'algebra classica és resoldre problemes mitjancant el plantejament i la resolucio
d'equacions. Es resolen amb aquest métode els problemes que consisteixen a trobar una quantitat descone
sabent les relacions que aquesta quantitat té amb altres quantitats conegudes. En primer lloc, es tradueixer
aquestes relacions al llenguatge algebraic, bo i originant equacions. Es la fase del plantejament. Per resoldi
posteriorment les equacions, se someten a uns processos de transformacié que exigeixen el domini de les

manipulacions algebraiques.

En definitiva, en matematiques, en fisica i en altres ciéncies és freqlient representar amb lletres quantitats c
nombres desconeguts, i expressar amb simbols (lletres, nombres, signes d'operacions i signes =) relacions



entre quantitats o nombres.

En el segle XV el francés Chaquet expressa per primera vegada un nombre negatiu aillat en I'equacio 4x =
-2.

Perd encara en el segle XVI eren anomenats numeri absurdi.

7. NUMERI ABSURDI

Els pobles orientals van fer servir molt aviat els negatius, ja que els xinesos empraven ja al segle Ill aC les
vares de comptar, conjunt de vares pintades de vermell per als nombres positius i de negre pels negatius. N
tard van aparéixer per primera vegada les regles per operar amb els nombres negatius, pero van ser els hir
els qui van comencgar a considerar zero i les quantitats negatives com a niUmeros.

D'altra banda, els pobles occidentals I'acceptacio dels negatius (encara al segle XVI eren anomenats nume
absurdi) a Europa va ser molt més lenta. Dos segles més tard s'interpreten les solucions negatives de les
equacions: el negatiu en Geometria és una regressiéo mentre que el positiu correspén a un avang.

En definitiva, els pobles occidentals van acceptar els negatius un mil-leni més tard que els orientals.

La Ndria té un problema: ha de mesurar exactament un litre d'aigua i només disposa d'una ampolla de tres
litres i una altre de cinc. Pots ajudar-la?

10. ENTRETENIMENTS

No ens penséssim que l'algebra simplifica sempre la resolucié de problemes. Hi ha ocasions en qué la rutin

algebraica enfosqueix de tal manera I'esséncia del problema que una soluci6 aritmética trivial es converteix

un problema algebraic d'absurdes proporcions.

* Un collaret es trenca, durant un combat d'amor, i cauen les perles. Un ter¢ cau a terra, una cinquena part
sobre el llit, un sisé és trobat per I'enamorada, una desena part pel seu amant i sis perles restaren en el f
Quantes perles hi havia en el collaret? (Endevinalla india del segle VIII aC).

XI3 + x/5 + x/6 + x/10 + 6 = X

10x + 6x + 5x + 3x + 180 = 30x

10x + 6x + 5x + 3x — 30x = — 180

—-6x = -180

X = +180/+6

x = 30 perles.

2 - Un bambu que fa 30 colzes i que s'alga sobre un terreny pla, es trenca en un punt per la forga del vent.
L'extrem superior toca el terra a 16 colzes del peu. A quina algcada s'ha trencat? (Text indi del segle 1X).

h2=c2+c?

900 - 60x + x2 = x? + 256

10



—60x + x2 — x2 =256 — 900

—-60x = -644

X = +644/+60

x = 10,7 colzes.

3 — Diuen que un dia va preguntar a Pitagores quants alumnes tenia i va contestar:

Tinc una meitat dels alumnes que només estudien geometria; una quarta part estudia només fisica; una set
part estudia filosofia i, a més, n'hi ha tres que combinen els estudis de les diferents branques. Aixi sabeu gL
estudien tots els meus alumnes.

Sabries dir quants alumnes tenia Pitagores?

X2+ x4 +Xx[7+3=x

14x + 7x + 4x + 84 = 28X

14x + 7x + 4x — 28x = -84

-3x=-84

X = +84/+3

X = 28 alumnes.

4 — Una pagesa porta a fira a un petit ramat de cabres que ven a tres firaires: al primer li ven la meitat de le
cabres que portava, més mitja cabra; al segon, la meitat de les cabres que liguedaven, més mitja cabra, i al
tercer firaire li ven I'Gltima cabra que li gquedava. Amb quantes cabres va entrar a la fira i quantes en va ven
a cada firaire?

X2+ +Xxl4+%+1=X

2X+ 2+ 1x+2+ 4 =4x

2Xx+1x-4x=-2-2-4

-1x = -8
X = +8/+1
X = 8 cabres.

5 - Un pastor tenia tres fills, i tota la seva fortuna era constituida per 11 ovelles.
Quan va veure que s'acostava al final dels seus dies, crida els seus tres fills per repartir-los I'heréncia:
» A t, com ets el més gran, et donaré la meitat de les ovelles.

» TU que ets el mitja et quedaras amb la quarta part del ramat.
* | per a tu sera la sisena part, ja que ets el petit.

11



Al cap de pocs dies, el vell va morir i els joves hereus van decidir agafar la seva part de I'heréncia. Pero la
seva sorpresa va ser molt gran en adonar-se que 11 no era mltiple de 2, ni de 4, ni de 6! La meitat d'11
ovelles s6n 5 ovelles i mitja, i com podrien repartir-se-les sense l'ajuda d'un carnisser?.

Van decidir, doncs, de demanar el consell d'un vellet amic seu i aquest els va prometre que resoldria el seu
problema. Al dia seglient es va presentar a casa dels tres germans amb una ovella. Va afegir I'ovella a les «
ramat i els va dir que ja es podien repartir I'heréncia.

El major es va endur la meitat de les dotze ovelles, és a dir, 6 ovelles.

El mitja en va agafar la quarta part, o sigui, 3 ovelles.

El més petit va prendre la sisena part, és a dir, 2 ovelles.

Van sumar les ovelles 6+3+2=11, i el vellet va agafar la seva ovella i se'n va anar. Tots van quedar satisfets
Quin és el truc?

X[2 + x/4 +x/6 =11

6X + 3x + 2x =132

11x =132

x =132/11

x = 12 ovelles.

El 1673 Descartes va ublicar la seva obra La Geometria com un apéndix al Discours de la méthode, que
recull les seves aportacions més importants a les matematiques.

Espero que la prosperitat em jutgi amb benevoléncia, no solament per les coses que he explicat, sin6d
també per les que he omeés intencionadament per tal de deixar als altres el plaer de descobrir-les.

René Descartes (1596-1650)

5.3 RENE DESCARTES
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