INTRODUCCION

Este informe tiene como finalidad presentar una teoria operacional sobre la Teoria de Colas, la cual incluye
estudio matematico de las colas o lineas de espera, siendo la de mayor aplicacién potencial y sin embargo
la mas dificil de aplicar. Los fenémenos de espera para recibir servicio son cosas de la vida diaria; por
ejemplo, esperar en una cola para pagar el teléfono o en el supermercado. No obstante, la espera no solo ¢
limita a personas sino a procedimientos o ensamblados de maquinas, por lo tanto en esta unidad se descril
modelos matematicos aplicables a cualquier situacion donde se forme una cola.

No pretendo incluir en un solo tema todo lo que necesita saber el estudiante, sino ofrecer un marco de los
conocimientos basicos presentados en forma clara y precisa.

La formacion de lineas de espera es, por supuesto, un fenébmeno comudn que ocurre siempre que la deman
actual de un servicio excede a la capacidad actual de proporcionarlo. Con frecuencia, en la industria y en o
sitios, deben tomarse decisiones respecto a la cantidad de capacidad que debe proporcionarse. Sin embart
muchas veces es imposible predecir con exactitud cuando llegaran las unidades que buscan el servicio y/o
cuanto tiempo sera necesario para dar ese servicio; es por esto que esas decisiones suelen ser dificiles.
Proporcionar demasiado servicio implica costos excesivos. Por otro lado, carecer de la capacidad de servic
suficiente causa colas excesivamente largas en ciertos momentos. Las lineas de espera largas también sor
costosas en cierto sentido, ya sea por un costo social, por un costo causado por la pérdida de clientes, por
costo de empleados ociosos o por algln otro costo importante. Entonces, la meta final es lograr un balance
econdmico entre el costo de servicio y el costo asociado con la espera por ese servicio. La teoria de colas ¢
no resuelve directamente este problema, pero contribuye con informacién vital que se requiere para tomar |
decisiones concernientes prediciendo algunas caracteristicas sobre la linea de espera como el tiempo de e
promedio.

La teoria de colas proporciona un gran nimero de modelos matematicos para describir una situacion de lin
de espera. Con frecuencia se dispone de resultados matematicos que predicen algunas de las caracteristic
estos modelos.

Como ejemplo prototipo expondré la sala de emergencia del Hospital General, el cual proporciona cuidados
médicos rapidos a los casos de emergencia que llegan en ambulancia o vehiculos particulares. En cualquie
momento se cuenta con un doctor de guardia. No obstante, a causa de la mala situacion econdémica que Vvi\
nuestro pais existe una creciente tendencia a usar estas instalaciones para casos de emergencia en lugar ¢
una clinica privada, es por ello que el hospital ha venido experimentando un aumento continuo en el nimer
de pacientes anuales que llegan a la sala de emergencia. Como resultado, es bastante comudn que los paci
que llegan durante las horas pico (temprano en la tarde) tengan que esperar turno para recibir el tratamient
del doctor. Por esto, se ha hecho una propuesta para asignar un segundo doctor a la sala de emergencia
durante esas horas pico, para que se puedan atender dos casos de emergencia al mismo tiempo. Se ha pe
al ingeniero administrador del hospital que estudie esta posibilidad.

El ingeniero comenzé por reunir los datos histéricos pertinentes y por hacer una proyeccion de estos datos
siguiente afio. Reconocié que la sala de emergencia es un sistema de lineas de espera y aplico algunos
modelos de teoria de colas para predecir las caracteristicas de la espera en el sistema con uno y dos docto
como veremos a continuacion:

ESTRUCTURA BASICA DE LOS MODELOS DE COLAS

* Proceso basico de colas



El proceso basico supuesto por la mayor parte de los modelos de colas es el siguiente. Los clientes que
requieren un servicio se generan a través del tiempo en una fase de entrada. Estos clientes entran al sisten
se unen a una cola. En determinado momento se selecciona un miembro de la cola, para proporcionarle el
servicio, mediante alguna regla conocida como disciplina de servicio. Luego, se lleva a cabo el servicio
requerido por el cliente en un mecanismo de servicio, después de lo cual el cliente sale del sistema de cola
En la siguiente figura se da un esquema de este proceso.

» Fuente de entrada (poblacién potencial)

Una caracteristica de la fuente de entrada es su tamafio. El tamafio es el nUmero total de clientes que puec
requerir servicio en determinado momento, es decir, el nimero total de clientes potenciales distintos. Esta
poblacion a partir de la cual surgen las unidades que llegan se conoce como poblacion de entrada. Puede
suponerse que el tamafio es infinito o finito (de modo que también se dice que la fuente de entrada es ilimit
o limitada). Como los calculos son mucho mas sencillos para el caso infinito, esta suposicion se hace muy
seguido aun cuando el tamafio real sea un nimero fijo relativamente grande, y debera tomarse como una
suposicién implicita en cualquier modelo que no establezca otra cosa. El caso finito es mas dificil
analiticamente, pues el nimero de clientes en la cola afecta el nimero potencial de clientes fuera del sister
en cualquier tiempo; pero debe hacerse esta suposicion finita se la tasa a la que la fuente de entrada gener
clientes nuevos queda afectada en forma significativa por el nimero de clientes en el sistema de lineas de
espera.

También se debe especificar el patron estadistico mediante el cual se generan los clientes a través del tierr
La suposicién normal es que se generan de acuerdo a un proceso Poisson, es decir, el nimero de clientes
llegan hasta un tiempo especifico tiene una distribucion Poisson. En nuestro caso corresponde a aquel cuy;
llegadas al sistema ocurren de manera aleatoria pero con cierta tasa media fija y sin importar cuantos client
estan ya ahi (por lo que el tamarfio de la fuente de entrada es infinito). Una suposicion equivalente es que Iz
distribuciéon de probabilidad del tiempo que transcurre entre dos llegadas consecutivas es exponencial. Se |
referencia al tiempo que transcurre entre dos llegadas consecutivas como tiempo entre llegadas.

* Cola

Una cola se caracteriza por el nimero maximo permisible de clientes que puede admitir. Las colas pueden
finitas o infinitas, segun si este numero es finito o infinito. La suposicién de una cola infinita es la estandar
para la mayor parte de los modelos, incluso en situaciones en las que de hecho existe una cota superior
(relativamente grande) sobre el nimero permitido de clientes, ya que manejar una cota asi puede ser un fa
complicado para el andlisis. Los sistemas de colas en los que la cota superior es tan pequefia que se llega
con cierta frecuencia, necesitan suponer una cola finita.

« Disciplina de la cola

La disciplina de la cola se refiere al orden en el que se seleccionan sus miembros para recibir el servicio. P«
ejemplo, puede ser: primero en entrar, primero en salir, aleatoria, de acuerdo a algun procedimiento de
prioridad o a algin otro orden. La que suponen como normal los modelos de colas es la primero en entrar,
primero en salir, a menos que se establezca otra cosa.

* Mecanismo de servicio

El mecanismo de servicio consiste en una 0 mas instalaciones de servicio, cada una de ellas con uno o ma
canales paralelos de servicio, llamados servidores. Si existe mas de una instalacién de servicio, puede ser
gue sirva al cliente a través de una secuencia de ellas (canales de servicio en serie). En una instalacion da
el cliente entra en uno de estos canales y el servidor le presta el servicio completo. Un modelo de colas del
especificar el arreglo de las instalaciones y el nimero de servidores (canales paralelos) en cada una. Los



modelos mas elementales suponen una instalacién, ya sea con un servidor o con un nimero finito de
servidores.

El tiempo que transcurre desde el inicio del servicio para un cliente hasta su terminacién en una instalacion
llama tiempo de servicio (o duracién del servicio). Un modelo de un sistema de colas determinado debe
especificar la distribucién de probabilidad de los tiempos de servicio para cada servidor (y tal vez para los
distintos tipos de clientes), aunque es comuin suponer la misma distribucion para todos los servidores.

« Un proceso de colas elemental

Como ya se ha sugerido, la teoria de colas se aplica a muchos tipos diferentes de situaciones. El tipo que r
prevalece es el siguiente: una sola linea de espera (que puede estar vacia en ciertos lapsos de tiempos) se
forma frente a una instalacion de servicio, dentro de la cual se encuentran uno o mas servidores. Cada cliel
generado por una fuente de entrada recibe servicio de uno de los servidores, quiza después de esperar un
en la cola (linea de espera). En la figura se da un esquema del sistema de colas elemental del que se hablz
(cada cliente se indica por una C y cada servidor por una S).

Observe que el proceso gue ilustramos en el ejemplo al inicio es de este tipo. La fuente de entrada genera
clientes en la forma de casos de emergencia que requieren cuidado médico. La sala de emergencia es la
instalacion de servicio y los doctores son los servidores.

Un servidor no tiene que ser un solo individuo; puede ser un grupo de personas, por ejemplo, una cuadrilla
reparacion que combina fuerzas para realizar, de manera simultanea, el servicio que solicita el cliente. Aln
mas, los servidores ni siquiera tienen que ser personas. En muchos casos puede ser una maquina o una pi
de equipo, como un cargador frontal que presta el servicio cuando se requiere (tal vez con la ayuda de un
operador). Con esta misma linea de ideas, los clientes en la cola no tienen que ser personas. Por ejemplo,
pueden ser unidades que esperan ser procesadas en una cierta maquina, o pueden ser carros que esperar
por una caseta de cobro.

No es necesario que de hecho se forme fisicamente una linea de espera delante de una estructura fisica q
constituye la instalacion de servicio; es decir, los miembros de la cola pueden estar dispersos en un area
mientras esperan que el servidor venga a ellos, como las maquinas que esperan reparacion. El servidor o
grupo de servidores asignados a un area constituyen la instalacion de servicio para esa area. De todas mat
la teoria de colas da un namero promedio de clientes en espera, el tiempo promedio de espera, etc. pues e
irrelevante si los clientes esperan agrupados o no. El Gnico requisito esencial para poder aplicar la teoria de
colas es que los cambios en el nimero de clientes que esperan un servicio ocurran como si prevaleciera la
situacion fisica que se describe en la figura anterior (o una contraparte valida).

Muchos de los modelos para la teoria de colas hacen la suposicién de que todos los tiempos entre llegadas
todos los tiempos de servicio son independientes e idénticamente distribuidos. Por ejemplo, el modelo M/M
supone que tanto los tiempos entre llegadas como los de servicio tienen una distribucién exponencial y que
namero de servidores es s (cualquier entero positivo). El modelo M/G/1 supone que los tiempos entre llega
siguen una distribucién exponencial pero no pone restricciones sobre la distribucion de los tiempos de
servicio, mientras que el nimero de servidores esta restringido a exactamente 1.

EJEMPLOS DE SISTEMAS DE COLAS REALES

Puede parecer que la descripcién de los sistemas de colas pueden parecer mas o menos abstracta y s6lo ¢
aplicables en situaciones practicas bastante especiales. Por el contrario, los sistemas de colas ocurren con
sorprendente frecuencia en una amplia variedad de contextos. Para ampliar el horizonte sobre la aplicabilid
de la teoria de colas, se mencionaran brevemente varios ejemplos reales de sistemas de colas.



Una clase importante de sistemas de colas que se encuentran en la vida es el sistema de servicio comercie
en donde los clientes externos reciben un servicio de una organizacion comercial. Muchos de estos sistems
incluyen un servicio de persona a persona en una localidad fija, como una pelugueria (los peluqueros son ¢
servidores), es servicio de una cajera de banco, las cajas de cobro en un supermercado y una cola en una
cafeteria (canales de servicio en serie). Muchos otros sistemas son de tipo diferente, como la reparacion de
aparatos domésticos (el servidor va hacia el cliente), una maquina de monedas (el servidor es una maquine
una gasolinera (los clientes son automoviles).

Otra clase importante es la de sistemas de servicio de transporte. Para algunos de estos sistemas los
vehiculos son los clientes, como los automoviles que esperan pasar por una caseta de cobro o un semafor
servidor), un camion de carga o un barco que esperan que una cuadrilla les dé el servicio de carga o desca
y un avion que espera aterrizar o despegar en una pista (el servidor). (Un estacionamiento es un ejemplo p
usual de este tipo, en el que los carros son los clientes y los espacios son los servidores, pero no existe un:
cola porque si el estacionamiento esté lleno, los clientes se van a otro lado a estacionarse). En otros casos
vehiculos son los servidores, como los taxis, los camiones de bomberos y los elevadores.

En los ultimos afos, tal vez la teoria de colas se ha aplicado mas a los sistemas de servicio interno en la
industria y en los negocios, en donde los clientes que reciben el servicio son internos o parte de la
organizacion. Los ejemplos incluyen sistemas de manejo de materiales, en donde las unidades de manejo «
materiales (los servidores) mueven cargas (los clientes); sistemas de mantenimiento, en donde las brigada:
mantenimiento (los servidores) reparan maquinas (los clientes) y puestos de inspeccion en los que los
inspectores de control de calidad (los servidores) inspeccionan articulos (los clientes). Las instalaciones pai
empleados y los departamentos que dan servicio a empleados también entran en esta categoria. Ademas,
maquinas se pueden ver como servidores cuyos clientes son los trabajos que se estan procesando. Un ejel
relacionado muy importante es un centro de computo en el que la computadora se puede ver como el servi

Es del reconocimiento general que la teoria de colas también se puede aplicar a sistemas de servicio socia
Por ejemplo, un sistema judicial es una red de colas, en donde las cortes son las instalaciones de servicio,
jueces (o los jurados) son los servidores y los casos que esperan el proceso son los clientes. Un sistema
legislativo es una red de colas parecida, en el que los clientes son los asuntos que el congreso va a tratar.
Algunos sistemas de salud publica son sistemas de colas. Al inicio se vio un ejemplo (la sala de emergenci
un hospital), pero también las ambulancias, las maquinas de rayos X y las camas del hospital pueden jugar
papel de servidores en sus propios sistemas de colas. En forma parecida, las familias en espera de viviend
interés social u otros servicios sociales se pueden concebir como clientes de un sistema de colas.

Aun cuando éstas son cuatro clases amplias de sistemas de colas, la lista todavia no se agota. De hecho, |
teoria de colas comenzd a principios de siglo con aplicaciones a ingenieria telefénica (el fundador de la teol
de colas, A.K. Erlang, era un empleado de la Danish Telephone Company en Copenhague), y la ingenieria
telefénica constituye todavia una importante aplicacién. Lo que es mas, cada individuo tiene sus propias
lineas de espera personales: tareas, libros que leer, etc. Estos ejemplos son suficientes para sugerir que lo
sistemas de colas sin duda ocurren con toda frecuencia en muchas &reas de la sociedad.

PROCESO DE NACIMIENTO Y MUERTE

La mayor parte de los modelos elementales de colas suponen que las entradas (llegada de clientes) y las
salidas (clientes que se van) del sistema ocurren de acuerdo al proceso de nacimiento y muerte. Este
importante proceso de teoria de probabilidad tiene aplicaciones en varias areas. Sin embrago en el context
la teoria de colas, el término nacimiento se refiere a llegada de un nuevo cliente al sistema de colas y el
término muerte se refiere a la salida del cliente servido. El estado del sistema en el tiempo t (t 0), denotado
por N (1), es el nimero de clientes que hay en el sistema de colas en el tiempo t. El proceso de nacimiento
muerte describe en términos probabilisticos como cambia N (t) al aumentar t. En general, dice que los
nacimientos y muertes individuales ocurren aleatoriamente, en donde sus tasas medias de ocurrencia



dependen del estado actual del sistema. De manera mas precisa, las suposiciones del proceso de nacimier
muerte son las siguientes:

SUPOSICION 1. Dado N (t) = n, la distribucién de probabilidad actual del tiempo que falta para el préximo
nacimiento (llegada) es exponencial con parametro (n=0,1,2,.).

SUPOSICION 2. Dado N (t) = n, la distribucién de probabilidad actual del tiempo que falta para la préoxima
muerte (terminacion de servicio) es exponencial con parametro (n=1,2,.).

SUPOSICION 3. La variable aleatoria de la suposicion 1 (el tiempo que falta hasta el proximo nacimiento) y
la variable aleatoria de la suposicion 2 (el tiempo que falta hasta la siguiente muerte) son mutuamente
independientes.

Como consecuencia de las suposiciones 1y 2, el proceso de nacimiento y muerte es un tipo especial de
cadena de Markov de tiempo continuo. Los modelos de colas que se pueden representar por una cadena d
Markov de tiempo continuo son mucho mas manejables analiticamente que cualquier otro.

Excepto por algunos casos especiales, el andlisis del proceso de nacimiento y muerte es complicado cuanc
sistema se encuentra en condicién transitoria. Se han obtenido algunos resultados sobre esta distribucion c
probabilidad de N (t) pero son muy complicados para tener un buen uso practico. Por otro lado, es bastante
directo derivar esta distribucién después de que el sistema ha alcanzado la condicion de estado estable (er
caso de que pueda alcanzarla).

CONCLUSION

Los sistemas de colas son muy comunes en la sociedad. La adecuacion de estos sistemas pueden tener ul
efecto importante sobre la calidad de vida y la productividad.

Para estudiar estos sistemas, la teoria de colas formula modelos matematicos que representan su operacic
después usa estos modelos para obtener medidas de desempefio. Este analisis proporciona informacioén vi
para disefiar de manera efectiva sistemas de colas que logren un balance apropiado entre el costo de
proporcionar el servicio y el costo asociado con la espera por ese servicio.

En este informe se realizo un resumen de algunos modelos basicos de teoria de colas para los que se tiene
resultados particularmente (tiles. Se hubiera podido considerar muchos otros modelos interesantes si el
espacio lo hubiera permitido. De hecho, han aparecido en la literatura técnica varios miles de articulos de
investigacion que formulan y/o analizan modelos de colas, y jcada afio se publican mucho mas!

La distribucién exponencial juega un papel fundamental en la teoria de las colas para representar la
distribucién de los tiempos entre llegadas y de servicio, ya que esta suposicién permite representar un siste
de colas como una cadena de Markov de tiempo continuo. Por la misma razén, son de gran utilidad las
distribuciones tipo fase como la distribucion Erlang, en donde se desglosa el tiempo total en fases
individuales que tienen distribuciones exponenciales. Haciendo algunas suposiciones adicionales, se han
obtenido importantes resultados analiticos sélo para un pequefio nimero de modelos de colas.

Los modelos de disciplina de prioridades son Utiles para la situacién comuan en la que se da prioridad a
algunas categorias de clientes sobre otras para recibir el servicio.

En otra situacion comun los clientes deben recibir servicio en distintas estaciones o instalaciones. Los
modelos de redes de colas se usan cada vez mas en estas situaciones. Esta es una area especialmente ac
la investigacion actual.



Cuando no se dispone de un modelo manejable que proporcione una representacion razonable del sistema
estudio, un enfoque usual es obtener los datos de desemperio pertinentes mediante el desarrollo de un
programa de computadora para simular la operacion del sistema.

La teoria de colas ha demostrado ser una herramienta muy (til y se pronostica que su uso seguird amplian
conforme crezca el reconocimiento de los beneficios de los sistemas de colas.
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