SOLUCION DE UNA ECUACION MATEMATICA DE SEGUNDO GRADO USANDO UN
METODO GEOMETRICO, CREADO EN EL ANO 800, POR UN UN MATEMATICO ARABE,
CONOCIDO COMO MUSA AL-KHWARIZMI (780-850).

Quiero mostrarte una forma muy ingeniosa de resolver ecuaciones de segundo grado , en una etapa en dol
la matematica estaba en pafales. Este matematico trabajé en la biblioteca de Bagdad, cuando esta ciudad
reemplazé a la gran Alejandria como centro cultural del mundo. Poco se sabe de este hombre, pero si, se
confirmd, que escribié unas pocas pero importantes obras sobre aritmética y algebra, con numerosas
aplicaciones practicas. Estudié 6 casos de ecuaciones de segundo grado, y a la incognita X la llamaba: cos

Como en aquella época no habia un lenguaje estructurado para escribir ecuaciones, y menos, métodos
algebraicos para resolverlas, este matematico (al igual que todos), recurrié a la geometria para resolver est
ecuaciones.

Cuando tienes una ecuacion de primer grado (la incégnita X, no tiene exponente), la solucién solo consiste
ir despejando los términos hasta dejar solita la X, y listo.

Por ejemplo: 3X+4=10 de donde X=(10-4)/3 , x=2

Nota que pasé primero el 4 restando al 10 porque estaba sumando, luego el 3 dividiendo porque estaba
multiplicando y la X quedd sola en un miembro, y vale 2.

Bien, el problema aparece, cuando la X se eleva al nUmero 2, entonces, queda: X2, es decir elevada al
cuadrado. Ahora como se hace para dejar sola a la X.

Actualmente (y desde hace siglos), hay un formulita muy simple para obtener el valor de X en estos casos,
en cualquier libro de matematica media la puedes encontrar, para no complicarla ahora.

Ejemplo de ecuacion de segundo grado:

3x2-6x-10=0
Llevando este problema a 1200 afios atras, donde esas técnicas aun no existian, los matematicos debieror
agudizar su ingenio para tratar de resolver algunos casos de este tipo de ecuaciones, sobre todo porgue tel

mucho uso en la vida practica, donde se calculaban superficies, volimenes, etc.

Te explicaré esta técnica, conocida como de completar cuadrados, utilizando el nimero de oro (muy usado
el libro Cédigo de Da Vinci), que justamente viene determinado mediante una ecuaciéon de segundo grado.

La proporciéon aurea es aquella, que respeta la siguiente condicién, entre los segmento de la figura:

X 1-x
1 1
1 1

-—

1

El cociente entre el segmento menor y el mayor debe ser igual al cociente entre el segmento mayor y el lar
total del segmento, que en este caso vale 1.(puede ser 1 metro, 1 kilometro, 1 centimetro, etc).

En namero 0 en el lenguaje de las matematica es:
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Observa la Ultima ecuacién y notaras que es de 2do. Grado. Resolver esto hoy, es cosa de chicos y si aplic
formula o resolvente de 2do. Grado como se la conoce, obtendras el nimero de oro :X= 0.618......

Te mostraré como hizo este arabe para calcular el valor de X, sin despejar nada, ni usar formulas.

A la ecuacion: x2+x-1=0

La pone asi: x2+x=1 (pasa el 1 restando al otro miembro como suma)

Supone lo siguiente:

El primer miembro: x2+x, dice (y tiene razén) que le representa la superficie lateral de una caja (como de
zapatos), cuya base es cuadrada de lado x y las cuatro caras laterales tienen un lado menor igual a: ¥4 0 0.

(como mas te guste), por un lado mayor igual a x.

Mirado la figura donde hay una caja desarrollada, se establece que:

lado mayor=x

lado menor=0.25

La superficie de la base cuadrada vale lado por lado, es decir: x.x=x2



La superficie de cada cara lateral es: Ya.x=x/4
Como hay 4 caras, la superficie total sera: 4. x/4= X

(Observa que al lado menor lo hace valer 0.25 justamente para que al calcular la superpie de las cuatro car
le dé igual a X,que es el segundo termino de su ecuacion.)

Esta superficie vale: 1 (uno) , porque asi dice la ecuacion incial.
Es decir: X2+x=1
Primer miembro superficie caja=Segundo miembro: valor de la superficie=1

Ahora, AL—-KHWARIZMI, completa los cuatro cuadraditos de los angulos, para obtener un nuevo gran
cuadrado y calcula la superficie del mismo.

Ahora vale: 1 + la superficie de los 4 nuevos cuadraditos de % de lado.

Por lo tanto la superficie del cuadrado grande es:

1+4.0.25.0.25=1.25

Si ahora la superficie del cuadrado vale: 1.25, cuanto vale el lado del mismo?. Hay que buscar un niimero c
multiplicado por si mismo dé 1.25, y buscado se tiene que es el: 1.118 pues:

1.118.1.118=1.25

Y ahora llega el remate final, para obtener el valor de X.

Mira la figura y se observa que si el lado del cuadrado mide 1.118 y los lados de cada cuadradito el de 0.2!
cuanto vale ahora X? (que justamente es la raiz de la ecuacion)



Muy simple debes restar al lado grande, los dos pedazitos de los cuadraditos, 6sea que: X=1.118-2.
0.25=0.618...Nota que de esta manera, haciendo una comparacién geométrica, este sabio de la alta edad
media, pudo llegar a conocer el valor de X.

Aqui se aplico para obtener el numero de oro de la ecuacion planteada a partir de las condiciones de
proporcionalidad entre dos segmentos. Este método es universal, y se puede aplicar a cualquier ecuacion ¢
tenga soluciones en el campo real. S6lo debe estimarse cuanto vale el lado menor de las caras laterales, p
que al calcular el area total de las cuatro caras, te de el valor del segundo término de la ecuacion.

ECUACIONES POLINOMICAS EN UNA VARIABLE

Las ecuaciones en general, son igualdades entre expresiones algebraicas en las que intervienen una 0 ma:
variables. Las ecuaciones constituyen una importante herramienta en el algebra. Adquirir habilidad para
resolverlas resulta de suma importancia, por cuanto ello facilita la solucién a multiples problemas que se
presentan en las aplicaciones de matematica.

Cuando las expresiones algebraicas de cada miembro de la igualdad cumplen con ciertas condiciones, las
ecuaciones reciben nombres particulares. De esta manera:

Ecuaciones Polinémicas: Son aquellas en las que las expresiones algebraicas que intervienen en la ecuaci
son polinomios (existen otras expresiones algebraicas que no son polinomios, tales como las expresiones
algebraicas racionales y otras).

Ejemplos de ecuaciones polindmicas:

2x+ ly = 4x?
2
que puede expresarse tambiep:, %y 42 =0

<

| , 4
b) _ ?x-‘ +3xy =—x*+—



que puede expresarse tamblgr% X 43y 42—
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3x+—y+27=35
3

qgue puede expresarse tambig’:{):*_ l Vv+7-5=0

3

Ecuaciones en una variable: Son aquellas en las que las expresiones algebraicas que intervienen en la
ecuacion, contienen una sola variable.

Ejemplos de ecuaciones en una variable, no polinémicas:

A x4+ =4y

(]|

gue puede expresarse tambiéU.;+ 1 —4x=0
X+ —4

<

b),, 3 i+l
2 +—=—
2 r

ue puede expresarse también; 3 1’ +1
quep P fr'+;+ - =0
c 7, ]
)3t+—1t“+l)= —

3 r+1
ue puede expresarse también: 7, | ]
aiep P 31+?|,r'+l,|— —]=(,)

: I+

Ecuaciones Polinémicas en una Variable: Son ecuaciones en las que las expresiones algebraicas que
intervienen son polinomios que poseen una sola variable.

En general, son expresiones de la forfla:| = 0

El primer miembro es un polinomio en la variable x (puede indicarse con cualquier otra letra). Esa variable
la incégnita de la ecuacion y el grado de la ecuacion, es el grado del polinBmio

Ejemplos de ecuaciones polinémicas en una variable:
a)3x—-10=0

es una ecuacion de primer grado.

b) 5

-

—l.\'— x2=0
2

es una ecuacion de segundo grado.

3 2
c) 3m*—=1+Zm?* =0

/



es una ecuacion de cuarto grado (o de grado cuatro)

Resolucion de ecuaciones polinémicas en una variable en R

Resolver una ecuacion, significa determinar el/los valor/es de la incognita que verifica/n la igualdad. Y
hacerlo en el conjunto numérico R implica que es posible usar todas las propiedades de las operaciones de
conjunto.

Se denomina conjunto solucion al conjunto formado por los valores de la incognita que satisfacen la
igualdad, que no es otra cosa que el conjunto de raiggsctle

, Y se denota con la letra S.
Ecuaciones polinémicas de primer grado con una incégnita

Estas ecuaciones también reciben el nombre de ecuaciones lineales. Son expresiones de|lel ferma
, dondeP| x|
es un polinomio de primer grado.

Por lo tanto, toda ecuacion de primer grado con una incognita se puede escribir en la forma:

ax+b=0
siendo a y b nUmeros reales y

es el término lineal y b el término independiente
Resolucion de ecuaciones lineales en R

Para resolver una ecuacion lineal con una incognita en R, se recurre a la aplicacion de las propiedades que
resulten necesarias para ir obteniendo ecuaciones equivalentes a la inicial, hasta reducirla a la expresion
generakix + b=0

. Una vez obtenida esta expresion, se continuara aplicando propiedades hasta obtener la solucion.

Propiedades de las operaciones en el conjunto de numeros reales
En R se definen las operaciones adicién y multiplicacion que verifican las siguientes propiedades:
Propiedades de la adicién

«Leydecierre:Sit Ryb R
entoncest +b R

« Ley uniforme: St R,b Ryc Rya=b
entoncest +¢c =b+¢

* Ley conmutativag¢ +b =b+a
cualesquiera sean los niumeros redleg b

« Ley asociativaa + (b +c) =la+b)+ ¢
cualesquiera sean los nimeros redleb y ¢

« Existencia del elemento neutro: Existe el ntmero 0 taliqu® =0+a =a
cualquiera sea el numero réél

* Existencia del inverso aditivo: Cualquiera sea el nimerdgfeal
, existe un Gnico nimero real



talquea+b=b+a=0 [(b=-al

Propiedades de la multiplicacion

«Leydecierre: St Ryb R
entoncest b R

« Ley uniforme: St R,b Ryc Rya=b
entonces! ¢ =b ¢

« Ley conmutativa¢ b =b a
cualesquiera sean los ntimeros redleg b

« Ley asociativaz (b ¢)=a b} ¢
cualesquiera sean los nimeros redlef y ¢

 Existencia del elemento neutro: Existe el nimero 1 tallqlle= l a=a
cualquiera sea el numero réél

« Existencia del inverso multiplicativo: Cualquiera sea el nUmerdgfeal
distinto de cero, existe un Unico nimero real tal que

« Ley distributiva de la multiplicacion con respecto a la adicion

a (b+c] =a b+a c
cualesquiera sean los nUmeros redl,eb yc

Ejemplo de resolucion de una ecuacion:
2 (x+3)+x=0

2x+6+x=0
Propiedad distributiva de la multiplicacién con respecto a la suma

(2x+x]+6=0
Propiedad asociativa de la suma

3x+6=0
Suma dentro del paréntesis (se lleg6 a la expresion general)

(3x+6)+(-6) =0+(-6)
Propiedad uniforme de la suma y existencia del inverso aditivo

3x+[6+(-6)]=0+(-6)
Propiedad asociativa de la suma

3x+0=-6

Propiedad de suma de un ndmero con su inverso aditivo en el primer miembro, y suma en el segundo
miembro

3x=-6

Propiedad del neutro aditivo

L 3x=l (—6)
3 3



Propiedad uniforme de la multiplicacion y existencia del inverso
multiplicativo
Propiedad asociativa de la multiplicacion

Propiedad de la multiplicacion de un niamero con su inverso multiplicativo en el primer miembro, y
multiplicacién en el segundo miembro.

—_ D
x=-2
Propiedad del neutro multiplicativo

Verificacion

La verificacién es un procedimiento que permite saber si el valor obtenido para la incégnita es o no el
correcto.

El procedimiento consiste en reemplazar dicho valor en la expresion original de la ecuacion, y resolver cads
miembro hasta llegar a una identidad, lo que confirmaria que el valor hallado es solucion.

Ejemplo: Verificacion del valok = —2
como solucion de la ecuacign| x +3)+ x =0

Reemplazand® = -2
en la ecuacion original y operando, se obtiene:

Como se lleg6 a una identidad, se concluye que es solucién y el conjunto solucién es S ={ -2}

A veces no es necesario llegar a la expresién igualada a cero (expresion general), ya que resulta convenier
gue los términos lineales (que contienen la incdgnita) se agrupen en el primer miembro, mientras que los
términos independientes (que no contienen la incégnita) se agrupen en el segundo miembro.

Ejemplo: Resolver la ecuacion.

(en la resolucion se aplican las propiedades sin indicarlas)

2x =

8

t | =

!
2

x=4

—

Verificacion

Reemplazando en la ecuacion original y operando, se obtiene:

Como se lleg6 a una identidad, se concluye que es solucién y el conjunto solucion es S ={ 4}
Distintos tipos de solucion

Las ecuaciones pueden presentar tres tipos de solucién:

. Unica solucion.



. Solucién vacia.
. Infinitas soluciones.
Ecuaciones con Unica solucion

Una ecuacion tiene Unica solucién si existe solamente un nimero real que satisface la igualdad. En este ca
el conjunto solucidn es el conjunto unitario formado por dicho nimero real.

Ejemplo:_Verificacién
Luego de verificar, el conjunto solucion es
Ecuaciones con solucion vacia

Una ecuacion tiene solucion vacia cuando no existe ningln numero real que satisface la igualdad. En este |
se dice que la ecuacion no tiene solucion y el conjunto solucion es el conjunto vacio.

Ejempilo:
Resolviendo la ecuacion resulta:

Esta ecuacién no tiene solucién porque la igualdad obtenida no se cumple para ningln nimero real x, ya q
para cualquier valor de x se obtendria lo cual es un absurdo, por lo que el conjunto solucién es vacio. Es de

Ecuaciones con infinitas soluciones

Una ecuacion tiene infinitas soluciones cuando existen infinitos nimeros reales que satisfacen la igualdad.
este caso la ecuacion recibe el nombre de identidad, y el conjunto solucion es el formado por todos los
nameros reales.

Ejempilo:

Esta ecuacion tiene infinitas soluciones porque para cualquier nimero real X, se obtiene 0 = 0 que es una
identidad. El conjunto solucién es S =R

Casos particulares

Algunas ecuaciones que no son lineales, pueden llevarse a la forma lineal mediante pasos algebraicos
(aplicacién de propiedades de las operaciones), tal es el caso de igualdades en las que aparecen expresior
algebraicas racionales. En estos casos, antes de comenzar la resolucion, se debe determinarse el o los val

de la variable que anulan los divisores (denominadores) para no considerarlos como solucién, ya que la
division por cero no esta definida.

Ejemplos:

a) Se observa que el denominador se anula para x = 1, entonces la condicién a tener en cuenta es que X Nnc
puede tomar el valor 1

Para resolver la ecuacién, se aplica la propiedad: para todo niumero real

condicion



Valor que no es admitido como solucién por la condicién
Por lo tanto en conjunto solucién es

b) En esta ecuacidn el valor no permitido para x es —2.
Resolviendo la ecuacién, se obtiene:

En este caso el valor de x cumple con la condicién de ser distinto de —2. Por lo tanto se puede verificar que
conjunto solucién es

También pueden presentarse ecuaciones que en principio parecen ser de segundo grado (0 mas), pero que
llevarlas a su expresiéon general, resultan ser lineales al anularse el/los término/s de mayor grado. Por ejem

Aplicando propiedades se obtiene:

Resulta una ecuacion lineal:

Aplicaciones

Ya se menciond la importancia de las ecuaciones en la resolucién de problemas.

Para resolver un problema aplicando ecuaciones con una incégnita, se procede de la siguiente manera:

* Leer e interpretar el enunciado, para poder identificar datos e incdgnita determinando las relaciones que
existen entre ellos.

» Cuando se trate de un problema geométrico, es conveniente realizar un dibujo (esquema grafico) donde !
anoten los datos e incognita.

« Escribir la ecuacién que corresponda a la relacién encontrada entre los datos y la incégnita.

» Resolver la ecuacion.

« Analizar la solucién algebraica, para determinar si el valor obtenido responde a las condiciones del

problema. En caso afirmativo, se procedera a enunciar la respuesta del mismo.

Ejemplo: El perimetro de un triangulo isésceles es de 50 cm y la base mide 11 cm mas que uno de los lado
iguales. Halle la longitud de los lados.

En este caso, un gréafico permite ilustrar la situacion. x x
Llamando x a la longitud de los lados iguales, la base
guedard identificada con x + 11; y el perimetro sera: x + 11
Segun los datos del problema, el perimetro es de 50 cm.

Por lo tanto, reemplazando este valor en la expresion anterior, se obtiene la ecuacion cuya resolucion
permitira dar la respuesta al problema.

La solucién de esta ecuacion es: x = 13m

La respuesta del problema sera entonces: La base mide 24 cm (se obtiene al reemplazar el valor de x en Ig
expresion de la base) y los lados iguales miden 13 cm cada uno.

10



Ecuaciones polindmicas de SEGUNDO grado con una incégnita

Estas ecuaciones también reciben el nombre de ecuaciones cuadraticas. Son expresiones de la forma: , do
es un polinomio de segundo grado.

Por lo tanto, toda ecuacion de segundo grado con una incognita se puede escribir en la forma:

siendo a, b y ¢ nUmeros reales y

es el término cuadratico, y a el coeficiente del término cuadratico.

es el término lineal, y b el coeficiente del término lineal.

c es el término independiente.

Resolucion de ecuaciones cuadraticas con una incégnita

Para determinar el conjunto solucién de estas ecuaciones, es importante analizar si contiene todos los
términos. En caso de no presentar el término lineal o el independiente (a =0 o b = 0) conviene aplicar
métodos practicos de resolucién, distintos del correspondiente a una ecuacion cuadratica completa.
Ecuaciones cuadraticas sin término lineal (b = 0)

Son de la forma:

En este caso, se obtiene la solucién en forma inmediata, aplicando propiedades de las operaciones, que
permiten despejar la incégnita.

Ejempilo:

Cabe recordar que al aplicar raiz cuadrada en ambos miembros se deben considerar los dos signos posible
para la incégnita.

De esta manera resulta:

Verificaciones

El conjunto solucién es

Ecuaciones cuadraticas sin término independiente (c = 0)

Son de la forma:

En este caso, se obtiene la solucidn factorizando el primer miembro. Como el producto obtenido (siempre
pueden considerarse dos factores) esta igualado a cero, se debe cumplir que uno de los factores es cero o
ambos son ceros. El planteo de esta propiedad nos lleva a dos ecuaciones lineales con una incognita, que
resolverlas permitiran obtener el conjunto solucién de la ecuacion cuadratica.

Ejempilo:

Factorizando el primer miembro (factor comadn Xx):

11



Aplicando propiedad:

La solucién de es . Y la soluciéon de es
Verificaciones

El conjunto solucién de la ecuacién cuadratica es
Ecuaciones cuadraticas completas

Son de la forma: con a, b y ¢ distintos de cero.

Se puede obtener una féormula que permite encontrar las raices de la ecuacion. Sélo se requiere identificar
coeficientes a y b, y el término independiente ¢ que deben reemplazarse en la formula.

Obtencién de la formula
Para obtener la férmula se siguen los siguientes pasos:
Por lo tanto, la formula es:
Es decir: y
Ejemplo: Se resuelve a continuacién una ecuacién mediante la aplicacion de la férmula.
En la ecuacién ,
Reemplazando en la férmula:
Es decir, se obtiene: y
Esta formula es aplicable tanto para las ecuaciones cuadraticas completas, como para las incompletas.
Distintos tipos de solucion
Las ecuaciones cuadréticas pueden presentar distintos tipos de solucion:
* NUmeros reales y distintos
» NUumeros reales e iguales (también llamadas raices dobles)
» Numeros complejos conjugados.
Para determinar el tipo de solucién, también llamado naturaleza de las raices, se analiza el radicando de la
férmula de resolucién. Dicho radicando recibe el nombre de discriminante, y se denota con la letra griega
delta
Entonces:
El discriminante permite determinar la naturaleza de las raices sin resolver la ecuacion:
* Si las raices son numeros reales y distintos.

* Si las raices son nimeros reales e iguales.
* Si las raices son nimeros complejos conjugados.

12



Casos particulares

De igual forma que ocurre con las ecuaciones lineales, existirAn ecuaciones que sin ser cuadraticas, se pue
llevar a la expresion de una cuadratica. Si se tratan de expresiones algebraicas racionales, siempre se tenc
que tener presente las condiciones que debe cumplir la variable.

Ejemplo: La condicién para x sera que no puede tomar el valor cero.

Llevando esta ecuacion a su expresion general, se obtiene:

Resolviendo, se obtiene: y ; valores permitidos, la solucién es:

También existen las ecuaciones polinémicas que, en principio, parecen ser de mayor grado. Pero al llevarlz
su expresiéon general resultan de segundo grado, al cancelarse los términos de mayor grado.

Aplicaciones
Existen innumerables planteos de situaciones problematicas que dan origen a una ecuacién cuadratica.
Siguiendo los pasos ya indicados para la resolucion de un problema aplicando ecuaciones, se puede arriba

la solucién del mismo.

Ejemplo: Un terreno rectangular tiene su largo igual al doble de su ancho. Si el largo se aumenta en 40my
ancho en 6m, el area se hace doble. Hallar las dimensiones del terreno original.

Llamando x al ancho del terreno, su largo quedara representada por 2x.
El &rea del terreno es: A = x.2x = 2x2

Aumentando el largo y el ancho como indica el enunciado, se obtienen otras dimensiones:
Ancho = x + 6my Largo = 2x + 40m

Con estos nuevos valores, el area sera (x + 6m).(2x +40m).

Pero segun el enunciado ésta nueva area sera el doble de la anterior.

Es decir (x + 6m).(2x +40m) = 2.2x2

Prescindiendo de las unidades, se puede expresar la siguiente ecuacion:
Llevando la ecuacion a su expresion general, se obtiene:

Donde a=-2,b =52y c = 240.

Aplicando la férmula de resolucién, se obtiene: y

En el contexto del problema, sélo se acepta como solucién el valor x = 30 ( no existen longitudes negativas
La respuesta del problema sera: El ancho del terreno es de 30m y el largo es de 60m.
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