APLICACIONES LINEALES
CONCEPTOS BASICOS:

DEFINICION: Sean (U,+,-), (V,+,-') Kev. Entonces se dice que una aplicdcisd ~ V
es un HOMORFISMO ENTRE ESPACIOS VECTORIALES (o aplicacién lineal) si se verifica que:

1)"u1,u2"U | f(ul+u2)=Ff(u1)+f(u2)
2)"u"U, " K f(u)= -f(u)
OBSERVACION:

esif:U 'V

es una aplicacion lineal, entoncgs|{U +) [V + )
* Portantor((y, y =0

» De forma analoga a lo ya estudiado se introducen las nociones de mono, epi, endo, iso y
» Se definen también el nucleo y la imagen:

Segf :U V
una aplicacién lineal

Ker(f)= w U ! f(u) SN
Im(’f):f(’U):{v V/3u U f(_uj:v} Vv

EJEMPLOS BASICOS:

f:R R’

(x,y,2) a (x)

Si, pues se cumplen ambas condiciones
R’ R’

(x,y,2) a (xy+l)

No, puesr 6 ) 0,

f:R R’
(xy,2) a (x°,y%)
No, puesf (u, +u,) flu)+ flu,)

f:R,[t] M, (R)
p(©)  p O
p ©0) p (0
Si, pues cumple ambas condiciones.

p(t) a

CONCEPTOS BASICOS:



PROPOSICION: Seaf :U  V
una aplicacion lineal, entonces se verifica que:

1)Ker(f) es un Sev de U
2)Im(f) es un Sev de V

Demostracion:

1)r a)Vu,u, Ker(f) u,+u, Ker(f)
O, Ker(f) Ker(f) O Ker( f)es Sev
b)Vu Ker(f), YA K Au Ker(f)
r
flu)=0, r r r
a) r flu, +uy)= fu,)+ f(u,) =0, +0, =0y,  Ker(f)
fluy) =0,
r r r
b) f(u) =0, fAu)=Af(u)=A0, =0, Ker(f)
2)
r a)vv,v, Im(f) v +v, Im(f)
0, Im(f) Im(f) O Im( f)es Sev e f b f
by¥v Im(f),¥YA K Av Im(f)
Sluy) = v, .
a)f‘ v+ v, = flu)+ fluy) = flu, +uy) = f(u;)=v; Im(f)
(“1 ) = V)

by = f(u) fu)=Af(u)=2v Im(f)

TEOREMA: Sean Uy V Kev finito dimensionales,fy: U~V
homomorfismo. Entonces:

1)f es monomorfismo ! Ker(f)=f,
H dim(Ker(f))=0

2)f es epimorfismo ! Im(f)=V ! dim(Im(f))=dim(V)
3)La primer afirmacion también es valida para espacios infinitos.

TEOREMA: Seaf :U  V
una aplicacion lineal. Entonces: dim(U)=dim(Ker(f))+dim(Im(f))

Demostracion:
Supongamos dim(U)=n, y dim(Ker(f))=r (r"n) La afirmacion entonces equivale a: ¢, dim(Im(f))=n-r?
Sea BKer(f)={ul,...,ur}una base de Ker(f). Por ser base de un subespacio de U, puedo afadir vectores hast

tener una base de U. Nos queda: B={u1l,...,ur,ur+1,...,un}. Veamos que la imagen de Bc={ur+1,...,un} es ung
base de Im(f). Si lo es es, dim(Im(f))=n-r, que es lo que buscamos.



1)B es SG de Im(f)
2)Besh
1)? v Im(f)IA enh, KIv=»A flu)+..+A, f(u,)?
Ju Ulv= f(u)

Eal,...,a” lu=au +..+au,

B ={f(ur+1),...,f(un) } Base

n n n - n

v=f(u)= flau, +..+au,) = flau)+..+ fla,u,)=
.

=a,fu)+..+a f(u)+a  f(u )+..+a f(u)=0, +a_, f(u_ )+..+a f(u)

r
2)? A flu )+ A, f(u,)=0, A, =..=A,=0?
r
fA gt + ot A u,) =0, At o +otAu,  Ker(f) Ju,,...u0, K/
r

nn

I gty F ot A, = Wty + .4 WL, Wty + ot W, = A ity == A, =0,

I non

Dichos vectores son linealmente independientes, luego:
Wo==f =A, =..=A =0
COROLARIOS:

1)Si {ul,...,un} es una base de U, entonces {f(ul),...,f(un)} es un SG de la imagen.

2)Sean Uy V Kev, dim(U)=dim(V)<+", y sda:U  V
una aplicacion lineal. Entonces:

f es isomorfismo!f es epimorfismo!f es monomorfismo.

3)Sean U y V Kev finito dimensionales. Entonces U es isémorfo a V! dim(U)=dim(V)
Demostracion:

2)Solo hace falta demostrar la segunda, pues la primera es inmediata a partir de aquella.
f es epimorfismo ! dim(Im(f))=Dim(V)

f es momorfismo ! dim(Ker(f))=0

Como dim(U)=dim(Ker(f))+dim(Im(f))=dim(V) ! dim(Ker(f))=0

3)

dim(Ker(f))=0

SiUyVisomorfos 3fU  V Isomorfismo o
dim(Im(f)) =dim(V)

dim(U) = dim(V)

SeaB ={u,....,u,}
s ={v, ,...,V,,}



bases de U y V respectivamente. Consideremos la aplicacion:
f:U V

xu +L +xu a xv +L +xv

nn

Dicha aplicacién es un isomorfismo, puggn(Ker(f))=0
. Luego U y V son isomorfos.

REPRESENTACION MATRICIAL: Para representar un homomorfismo necesitare dos bases(llegada y
salida). Lo representaremos por medio de una matriz:

Segf :U V

un homorfismo

dim(U)=n<+"

dim(V)=m<+"

B={ul,...,un}Base de U

B'={vl,...,vm}Base de V

¢, COmo puedo saber las coordenadas de f(u) en B', sabiendo las de u en B?
Sean x1,..,xn las coordenadas de u"U en B

Sean yl,..,ym las coordenadas de f(u)"V en B'

u=xu +L +xu f)=xflu)+L +x f(u )=yv,+L y v

Ym'm
f(ul) "V ! Sean all,...alm las coordenadas de f(ul) en B'

M M

f(un) "V I Sean anl,...anm las coordenadas de f(un) en B'

f(ul)=allvl+...+almvm
M M

f(lun)=anlvl+...+anmvm

yv,+L +y, v, =xf(u)+L +x, f(u,) =x(a,v,+L +a,,v

m”om

+L +x, (a,v,+L +a,v,)=

m ) ram - m )

=(a,x,+L +a,x,)v,+L +(a,, x,+L +a,x,)v

Tt

r
[_v, —(a,x, +L +a,,,x,,]]\-’| +L +[y —(a,,x,+L +a,,x, )]vm =0,

n

Por ser B' una base sus vectores son linealmente independientes:



Yy, = a,x, +L +a,x,
M M

y = a, x,+L +a_x

S Im™"1 mnTn

Ecuaciones del Homomorfismo f respecto a las bases B y B'

Y a, L a, x
M= MO M M
.vIN (1 ] m L (l mn 'xlﬂ

Matriz del Homomorfismo f respecto a las bases B y B’
Dicha matriz se representa por Y=M(f,B,B")X

OBSERVACION:

M(f, B B =

Coordenadas de f{u, Jen B'J
Coordenadas de flu_)en B'

1)Se calcula de usando las coordenadas en B' de la imagen de los vectores de B.

2)Se usa multiplicandola por la matriz columna de las coordenadas del vector en B

flu) |[=M(f,B,B")| u

sif :U U
(es un endomorfismo) simplificamos, y usamos la misma base a la salida y a la llegada. Se representa por
M(f,B)

4)Las ecuaciones implicitas del Ker(f) estan incluidas en la coleccion de ecuaciones dada por Y=M(f,B,B")X

Ejemplo:
f:R M, (R)
X X+ y
(x,y,2) a ’
X+ Z Z

1)Veamos que es un homomorfismo:



u=(x,y,x) R'v=(x,y,x) R

X+x X+x +y+y X xX+y X X +
f(u+v)= = +
X+x +7+2 2+ 2 xX+Z Z X +Z
u=(x,y,x) R'A R
Ax Alx+y) x x+y
Au) = =A =A
J (k) Ax+2) Az x+z 2 7

2) Calculemos la matriz de f respecto a las bases canénicas:

o O
—_ O
o
o O
o

! 1 0
B(R = {(l]'f‘?)’ (]0219)’ (102031)}, Bé‘.h"’(k) — 0 9 .
oy w w 2 7 1

12 23 12: 1221
VI ¥ V; I"
fuy= | s
u u,) = =v,4+v,+v u, U,) = =v,
1 (1, 10 1 2 3 2 2 0 0 2
0O 0
uy,  fluy)= 1 =v;+v,
1 0 0
1 1 0O
M(f,B,B)= =A
f 1 0 1
0O 0 1

3) Calculemos la matriz de f respecto a las bases dadas:

1o 11 11 11

*

BY ={(1,00),(1,L0),(LLD}, BM® = : :
{( ) 3 } O 0 O 0 10 11

11 |
uy =(100)a flu)= =y uy; =(LLh)a f(u)=
1 O : ) 2
1 2
“2 :(lslyo)a f(“l): 10 :V3+V2 _‘)1
0 -1 -1
; 0O 1 0
M(f,B",B*" ") = - B
[N
0O 0 1

4) Sea u=(3,2,1) Calcular f(u) utilizando 2) y 3)

2

= f(u)+ f(v)

=\’3+V4—V|



3
1 1 0O 5 3 5
A)coef(f(u),)=Acoef(u) = 2 = (), =
o (fw), f 1o T4 fwa= 4
0O 0 1 1
0 -1 -1 ] -2
0 1 0 1 -2 1
B)coef( f(u),)= B coef (u) = | = (1), =
() f I 1 3 Fys 3]
0O 0 1 1

APLICACION(Cambio de base): Supongamos que U es un Kev finito dimensional. Por ello existen bases.
Sea B={ul,...,un} y B'={v1,...,vn} bases de U. Sean (x1,...,xn), (y1,...,yn) las coordenadas de un vector u en
y B' respectivamente. ¢ Cémo puedo hallar Y a partir de X?

Tomamos el homomorfismo identidad
id:U U

u a idu)=u
Se verifica que :

A=M(f,B,B)

X, Y,
A M= M
X y

A "A' se le llama Matriz del cambio de Base de B a B'. Se representa A=M(B,B")
OBSERVACION:

1)La matriz A se determina de la siguiente manera:

A Lo, u,=Av +L +A v,
A= M O M, M
A, L ou, wu =pv+L +py

non

2)Se utiliza multiplicandola por la derecha por el vector columna de los coeficientes de u en la base B.
3) A es cuadrada e invertible

« M(B',B)=M(B,B)-1

Ejemplo:
f . R.‘ R3
(x,y.2) a f(xe,y e,76)=(1(y+2) ¢,(x+2) &,,(y—x) ¢)

1)La matriz A es:



fle,)=e,—e; fle;)=e +e; fle3)=¢ +e,
0O 1 1

A= 1 0 1
-1 1 0

PROPOSICION: Supongamos que U es un Kev finito dimensional. Sea BU={u1,...,un} una base de U.
Entonces {f(ul),...,f(un)} es un SG de f(U)

Demostracion:

u U u=hu +L +Au fl)=Aflu)+L +4 flu )

APLICACION(Cambio de base enun hom.): Sed :U  V

un homomorfismo, y sean Bly B2 base de U, y B1'y B2' bases de V. Tomemos las representaciones
matriciales del homomorfismo dadas por B1, B1'y por B2 y B2'. Vamos a intentar hallar alguna relacién ent
una matriz y la otra:

Tomamos un vector u"U.

Si trabajamos cod, = M (f,B,,B,)
. Sean X las coordenadas de u en B1, e Y las coordenadas de f(u) en BL'= A, X

Si trabajamos coA, = M (f,B,,B,)

. Seany’

las coordenadas de u en Be

las coordenadas de f(u) en B2' y — 4 ¥

Vamos a relacionar X5
Yey

Seap — M (B,,B,)/ PX = X
Seay = M (B,,B,)/QY =Y

QY =QAX =Y =A,X = A, PX
QA X = A, PX
Como Q es invertible por se una matriz cambio de base

AX =07 A P|x A =07 AP

La matriz X se puede cancelar porque al ser una matriz vector de variables tambien es valida para x=(1,0,..
, X=(0,1,0,...,0),....,X=(0,...,0,1), con lo que las matrices son iguales columna a columna.

La expresién general del cambio es :



M(f,B,,B,)=M(B,,B,)M(f,B,,B,)M(B,,B,)

OBSERVACION:Sif :U U
es un endomorfismo, y B1 y B2 base dedy= M ( f,B,)

A, =M(f,B,)
M(f,B,)=M(B,,B,)M(f,B,)M(B,,B,)
0 bien
M(f,B,)=M(B,,B,)" M(f,B,)M(B,,B,)

DEFINICION: Dos matrices A y B"Mnxn(K) son semejantes si existe una matriz P"Mnxn(K) tal que
det(P)"0 y A=P-1BP.

TEOREMA: Todas las representaciones matriciales de un mismo endomorfismo son semejantes. Véase
formula anterior

Ejemplo:

f:R’ R’
(LO,) a (O,

(0,0,-1) a (LD
(2,L1y a (1,0)

1)Hallar la representacion matricial de f en las bases canonicas.

f(1,0,0) = f(1,0,1) + £(0,0,—1) =(1,2)
f(O,1,0) = f(2,1,1) =2 f(1,0,1) = f(0,0,-1) = (0,=3)
f(0,0,1) ==f(0,0,~1) = (=1,-1)
0 -1
2 -3 -1

— M/ R pk'y _
A=M(f,B. B )=
La matriz esta formada por la imagen de los vectores de la base fuente.

2) Calcular la representacién matricial de f en las kﬂseé(‘ 1,0,1),(0,0,—1),(2,1,1 )}
deR"

y B ={(0.1),(1,0)}
deR”

Hallqmos la matriz que nos lleva &
R
a
B
. La multiplicamos por la matriz del homomorfismo en las bases candnicas, y después por la que nos lleva ¢
R?
B,
al?



Todo cambio de base que muere en la canénica son los propios vectores de la base inicial.
1 0 -1

2 -3 -~1

Ya la hemos caculado

M(f.BY ,BX )=

M@BE.By= "
c ? l 0
La Unica diferencia entrBR"
-
y 3

es que el orden de sus vectores es el contrario.

B=M(f,B.B)=M(BY .B)M(f,BY B )M(B,BY)

3)Ecuaciones y dimensiones del Ker(f) y de Im(f):

Trabajando con la representacion matricial B

X
0 y+2=0 AP

=B y ’ Dim(Ker(f))=3-2
0 x+y=0

<

1

Dim(Im(f)) = Dim(R’*) - Dim(Ker(f)) =3-1=2= Dim(R")

OBSERVACION: Sif:U U
es un endomorfismo, y U es un Kev finito dimensional, entonces f es un automorfismo si y solo si

A=M(f,B)
det(4) 0O

Demostracion: SeB ={u, ...,u, |
una base de U

J
automorfismo Im(f)=U

B se transforma en una base de U
Los transformados de B son linealmente independientesdet(A) 0

10



det(4) 0 B'={f(u,),...r f (,)}1d. B’

es base dbm( f) Dim(Im(f))=n

r
Im(f)=U Ker(f)= {()l, } b
es automorfismo

DEFINICION: Sean U y V dos Kev, entonces se consideran los conjuntos:

LUV)= {f :U V[ fesaplicacion lineal} = Hom(U,V)
End = {f :U U/ fesaplicacion lineall

Ademas se consideran tambien las operaciones

+: LIUYV) LUV)
(f.g) a (f+g:U V
u a (f+gu=f(u)+gu)
 KxL(U,V) LU, V)
(A, f) a M:U V

u a  (M)u=Af(u)
Es facil de demostrar que ambas son aplicaciones lineales.

Entonces se verifica qid.(U,V )+,
y(End(U),+,

son Kev.

TEOREMA: Si dim(U)=n
ydim(V)=m

, entonced.(U,V)
esisomorfo ! (K)

mn
Demostracion:
Fijadas dos bases B y B' de U y V respectivamente, el isomorfismo es:
¢:LU,V) M, (K)

f a M(f,B,B)
COROLARIO:

nsidim(U)=n
entonces End(U) es isomorfdd__ (K)

min



dim(L(U,V)) = dim(U) dim(V)
3)dim(End(U)) = dim(U)*

IDEA INTUITIVA: Vamos a crear un diccionario entre homomorfismos y matrices, y entre endomorfismos
y matrices

LU,V) M, (K)
f a M(f,B,B)=A
g a M(f,B,B)=B
f+g a A+B
AM+ug a AA + 1B
Nulo a 0
End(U) M, (K)

nxn

f a M(f,B)=A
g a M(f,B)=B

f+g a A+B

s~}

Af + g A+ UB
iduy a M(idu),B)y=1
Ahora la pregunta es : ¢ Quién es AB?¢:y A2?
AB?  A(BX)= f(g(x))
fog:UgUfU a M(fog,B)=AB
fi=fof:U ’ U ! U a M(fof,B)=A’

v sidet(A) 0

entonces] A~
fU U a M(f,B)=A""

OBSERVACION: De forma anéloga a como se hizo en grupos y anillos se introduce el concepto de Kev
cociente, el teorema de Isomorfia y la descomposicién canénica de un homorfismo.

8
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M(f,B,B") =

I

Coordenadas de f{u, den B'
Coordenadas de f{u_)en B’

!
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